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reber  die  StabUitai  der  Sehilfe 

dem  Heraasgeber. 


Einleitung/ 

Die  für  die  Schiffsbaukunst  so  wichtige  Lehre  von  der  Stabi- 
&tät  der  Schiffe  ist  mit  der  allgemeinen  physikalischen  oder  nie- 
duischeD  Lehre  von  der  iStabiiit&t  schwinimeuder  Körper  im 
taen  ciiwrM,  «nd  daher,  abgesehen  tob  ihrer  grossen  prak« 
IMct  Wichtigkeit,  von  so  allgemeioem  Interesse,  dass  eine  auf 
mi^p  Eigenthümlic'hkeit  Anspruch  machende  Darstellung  dersel- 
^'^0  an  diesem   Orte  wohl   gerechtfertigt  erscheint.    Was  die  im 
Foigeoden  gegebene  Behandlung  dieser  wichtigen  und  iuteressaO' 
tn  Lehre  betrifft,  so  weiss  ich  sehr  wohl,  dass  sich  dieselbe 
in  Mch  allgemeineren  Gesichtsponkten,  als  hier  geschehen  Ist^ 
nncntlich  in  analytischer  Bezienong,  auffassen  lässt;  loh  hatte 
*htr  für  jetzt  die  Absicht,  mich  roogHchst  dem  Bt^diirfnisse  der 
Praxis  anzubeauemen  und  mich  eben  nur  auf  das  liir  den  prakti- 
K^ea  Gebrauco  Wichtigste  zu  beschränken,  wozu  mir  eine  in 
hpehster  anaiytiseher  Al^emeishelt  dnrehgeltihrte  Behaodhing  we* 
geMgaet  schien.   Auch  habe  ich  emigee  Bekannte  aus  der 
^Msemeioen  analytischen  Mechanik  aufgenommen,  um  nichts  wei- 
ter als  die  Lehren  der  Statik,   namentlich  die  sechs  allgemeinen 
Bediogia^BKleicbungen  des  Gleichgewichts,  als  bekannt  voraus- 
^HctMu  Bsmcrken  will  ich  aber,  dass  bisher«  namenflleb  toa 
seiiuer  im  Trait^  dv  navire  und  fon  Euler  in  der 
Scieotia  navalis,  wo  wohl  fiberhaunt  die  erste  wissenschaft- 
liche Begründung  dieser  wichtigen  Lenre  gegeben  worden  ist, 
UBDer  bloss  der  eingeschränkte  Fall  anendlich  kleiner  Drebungs- 

Tktaxv.  1 


2 


winke!  \nu  Auge  gefasst  worden  ist,  was  uiir  für  deo  praktischeo 
Gebrauch  nicht  ganz  hinreichend  zu  min  schehit  Deshalb  habt 
ich  im  Folgenden  bei  den  allgemeinen  Gesetzen  diesen  einge« 
schrSnkten  Cesichtspunkt  TeriaMeD ,  und  f^laube  gezeigt  zu  haben, 
dass  diese  Gesetze  nur  sehr  wenii?  von  ihrer  E^nfacbbeit  verlie- 
ren, wenn  man  dem  Drehunpswinkel  eine  endliche  bestimmte 
Grösse  giebt,  was  mir  namentlich  für  die  Schiffsbaukunst  wichtig 
an  sein  scbeint  Uod  wenn  Ich  auch  glaube,  meine  feigend«  «na« 
Ivtiache  Entwicklung  als  eine  mir  ganz  eigenthiimliche  beanspiQ- 
cnen  zu  dürfen,  so  darf  ich  doch  auch  nicht  unbemerkt  lassen, 
dass  schon  Atwood  in  einer,  wie  ich  weiss,  namentlich  in  Eng- 
land sehr  geschätzten  Abhandlung,  die  man  in  den  Philosopbi- 
cal  Traneactiona  findet,  den  eIngesebrSnkien  Gesichtepnokt 
unendlich  kleiner  Drehungswinkel  aufgegeben,  und  zu  Drehungs- 
winkeln von  einer  endlichen  bestimmten  Grosse  sich  erhoben  hat. 
Seine  Darstellung  ist  aber,  wie  dies  in  England  früher  fast  immer 

Sewöhnlich  war,  durchaus  synthetisch,  und  gelangt  nicht  zu  der 
Jlgemelnbeit  der  Betrachtung,  welche  die  analytische  Daratel- 
lungs weise  zu  gewähren  im  Stande  ist,  wenn  auch  das  sonstige 
Verdienst  solcher  synthetischen  Darstellungen  von  mir  keineswegs 
in  Frage  gestellt  werden  soll.  Uni  übrigens  diese  Abhandlung 
für  jetzt  nicht  zu  weit  auszudehnen ,  habe  ich  mir  verschiedene 
specielle  Anwendungen  der  in  derselben  entwickelten  allgemeinen 
Lehren  liir  einl|;e  spätere  AnfiiUae  verbebalten  mfissen,  md  be- 
merke schliesslich  nur  noch ,  dass  auch  die  unmittelbar  mit  der 
Stabilität  zusammenhängende  allgemeine  Theorie  <l»'s  Kollens  oder 
Schlingerns  und  Stampfens  der  Schiffe  (le  roulis  et  Ic  tangape) 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  gegeben  worden  ist,  um  in  der- 
selben auch  bierfilr  eine  tbeeretische  Grundlage  fDr  einige  später 
feiende  specielle  Anwendungen  zu  gewinnen.  Eine  noch  allge« 
meinere  analytische  Behandlung  b^ute  ich  gleichCblls  einer  spä» 
teren  Abhandlung  vor. 


6' 

Bevor  wir  zu  dem  eigentlichen  Geijensfnnde  dieser  Abhand- 
lung ubergehen,  wollen  wir,  un»  derselben  eine  möglichst  allge- 
meine Verständlichkeit  zu  sichern,  die  allgemeinen  Gleichungen 
dter  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  entwickeln,  ohne  dabei 
andere  mechanische  Sätze  als  die  bei  dieser  Entwickelung  nicht  aa 
umgehenden  Principien  der  Statik  oder  Gleichgewichtslehre  vor- 
auszusetzen ,  weil  ohne  die  Kcnntniss  der  in  Kede  stehenden  all- 
gemeinen Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von  Korpern 
und  einiger  daraus  abgeleiteter  Sätze  eine  vuliig  deutliche  und 
gehörig  wissensehafliiä  beendete  Einsicht  In  das  Folgende 
nicht  erlangt  werden  .kaoa,  die  Kenntniss  dieser  allgemeinen  Glei- 
ehmigen  der  Bewegung  mes  Systems  Ten  KOrpem  aber  auch 
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Mdk  Btt  Terscbfedeiie  andere  Gegenst&nde  der  MmtiHchen  Wis- 
midliiten,  die  wir  «pUferhin  in  benonderen  AbhtndluDgen  sv 
ke^rec&en  denken «  von  grosser  Wichtigkeit  ist 


fr  2, 

Ztt  dem  Ende  wollen  wir  anneBmen,  Uass  die  Schwerpunkte 
flbfr  Ji»eliebigeo  Anzi^bl  von  Körpern  zu  einem  3y$teo)e  j»it  ein- 
mkf  veijbiMcii  seien ^  und  wollen  ans  zugleich«  was  bekaonHicJi 
«oiliM  ift»  4ie  Maseeo  dieser  KOrper»  welche  darcb 


J*!»  Wlf» 


bcmchoet  werden  mieen,  in  ibren  respectiven  Schuer{M]nkten 
^««nigt  denken,  wodurch  das  in  Rede  stehonfhi  System  von 
tuif^rD  auf  ein  blosses  System  materieller  Punkte  r^ucirt  wird. 

Setzen  wir  om,  dsM  auf  alle  diese  Punkte  Kräfte  wirken, 
vddM  denselben,  wofern  ßie  nicht  unter  ^nandcr  Tcrbunden 
Viren,  d'jrch  momentane  Wirkungen  nach  gewiseen  bestimmten 
HkitBngea  resi»ecti?e  die  (^«»cbiviiMliglceiten  % 

«i,  u%,  «3,  u^,  ..... 

ertMea  wirden;  «o  irerdOB  ^ieMlbeo  weisen  ihier  Vid»ipdung 
Mter  einander  sich  nicht  mit  diesen  Geachwindigkelten  nach  den 
catiprecbenden  Richtungen,  sondern  nach  gewissen  anderen  Rieh» 
tqneen  mit  gewieaeo  anderen  Geschwindigkeiten,  die  wir  respec- 
ü»e  durch 

^»       ^»  ^»  ••••• 

^zeichnen  wollen,  bewegen.  Denken  wir  un«  die  Kräfte,  welche 
Btth  ihren  Richtungen,  wen«  man  sich  die  in  Rede  stehenden 
lenkte  nicht  unter  einander  verbunden  denkt,  sondern  jeden  der- 
■dWa  als  einen  Mep  ^mM  Msieht,  di^  ficeebwindigkeiten 

^t»  ^b*  tli»  ••••• 

kfnotbringen,  ans  den  KfSAen,  weicht  nach  ihren  RidbtnnM 
4»  CaaiSiiiniligkr  ^ 


1?»  ^I»  «'s»  »5*  "4) 


(ifTTorbringen,  ond  gewissen  anderen  Kräften»  die  nach  gewissen 
Hkktiii^  die  GesdMMiglmteB 

w^,  w^^  «j^^  le^f   

^«briagen,  rasamniengesetat,  so  kSnne«  wir  statt  des  ersten 
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Systems  von  Kräften  die  beiden  anderen  Systeme  setzen.   Da  ea 
sich  hier  nur  um  eine  momeutane  Wirkung  der  Kräfte  bandelti  | 
80  sind 

mu,  ntiUg,  nt^tit«  m^Ug,  m^u^,,..,; 

I 

Mir,  wi^t?!,  nt<|Vf,  rngV),  01494,, 

nWf  MgWgf  MtKlli»  DliW^t  tßffO^f" 

die  Maasse  der  auf  die  einzelnen  Punkte  in  den  drei  Systemcil 
von  Kräften  wirkenden  Kräfte,  oder  die  sogenannten  QuantitSteo 
der  Bewegung;  und  es  bringen  also  unter  aflen  Bedingungen,  man  ^ 
mag  sich  die  Punkte  des  Systeme  ale  frei  oder  als  unter  einao- 
der  irerbnnden  denken,  die  Krifle 

ntWf  IR|10| »  tli]jlO%9  KiilM^*  fliiiQt«  »••* .  , 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  nie  die  Kräfte  ' 

nfUf  fii|ti|  9  fn^tt^t  MgUg,  ^^u^f  ••••• 

Denkt  man  sich  aber  die  Punkte  als  unter  einander  verbunden, 
80  bringen  die  Kräfte  1 

inVf  Sil  Vi  y  wifi^f  fi^i^t  n^e^,  ••••• 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

Also  bringen,  wenn  man  sich  die  Punkte  des  Systems  uoter  ein* 
ander  veruunden  denkt,  die  Kräite 

wo»  iBtiVi,  mee^y         '"lA^e* ***** 
ganz  dieselbe  .  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

na>,  M^Vif  n%0i,  "N^»  ni^9^$m»*l 

mw,  tniWij  m^Wz,  mgW^,  m^w^, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  unter  derselben  Voraussetzung,  vreu^ 
man  sich  nJimlich  die  Punkte  des  Systems,  wie  es  übrigens  auch 
schon  der  Betriff  eines  Systems  ftu  sich  fordert,  unter  einander 
verbunden  denkt,  die  Kräfte 

••••• 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Hierans  erj^iebt  sich  aber  ferner  auf  der  Stelle  ganz  von  selbst, 
dass  an  den  au  einem  Systeme  verbundenen  Punkten  auch  sowobi 
die  Kräfte  ' 
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flMi»  Mfii|»  m^u^t  fn^ihs  tn^^t 

wad  die,  in  BezujE^  auf  ihre  ursprünglichen  Riebdingen,  nach  eot- 
go^eAge^etzteu  Ricbtuiigen  titrkeod  gedachten  Kräile 

ffiiüi,  wiji'a,  wijrs,  m^v^y 

i!?  auch  die ,  in  Bezug  auf  ihre  ursprünglichen  Ricbtungto,  nach 
efligegeogeseUten  Kichtiiogen  wirkend  gedachton  Krfifle 

iMl  die  Kiifi« 

mo,  nt^o^,  '%fs«  ^«c«^  . 

«ter  «ieaiider  im  Gleiehgewicirte  sefai  mOsseD. 
Die  KMm 

mu,  tOgUg,  «ffft^»  WiM«» 

pflegt  nnii  die  araprüDgiicii  mitgetheilten  Quantitäten 
4er  Bewegung  cu  nenneD;  dag^n  nennt  nan  die  Kräfte 

^»  ff^iH»  ^HH»  ^^a>  ut4p^,.,^ 

* 

iit  ffirfclleb  Statt  findenden  Quantitäten  der  Bewe- 
ge ag;  endlich  heiaeen  die  Kräfte 

mw»  mgWg,  m%w^,  m^wg,  tn^w«* 

i\t  gewonnenen  oder  verloreneu  Quantitäten  der  lie- 


Mit  Rücksiclit  hierauf  Insst  sich  das  Vorhergehende  in  dem 
U|Biden  8at%e  zusammenfaaeen : 

L  in  jedem  Systeme  materieller  Punlcte,  welche 
foi  beliebigen  momentan wirl^enden Kräften  sollicitirt 

«werden,  findet  zwischen  den  nrsprflnglich  mitgetbeil- 
tea  Quantitäten  der  Bewegung  und  den,  in  Beeng  auf 

ibre  orsprönglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetz- 
ten Ri  cbtungen  genommeocD  wirklich  Statt  findenden 
V^aaDtitäten  der  Bewegung  G  leichgewicht  Statt 

1  In  jedem  Syateme  materieller  Punkte»  welche 
von  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
^erdeo,  findet  zwischen  den,  in  Bezug  auf  ihre 
arjüpruoglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetzten 
ßichtangen  eeoommenen  ursprünglich  mitgetheilten 
QaaDtitäten  der  Bewegung  und  den  wirklich  Statt  fin- 
Ataden  Qoaatitätender  Bewegung  Gleichgewicht  Statt. 

3.  In  jedem  Systeme  materieller  l^unkte,  welche 
^OD  beliebigen  momentan  wirkend cn  Kräften  sullicilirt 
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werden,  findet  zwischen  des  gewonnenen  und  verlore< 
nen  Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt 

Dieses  »ehr  wichtige  allgemeine  Princip«  durch  weli^ee  dia 
Möglichkeit  dargeboten  wird,  jede  Frage  über  die  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Puukte  zu  einer  blossen  Aufgabe  über  das 
Gleichgewicht  zu  machen ,  oder  überhaupt  die  i^ruuleme  der  Be- 
fre|B;ung8iefcre  aaf  die  Probleaie  der  deiebgewiebtslebre  aurikki 
zniubren,  wird  nach  seinem  Erfinder,  dem  berühmten  fransM^ 
edben  Philosophen  und  iMathematiker  d'Alcmbert,  das  d'Alera- 
bert'srbe  Princip  in  der  Mechanik  geoanut.  Wir  wollen  das- 
selbe nun  7.U  der  Lntwickeluug  der  allgemeioen  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Syetene  ven  forpero  anwenden. 


3. 

Die  einzeUien  Punkte  des  im  Vorhergehenden  betrachteten 
SysteBM  wollen  wir  von  jetat  nii  4ler  Ki|ia^  wegen  dordi  die  enl*' 
•precheoden  Blassen,  also  durch 

m,       tn^f  ss^»  •••• 

heselchnen»  und  wolle«  annehmen,  dass  am  Bode  einer  gewissen 
Zeit  t  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebig 
angenemmeties  redrtwinkUges  CeordiiiateiisyBtein  respeetlve  | 

i 

ar,  y»  z;  a-iy  yi ,  z,;  5-2,  ya,  Hf  ^s»  Jfs»  Hl  •••• 

^clen,  indem  wir  alle  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  Zelt 
t  betradlteob 

Von  alleTi  Punkten  des  Systems  wollen  wir  jetzt  als  Reprä- 
sentanten der  übrigen  nur  einen,  etwa  den  Punkt  m,  in's  Auge 
fassen,  bemerken  aher  sogleich,  dass  die  ganze  i'ulgeuUe  BetracD- 
tung  völlig  in  derselben  Weise  auf  jeden  anderen  Punkt  des  Sy- 
stems anwendbar  sein  wird.  Am  ETnde  der  Zeit wo  bekannt- 
lich X,  i/t  z  die  Coordinaten  des  Punktes  7»  sind,  sei  v  die  in 
Folge  der  Bewegung  des  Systems  wirklich  Statt  findende  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  7/1,  und  s  sei  der  Weg,  welchen  die- 
19er  Punkt  bei  der  Bewegung  des  Systems  in  der  S^eit  t  zuriick- 
gelegt  hnii  Llsst  nyn  die  &\i  i  um  Ji  wachsen,  so  wird  $  um 
Ji  wachsen,  und  da  man  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  in 
dem  Zeitintervalle  mit  desto  grösserer  (Genauigkeit  als  constaot 
oder  seine  Bewegung  in  dem  Zeitintervalle  Jt  mit  desto  grosse- 
rer Genauigkeit  als  gleichfi>rmi£  betrachten  kann,  je  kleiAeff-i^ 
M,  80  tot      desto  grCssever  GeDuigkelt.  fe  kUier  Ji  im,- 

=  vJt  oder  « = ^  - 

Abo  ist  offenbar  die  Geschwindigkeit  o  selbst  in  aller  ^irfe  die 
Gräoze,  welcher  der  Differenzenquotient       sich  nibert,  %venn 
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Mtkk  im  Hai  mUM,  d.  b.  Mcb  a«o  Begriff  der  INim* 
üMmi«,  es  irt  Bit  vGlligw  GenanigMt 

af 

wollet  msB  nidil  ans  deo  Augen  zu  lassen  hsd,  (la88  die  vorher^ 
Mlcode  ganz  allgeiueioe  Betrachtung  durchaus  i^eine  besondere 
Beschaffenheit  des  Wegs  t  voraussetzt,  und  dass  also  die  obig« 
Oiierentialgieichung  si\t,  wie  auch  der  Weg  s  beschaffen  tiein 
■ag;  dieMbe  silt  folglich  ganz  allgeiueiu»  der  Weg  t  mag  eiu^ 
gerade  Liids  oior  ete  beUMiigs  Carve  ?od  ebfacoer  oder  dop- 


BeseicbneD  wir  ferner  die  180^  nicht  übersteigenden  Winket» 
w«Ww  die  RklituRg  der  Gesdlwfiidigkeit  9  wrif  d$u  foMwmt 
Tbeilen  dwier  diireli  den  Paskt  (jryz)  gelegter,  deo  poBittfeB 

Owfdhiatenazeii  paralleler  Axen  eiosdlllesst,  durch  9»  ^»  fi 
•nd  die  parallel  mit  den  drei  primitWen  Axen  der  x  ge- 

Mwuenen  Composanten  der  Geocbwiodigkeit  v  mit  gehöriger 
fiicksicht  auf  ihre  Vorseicheo; 

«coo^,  oeos^,  vcm%; 

i.  i.  Boch  deoi  Verbergebendeo : 

dw  dt  dt 

Nun  ist  aber  offenbar  mit  desto  grusigerer  Genuuii^keit,  je  kleiner 
ki,  d.  I.  mit  desto  grosserer  Geoanigkeit ,  je  kleiner  Ji  ist : 

dMscem^utif  ^jftfsMbfu^»  ifsasi€«HMt; 

^■it  desto  grvseerer  Gensuigkeit,  je  kleiner  Ji  oder  Jl  ist: 

* 

dx  Jfi  Jz 

CM9=:^,  90Bi^j^' 

^hhtt  sind  offenbar  in  völliger  ^»chfirfe 

CO09,  eo«^,  cosj 
fte  ^iaxen,  denen  respective  die  DiffereuzenquotienteA 

dl 

>^)ch  nähern,  wenn  dt  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  dt  »ich  der 
Null  aähert;  und  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung  ist 
mkb  Mit  TClIiger  Graauigkelt : 

Ik«  dv  dz 
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Also  9iiid  nach  dem  Obigen  i 

Bx  Bs     Bit  Bs     Bz  Bt 
^'Si'  S'SIT'   F$  Bf 

I 

d»  l,  nach  einem  betuuinten  Satse  der  DiflerentinlieciiDuog 

Bx      ?y  Bz 
Bf    Bf  Si* 

die  parallel  mit  den  drei  Axeii  der  ps,  y,  t  genommenen  Conmo* 
Mnten  der  GesdiwiDdiekeit  v,  mit  geboriger  Rflclcfllcht  auf  die 
diesen  Compoeanten  sidcommeiiden  Voneicnen. 

FelgÜch  sind  am  Ende  der  Zeit  i-i-M^  welcber  die  Geschwia- 
diglceit  e-Mv  des  Punlctes  m  enlspvielit,  die  paiallel  mit  den  Axen 

der  .r,  f/,  2  genommenen  Composanfen  dieser  Geschwindigkeit, 
immer  mit  gehöriger  Rucksiebt  auf  die  diesen  Composanten  .«n* 
kommenden  Vorzeichen  t 

B9      Bx     By      Bv  ■  Bx  Bt 

ST+^yr  a^+^af'  a+"^a' 

^  Wenn  jetit  überbanpt  P  ebe  stelig  wirkende,  aber  mit  deri 
Zeit  sieb  nicht  Teribidemde  und  insofern  also  constante  Kraft  be« 
zeichnet,  ivelebe,  auf  die  Masse  3i  wirkend,   in  der  Zeit  T  die 
Geschwindigkeit  V  hervorbringt,  so  sei  p  eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sieb  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
stanto  Kraft»  «eiche,  auf  die  Masse  1  wliimnd,  in  der  Seit  1  diel 
GesebfHndigkeit  1  hervorbrin^  Um  nun  die  Kräfte  P  und  fi  init; 
einander  zu  vergleichen,  bezeichne  Pi  eine  stetig  wirkende,  aber 
mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insntcrn  also  constante 
Kraft,  welche,  auf  die  Masse  31  wirkend,  in  der  Zeit  T  die  Ge- 
schwindigkeit 1  herrorbrin^t,  und  P^  bezeicbDe  eine  stetig  wir- 
kende, aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  Terftndernde  und  insofern  also 
constante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in  der  Zeit 
T  die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt  Dann  hat  man  die  folgende 
Zusammenstellung : 

P.  M, 
Pt,  T.M.Ii 

Pgf  ^»  1»  1» 

P»  i»  1«  1; 

und  es  ist  folglich,  wie  leicht  erbellet  1  ' 
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iIm  imA  ZaMflUMMetuing  dieMr  PropoHioM ! 

PipszMVi 

and  hieiaiw 

Pr=^pMV,  also  1^'=^- 

Setzt  mu  aber  p=l,  d.  b.  nimmt  maii  eine  stetig  wirkende^  aber 
wtt  4tr  Seit  nicht  verilBdenMle  und  fMofcm  also  coMtante 
Kraft,  weiebe,  auf  die  Einheit  der  Massen  wirkend ,  in  der  Zeit- 
einheit eine  der  I^ngeneinheit  gleiche  CSeschwiadigkeit  benrar- 
briiStA  als  Krafteinheit  an,  so  i«t 

ene  allgemeine  Gleiehai^»  yod  der  wir  aogleicb  weiteren  Ge* 
\uKk  luacbeu  woUen. 

Denken  wir  uns  nSmlich  alle  auf  den  materieHan  Ptonkt  m  am 
Ende  der  Zeit  t  wirkende  Kräfte  aaf  drei  den  angenomracoen 
Cowdinatenaxen  der  Xy  y,  z  parallele  Kräfte  X\  V,  Z'  gebracht, 
WM  bekanntlich  immer  mSglich  ist,  so  sind,  weil  man  diese 
KdUie  während  des  ZeitintervaJls  At  mit  desto  grösserer  Genauig- 
hrtl  da  censtant  betrachten  inuan ,  je  kleiner  M  Int,  «nach  dea 
Vrtwgelienden 

X'Ai      Y'Ai  Z'Ai 
fit  fn  m 

ii«,  wem  wir  der  Kirae  wegen 

r=i::. 


II 

XAi^    YAU  S^i  •  '  - 

die  von  den  aaf  den  materiellen  Punkt  m  stetig  wirkenden  Kräf- 
ka  JP,  V,  In  dar  Zeit.^l  bervoifiebraditen  0e8di#fDdigkei- 
toa»  Bit  desto  grösserer  Geaaaigkeit,  je  kleiner  Ji  ist;  und  da 
nan  der  materielle  Punkt  m  am  EnJe  der  Zeit  i  nach  dem  Obi- 
::eQ ,  parallel  mit  den  l^rdinatenazen  der  ip^  z,  achon  die  Ge- 
Kfanindigkeiten 

*    dx     By     d»         »'        .  . 

ds  Anlangsgeschwindigkeiten  hat,  so  sind,  parallel  mit  den  Coor- 
dinateoaxen  der  x,  w,  z,  seine  Geschwindigkeiten  am  Ende  der 
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^■i^ÄJt.  |+ZJ<; 

mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  ist,  wobei»  vrii 
wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  liraucbt,  vomEndi 
der  Zeit  t  au,  und  also  auch  am  Ende  der  Zeit  t-\-^t,  der  mate 
flelle  Punkt  m  ofenbar  alt  ein  Mer .  nicht  mehr  mit  den  übri 

KD  Punkten  zu  einem  Systeme  tod  PunlLteD  Terbimdeiier  Piml^ 
trachtet  worden  ist. 

Nimmt  man  nun  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  sid 
auf  der  Stelle  ohne  alle  Zweideutio^keit,  dass  am  Ende  der  Zei 
t-^Jt,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit»  je  kleiner  lai,  du 
den  Coordinatenaxeu  der  x,  y,  i  parallelen«  mit  den  gehurigei 
Voneicheii  genommeneDj  Coropösanten  der  eewonneneii  oder  ?er< 
lorenen  Qutntitlten  der  Bewegong  des  Pnnktss  m 

d.  i  i 

I 

sind.  i 
Auf  gsnz  älinliclie  Art  sind  ilberliMipt  f&r  alle  Punkte 

I 

ni«  Sil»  m^»  ia|p>  iRtif 

des  Systems  am  Ende  der  Zeit  t-i-M,  mit  desto  grSsserer  Ge- 
'  naniglcelt.  Je  kleiner  Ji  Ist,  die  den  drei  Coordinatenazen  der 
z  parallelen,  mit  den  gehörigen  Vorzeichen  genommenen.  Com- 
posanten  der  gtwennenea  ederverleienea  Qoantititen  der  Bewegung:^ 

m.iX.M--^^'^)»  m,i}\M-'J^),  m,iZ,M^J^)i 

y^iX^Ji^J-^),  fii,(F,^<-^?^-),  »«.(Z^Ji-^^); 

n.  s.  w. 
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■rf  4i  MB  in  Folee  von  d'AlMDberf  •  PiiiMi|i  swIIwImii  dm  se- 
waueneD  und  verForeneD  Quantitäten  der  Bewegung  allw  Punkt« 
des  stets  Gleichgeuicht  Statt  finden  niu^sH,  so  erhalten 

wk  nach  den  allseiueiiien  Bediiigungugleicburigen  Tür  das  Gleich- 
Mvickt  eines  vSliis  l'reica  iSynteaitt,  welche  fvir,  wie  iwhoü  in 
«I  IMeitung  envuiiit  woidtti  Ist»  hier  als  bekannt  foraneeetBeii, 
ie  (blgenden,  mit  deete  grtaoer  Geiunigkeit,  je  kleiner  M  iet, 
#tieiia  Ueiekugen: 

4<JU»^^)aO,  &(r^l-^^)=0,  XM(Ael^i^^)=0; 

)  - «(  kä-//^  )  iittO, 

me  Mcbt  erhellet: 

J^'  ' 
U(X.^)^,  .Z^Y^)^,  «.(z-^')=0; 


Well  diese  Gleichungen  mU  desto  grusserer  Genaui&^lceit  gelten, 
je  kJeiner  /ii  ist,  so  erhält  man  die  vGllig  genauen  Gleichungen, 
ireon  niao  io  den  vorhergehenden  Gleichungen  Ai  sich  der  Mall 
■Item  ttcst»  and  m  den  Cirftosen  Übergeht.  Dadateh  erbftlt  man 
aber  nacb  den  bekannten  Begriffen  und  BeKeichnungen  der  Düe* 

aoi  der  Stelle  die  feigenden  GleichaogeD: 


Äi(X-^)=<K  Zm(r-0)=O.  a»(Z-g)=0: 


.  12 


oder  die  Gleicbungeo: 

Sm^sz£mÄ,   £m^=^£mr,  Zm^^ümZi^ 

^     1^  )=      (-^  J^'-Jf  Jt) » 
oder  auch  die  GleiciiiiiigeD: 

I 

Ist  daa  System  um  einen  feeteD  Pankt  ilrehbar,  ep  erhSltmaDi 
nach  der  Lehre  fom  Gleieligewicbte,  wenn  man  den  feeteii  Punkt 
ab  Anfang  der  Coordinaten  annimmt,  für  die  ISewegnog  des  Sy-; 
steDB  bloM  die  drei  foigeoden  Ulelchungea: 

Xm(y^-«^)=Ä(3rZ-*r)-, 


oder 


J?ii!(iai«-«0^)=:Ä(«jr~jrZ)8p. 
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Ist  d.is  System  um  eine  feste  Axe  drehbar,  so  erhält  man 
■ach  der  Lehre  vom  fileichgewichte,  wenn  man  diese  feste  Axe 
alcf  Axe  der  z  aonimmt,  wie  leicht  erhellen  wird»  för  die  Bewe- 
gung des  Syttema  hUn  die  »Ine  Gfeicheng: 


WeoD  das  System  bloss  ans  einem  Punkte  besteht,  eo  wer« 
des  die  eeclie  obigen  Gleicbangen»  wie  leicht  erhellet: 

?^-r  ^'-z 

We9  aber  fai  diesem  Falle  die  drei  leisten  Gteicbengeo  ofenbar 

eine  unmittetbare  Folge  aas  den  drei  ersten  Gleichungen,  and  also 
jederzeit  erfüllt  siml,   nenn  die  drei  erston  Gleichungen  erfüllt 
«Jiid,  »io  bat  man  in  diesem  Falle  für  die  Benei^un^  des  in  Rede 
«lebenden  l'unktes  offenbar  nur  die  drei  foigendeo  Gleichungen: 


Sfi--^'    dfi--^'  5?—^' 


oder,  weil  nach  dem  Obigen 


tn  ni  fR 


irt»  die  drei  delcbnageoi 
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Wenn  am  Ende  dtr  Zeil  i  die  Coordtaatea  dM  SehwerpanM 
des  Syatema  der  Maesen  { 

Mt  "'i  I  >  ''(4>  •••• 

durch  3C,  ^»  5;  und  die  Coordinaten  dieser  Massen  in  Bezug  aal 
ein  durch  Jen  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfang  gelegtes, 
dem  priinitiFeD  Coordinatenayft^Qi«  p4raiieiM  Coord ipatensyaten 
reapecthre  jdurcli 

f»  f»  Ii  h»  fi9  hl  Xa>  fi»      ffi*  ft*  ^» 

bateichnet  werden;  -ao  Ut  nach  dar  Lehre  von  dar  Verwandlung 
der  Coordinaten  in  TOlliger  AllgameiDbait: 

*=36+jf.  ^»X-l-jf»  x^Z-k-fi 
«^=3e+Xa»3!«=Ä+fa»  2r=5-|-l»t 

Q.  W. 

Ferner  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  bekaonilich 

X£m=^£mx,  X^mrsSmy,  Z^m^Snu; 
also,  wenn  man  nach  t  differentiirt,  wie  leicht  erhellet: 

Nach  §.  3.  ist  aber 

£m^=i£mÄ,   £m^=i£my,  £m^^£mZ; 
alao  iat 

^£m^£niX,  ^£m=£mr,  ^£$i»z=£mZ; 
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oder 


lidi  dem  Obigen  bt  aber 


■I 

AlwMofcalMr 

t 

2?iii(jrr-yJ5=2:mlC3e-Hf)J'-a+f)*» 

Ahn 

8*3?      3*3C  8*y 

MgKeh,  well  die  Coordinaten 

^aaf  dee  Sebwerpunkt  deeSyilMBS  ab  Aofirng  betieben,  abio 
^  der  Lebre  f  •»  -Scbwerpoiukte 

£mx=iQ,  £mf=0,  £m}=^Oi 


I 
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daher  oleobar  auch 


a.g=0.  £m^=0.  £mg=0 


tot: 


Ferner  ist 

d.  i.  naeh  dem  Obigen 

Weil  Don  nach  $.  Z. 
ist,  80  iet  naeh  dem  Vorheügebenden 

« 

also 

md  man  bat  daher  offenbar  flberbaupt  die  drei  folgenden  Cileii 
ehnngen:  I 
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Fisst  man  alles  Bisherige  sttBaouaeDy  so  ergebeo  sich  die  * 
»eck  folgenden  Gleichungen: 

-»m(irg-jg)=-a«frÄ->r), 

'^'^  ^  ^  =  -5>»0  A-jcZ) . 

Eine  unmittelbare  Folge  aus  den  drei  ersten  dieser  sechs  Glei- 
choigeD  8un1»  wie  man  leicht  fibersi^t,  die  drei  Gleichimgen: 

^a*3?  jtoi(3?g-^n 
-^3»3e  ^a«a>_^m(gA-3£Z). 

■I  Ihr  die  Bevregong  des  Sdiwerpinito  (3^S)  der  Massen 

fRy  tll|  9  SKSf  Sitf  4I|§»  ••<• 

Wi  der  Bew^nng  des  Systems  dieser  Massen  hat  man  also  die 
M^enden  Gkwchnngen: 

a«3C     ^mX     a«2_£iiiF  ^_2mZ 

"5F"^  Ai '    8f*     AI  '  Ai  ' 


^  a<«  "  =  ^' 


TM  IV. 
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Denken  wir  uns  jetzt  die  sämmtlichen  «liiem  Systeme  ver- 
bundenen  Massen 


fff^»  M^» 

in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte,  dessen  CeerdinateB 
wir  im  AUgemeiDen  wieder  dnrcli  3t,  $1  3  bezeichnen  wolIeD» 
mit  einander  vereinigt,  und  alle  auf  die  einzelnen  Massen  im 
Systeme  wirkenden  Kräfte  im  gemeinschaftlichen  Schwerpunlite 
der  Massen  nach  Kichtungen  an«,'ebrucht,  die  den  ursDrünglichen 
Richtungen  dieser  Kräfte  pamlte)  sind;  so  sind  unter  dieser  Vor- 
aussetzung die  GleicfiiNigen  (ät  die  Bewegung  des  Schwerpimkts,' 
d.  h.  fibeAaapt  des  Punktes  (3eX8)*         §*  ^-  offenbar: 

Jm^^JnY,  Sm^=2mZi 

abo»  wie  leicht  erhellen  wird: 

^im=jmX,.  ^*»=Jmr,  ^m=^Zi 


oder 


^W^^SF^-  Jim 


uiyiii^L-u  üy  Google 
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Da  diese  Gleichungen  mit  dw  ohua  (Ür  die  Beweguag  de« 
jidvarpvokto  der  IMaasen 

^»      »  "i»  "'s»  ^^Ä»  •••• 

W  der  Beiveguog  des  System«  dieser  MaMea  gefundenen  Gtei- 

Seo  Tiinig  identisch  sind^  so  ergiebt  sich  unniitteibar  der  fol- 
■Mrkwfirdige  usd  Id  vieleo  Beaiehangeii  wichtige  Sats: 

OerSdiwerpunktelnenSyiitems  ?ott  Massen,  welches 
keinen  festen  Paokt  bat«  Oewegt  sieb  bei  jeder  Bevre* 
ging  dieses  Systems  immer  ganz  auf  dieselbe  Weise, 
i^ie  er  sich  bewegen  wd'rde,  nenn  in  ihm  die  sSmmtli- 
chen  das  8y stem  ni  1  d  c n  d  en  Musson  vereinigt,  und  alle 
auf  die  einzelnen  Massen  in  dem  Systeme  wirkenden 
Krifte  naeb  Ihren  ursprünglichen  Richtungen  paralle- 
len Ricbtongen  angebracht  wiren. 


Wenn  nir  in  einer  TuUig  zur  Ruhe  gekomibenen  Wassermasse 

UM  einen  beliehigen  nach  allen  Seiten  nin  bccrranzteTi  Theil  der- 
selben denken  und  un.s  vorstellen,  dass  die^er  Theil  einmal,  ohne 
tdoe  Gestalt  zu  verlieren,  von  der  übrigen  VVai>serniasse  abge- 
ändert  wäre ,  so  wflrde  derselbe  Ton  einer  seinem  Gewichte  slei- 
dien,  nach  der  durch  seinen  Schwerpunkt  gehenden  Vertikaflinie 
abwärts  wirkenden  Kraft  nach  der  Oberfläche  der  Erde  hin  ge- 
trieben werden,  lietrachten  wir  aber  diei>en  VVassertheil  wieder 
«U  einen  Beätandtbeil  der  ganzen  Wasserraasse,  so  bleibt  sein 
V«trebee«  in  Wasser  in  s&nfcen,  naftittch  noch  ganz  dasselbe 
ih  verhör,  wo  wir  ihn  uns  von  der  ganzen  Wassennasse  abgo« 
ändert  vorstellten.  ^Veil  er  nun  aber,  indem  wir  die  ganze  Was* 
wmasse  als  vollkonmien  ruhend  vorau8gesetzt  haben,  nicht  sinkt, 
nodera  vielmehr  sich  selbst  in  vollkommener  Ruhe  befindet,  so 
bun  dieser  Zustand  der  Ruhe  offenbar  nor  durch  den  Druck  der 
'An  mngebendeik  Wassennasse  herbeigefiihrt  werden ,  und  da  andh 
kein  Steigen  des  in  Rede  stehenden  Wasserthoils»  keine  Seiten- 
l>*wegung  irgend  einer  Art  desselben,  sondern,  wie  gesagt,  über- 
haupt der  Zustand  vollkommenster  Ruhe  Statt  findet ,  so  muss 
der  Druck,  welchen  das  diesen  Wassertheil  umgebende  Wasser 
ia  seiner  Gesammtfaeil  aaf  denselben  aosfibt.  nothwendig  gerade 
»heil  so  graset  sein  wie  das  Gewicht  des  in  Rode  stehenden  Was- 
wtheils,  und  die  Rirhtting  dieses  Drucks  muss  mit  der  durch 
«i^n  Schwerpunkt  des  VVassertlieils  gehenden  Vcrtikallinie  zusam- 
meofaUen,  natürlich  auch  dieser  Druck  nach  oben  hin  gerichtet 
lehi. 

Stellen  wir  uns  jetzt  ferner  ein  Schiff  in  einer  beliebigen 
Lage  auf  dem  Wasser  vor,  so  dav^s  ein  gewisser  Tlieil  dessellicn 
io  das  Wasser  eingetaucht  ist,  w  elchen  wir  daher  den  eingetaucb* 
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ten  Thcit  des  Sebiffs*)  nennen  werden,  and  ontersmAen  nan  die  , 

auf  das  Schiff  wirkenden  Kräfte.  Die  erste  dieser  KrSfle,  weiche 

sich  sogleich  ganz  von  selbst  darbietet,  ist  das  Gewicht  des  p^an-  j 
zen  Scniflfs,  das  man  si<h  als  eine  durch  den  Schwerpunkt  des  ; 
ganzen  Schiffs,  alle  zu  demselben  gehörenden  Theile  naturlich 
eingeschloseen,  gehende,  nach  vertikaler  Richtnnj^  abwSrCs  wir- 
kende  Kraft  varsustellen ,  und  als  eine  solche  Kratt  bei  allen  fol- 
genden rntrrsMichnngen  in  Rechnung  zu  brinsjon  hat.    Die  zweite 
auf  das  Nrhiff  wirkende  Kraft  ist  aner  der  Druck,   welnhcn  das 
umuebende  Wasser  auf  dasiselbe  ausübt,  und  da  dieser  Druck 
offenbar  gar  keine  Veränderung  erleiden  i^Cirde,  wenn  man  sidl  | 
statt  des  eineetaucbten  Theils  des  Sehiffs  einen  demselben  der 
Grosse  und  Gestalt  nach  völlig  gfeichen  Wasserkurper  gesetzt  i 
d;ir!»te,   so  ergiebt  sich  aus  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen  j 
angestellten  Betrachtung  i»anz  von  selbst  und  auf  völlig  unz\rei-  ! 
deutige  Weise,  dass  der  Druck  des  das  Schiff  umcebenden  Was-  [ 
sers  anf  da8sell>e  als  eine  Kraft  zu  betrachten  und  bei  allen  Un- 
tersuchangen  als  eine  solche  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen  ist.  ! 
welche  dem  Gewichte  des  den  eingetauchten  Theil  des  Schiffs 
vollständig  ausfüllenden  Wassers,  oder,   was  dassclhe  ist,   dem  j 
Gewichte  des  von  dem  Schiffe  verdritngten  oder  aus  der  Stelle  | 
▼«iriebenen  Wasserkurpers  gleich  ist,  dureh  den  Schwermiiikt 
dieses  Wasserkurpers  geht,  und  nach  vertikaler  Richtung  aufWärts  I 
»virkt.    Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  es  im  Folgenden  immer  mit 
diesen  beiden  Kräften  zu  tliun  hüben  werden,  welche  wir  daher, 
weil  sie  die  Hauptgrundlage  bilden,  von  der  wir  bei  unseren  (ol-  | 


*)   In  deattehen  Werken  nber  di«  Schiff«banktta«t  helMt  der 
fCetanchte,  d.  h.   lier  unter  dem  Wasser  befindlicho  Theil  des  SrbifTs, 
der  ZMiKchen  der  rnterkante  des  Kids  und  doni  Was8rrN|tif<rf  l  lirgende 
Theil  desselben,    gewöhnlich  der  VVasterraum.   worüber  man  z.  B. 
Anfangs grfinde  der  Schifffbaakvnit  oder  practische  Ab- 
handlanf?  über  den  Schiffban«  Ans  dem  FransSaitehen  de« 
Herrn    Om  IlRni«!  dr  ^lorirrau  nach   der   «weiten  Ausgabe 
des  Originals  uliersct%t  von  C.  G.  D.  Müller.  Berlin.  1791. 
4.  S.  410.  nachsehen  hana.    In  FMmMtcheii  heisnl  dieter  Theil  4«a  I 
SchifPs  la  ear^^nc     In  der  Encyclop^die  methodiqne.  Marine. 
T.  I.  Fari«.  1  7H3.  4.  p.  266.  findet  sirh  folgrnde  Krkläriin^  bei  diesem 
Wtirte:    Carene,  s.  f.  c'est  la  |>artie  submerf^^e  du  bätiineal» 
lorsqu'il  eet  4  ton  poiat  de  chari^e,  qoe  Von  appelle  aueai  i 
oeurre-rfPe  ^    par   Apposition  ik  roeiir  re -in  or  te  ^    qni  eat  i 
tonte  la  pnrtie  du  rn rpK  du  nnvirc  nii-dcssii*«  dr  la  finttai-  j 
•  on.    Gleiclihedeutend  mit  rarüne  wird  anrh  seuweilt'u  deplacement 
de  Taf  ««ean  ^enomnieo.   A.  a.  O.  p.  088.  beitit  en:  DipiaeeMini 

de   rntsxean^    s.  m.   on  vnit   qne  Irs  rorps  flottnnx  pIottCeBt 
dans  Teau  d'une  partie  de  leiir  Toliiine:  rette  pHrtit-  deienr  ' 
volnnie,  on,  ia  q  u  an  t  i  le  d'eau  q  n'ell  c  d  ep  1  a  cc  ,  s'appelle  le 
iAplaeeoieat   Streng  g-enonuaen  iet  aber- d4plac«Meat  nur  die 
dem  SrliifTr  verdrängte  VVHsxerinasHO ,    nnd  «o  sagt  anch  z.  B.  Chap- 
man  im  rraite  de  In  ctinstruction  des  vuisseaux  par  Fröderic 
Henri  de  Chapaian.   Tradnit  dn  Suedeis  et  publik   par  M. 
Vial  da  Ciairboit.  Paria  1839.  4.  p.  1.  gaa«  bestimmt:  Le  U^pl«.. 
cement  est  1«^  vuide  qne  le  Vaissriiii  fait  dans  Teau  tran- 
qnillfl  par  le  voIume  de  sa  carine,    en  raison  da  poids  qo  i 
1'^  plonge. 
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mte  VBtersaehuogen  amszugebes  hdbao,  jefttt  MchniBb  in  der 
SfiEW  genau  bestimmen  wollen ,  indem  wir  jedoch  dieser  Bestini' 
 «il  nocb  dm  folgenden  Bemerkungen  vomusscblciien. 


Waa  wir  unter  dem  Schwerpunkte  des  Schiffs  vorstehen,  be- 
dvf  natdrlich  eigentlich  gar  keiner  weiteren  Erläuterung;  indeas 

aToUiger  Deutlichkeit  and  Bentininitfieit  wegen  in  dieser  Be- 
doch  noch  besonders  benevkt  werden,  dass  wir  darunter 
iamer  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Schiff»  und  aller  seiner  ein- 
idoeo  Theile,  der  Masten,  der  ijanzen  Tukelasche,  aller  Kund« 
telzer,  der  Ladung,  des  Ballastes  u.  8.  w.  verstehen.  Dagegen 
sei  im  Folgenden  unter  dem  Schwerpeukte  desr  eingetauehten 
Theils  des  Schiffs  immer  der  Schwerpunkt  eines  diesem  Theile 
dea  Schiffs  der  Grösse  und  Gestalt  nach  «bleichen,  aber,  was  wohl 
zu  beachten  und  in  der  Folge  stets  lestzuhalteii  i!>t ,  \  ü\\\^  homo- 
geoen  Körpers,  oder,  mit  anderen  Worten,  der  Schwerpunkt  des 
vsn  den  Sehife  Terdringten  oder  aus  der  Steile  vertrielwnen 
Wasserkurpers  verstanden  werden.    Euler  in  der  Scientia  na- 
ralis.  P.  I.  Petropoli.  1749.  4.  p.  1  4.  Nr.  28.  nennt  den  Punkt, 
welchen  wir  so  eben  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten  1  lieils 
genannt  und  genau  bestimmt  haben  ,  c  e  n  t  r  u  ni  magn  i t  u  d  i  n  is 
partis  sahmersae,  indem  er  den  Schtverpunlct  des  Schiffs  wie 
gewShniicfa  centrsm  gravitatis  na  vis  nennt,  und  sagt  darOber 
au  a.  O.:  Centrnm  Igitur  magnitudinia  partis  subraersae 
invenietur,  si  pars  s  ubni  ers  a  tanquam  ex  materia  ho- 
raogenea  constans  co  nsideretur,  eiusijuo  centrum  gra- 
vitatis de  Ii  niatur.    Uoc  itaque  centrum  luagnitudinis 
pnrtls  nnbmersae  quoqne   erit   centrnm  gravitatis 
aqaae  de  sno  loco  depulsae.    Auch  in  der  Theorie  eom- 
plete  de  la  construction  et  de  la  manoeuvre  des  vais- 
•eaux,  mise  ä  la  ])ortee  de  ceux  qui  s  a pul i (|  u  eiit  a  la 
nafigatioii.  Paris.  i77().  8.  bedient  sich  Fuler  immer  der 
4m  TOf^ergehenden    entsprechenden  Benennungen  eenire  de 
fTüwitS  dü  vaisaean  t^out  entie'r  und  tentre  de  la  partie 
anbmergee,  oubien  siroplemeat  le  cenirede  la  careoe. 
Ich  halte  jedoch  den  von  Euler  gemachten  Unterschied  zwischen 
Mittelpunkt  der  Schwere  und   Mittelpunkt  der  Grösse 
Bicht  fiir  unbedingt  uötbig,  wenn  man  nur  unter  dem  Schwerpunkte 
dm  «ngetanchteB  Tliei&i  immer  den  vorher  mit  diesem  Namen 
hningicn,  und  zu  bestimmen  gelehrten  Punkt  versteht.  Auch  Bou- 
ffuer  ira  Traite  du  navire.  Paris.  1746.  4.  p.  249.  nennt 
diesen    Punkt  Centre  de  gravi te  de   la  Carene  und  (ligt 
hioza:    daos  leuuel  se  röunit  la  poussee  verticale  de 
r«no. 

Dies  vorausgeschickt,  kann  ^nun  der  aus  dem  Obigen  sich 
unmittelbar  ergebende ,  för  alle  späteren  Untersuchungen  höchst 
wichtige  Satz  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden: 

Jeden  auf  dem  Wasser  in  irgend  einer  Lage  befind- 
Hebe  Schiff  wird  von  zwei  nach  vertikalen,  also  einan- 
der parallelen  Richtungen  wirjcenden  Kräften  solli- 
citirt,  nämlich  von  einer  im  Schwerpunkte  des  Schiffs 
aaeh  unten  bin  wirkenden,  dem  Gewichte  des  ganzen 
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Schiff»  gleichen,  und  Ton  einer  im  Schwerpualit«  dies 
eiagetauchten  Theils  «ach  oben  hin  wirkenden,  dem 
Gewichte  des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertrie* 
benen  Wassers  gleichen  Kraft. 

Die  Bewegungen,  welche  diese  beides  das  ScM  soNleltl* 
renden,  einander  parallelen,  aber  nach  entgegengesetetss  .Seiten 
hin  wirkenden  Kräfte  dem  Schiffe  ertheilen ,  wollen  wir  jetzt 
etwn«i  genauer  betrachten.  Nach  dem  im  vorhergehenden  l'ara- 
gra|)lieü  bewiesenen  wichtigen  Sutae  bewegt  sich  der  SchwerpoDlct 
eines  TdUig  freien,  d.  h.  keinen  festen  vSnkt  hsbeoden  Systeow 
von  Massen,  und  als  ein  solches  System  ist  fs  oatfirlicb  jede» 
Schiff  auf  dem  Wasser  zu  betrachten,  — ^nnz  eoen  j^o,  als  wenn 
die  s&mnitlichen  Massen  in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punkte vereinigt,  und  in  demselben  alle  auf  die  einzelnen  Alas* 
sen  des  Systems  wirkenden  Kriilte  teadi  Ihren  Brs|irln|dlclMii 
Ricbtengen  psrslleleB  Richtungen  sngelNrscbt  wftren.  Wendeo 
wir  nun  diesen  Satz,  wie  es  verstattet  ist,  auf  onsem  vorliege** 
den  Fall  an,  so  ist  zuvonlerst  klar,  dnss  die  beiden  das  Schiff 
soHicitirenden  Kräfte  deniM^lben  eine  solche  Bewegung  ertheilen 
werden,  dass  sein  Schwerpunkt  in  einer  vertikalen  geraden  L*uile 
sich  aufwürts  oder  shwSrts  hew^^,  und  diese  in  einer  verttbsle» 
geraden  Linie  aufwärts  oder  abwärts  vor  sich  gehende  Bewegoi^ 
des  Schwerpunkts  des  Schiffs  wird  nur  dann  nicht  mehr  Statt  fin- 
den, wenn  die  beiden  nach  einander  entgeiyengesebitcn  vertikalen 
Richtungen  aui  das  Schiff  wirkenden  Kräfte  einander  gleich  ge- 
worden sind,  d.  h.  nach  dem  Obigen,  wenn  das  Seh«  sich  ao 
weit  in  das  Wasser  eingetaucht  hat ,  dass  sein  Gewicht  dem  €te> 
wiclite  des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers 
genau  gleich  ist.  PSehmen  wir  nun  der  Kinfarbheit  wegen  jetzt 
an,  dass  dieser  Zustand  eingetreten  sei,  so  iiiuss  sich  nach  dem 
obigen  (Satze  bei  der  ferneren  Bewegung  des  SefaMTs»  wobei  itir 
eher  ausdracktich  hemericen,  daas  wir  diese  Bewegung  durehame 
nur  bei  ihrem  ersten  Beginnen,  gewissermassen  nnr  im  ersten 
Moment  ihres  Entstehens  betrachten  wollen,  sein  Scbuerpunkt 
notbwendig  in  vollkommener  Ruhe  befinden,  und  man  wird  die 
fernere  Bewegung  des  Schiffs  als  eine  drehende  Bewegung  des- 
•elhen  en  eemeo  als  eineü  festen  Dr^hpuelct  gedachtmi  8ohwee* 

Kokt  SU  betrachten  hshee,  so  dass  also  aucn  die  fernere  Dte» 
og  des  Schiffs  um  seinen  Schwerpunkt  gar  nicht  mehr  eine 
Wirkung  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  gehenden,  sei- 
nem Gewichte  gleichen,  nach  vertikaler  liicbtung  abwärts  wirkeu- 
henden  Kraft,  sondern  nur  eine  Wiifeung  der  inirch  den  Schwee* 


verdrängten  Wassers  gleichen,  nach  vertikaler  Richtung  aufwärts 
wirkenden  Kraft  sein,  und  daher  bei  der  Drehung  des  Schiff»  um 
seinen  als  fest  gedachten  Schwerpunkt  auch  nur  diese  letztere 
Kraft  in  Betracht  kommen  kann.  Gebt  sovArderst  such  die  Rldi« 
tung  di(;ser  letzteren  Kraft  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs, 
oder  mit  anderen  Worten,  liegen  der  Schwerpunkt  des  Schiffs 
und  (1<T  Schwerpunkt  seines  eingetauchten  Theils  in  einer  und 
derselben  Vcrtikallinie,  so  wird  natürlich  gar  keine  Drehung  des 
Schiffs  um  seinen  Schwerpunkt  erfolgen ,  und  dasselbe  w  ird  duher 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  cL  h.  wenn  das  liewleht 


dem  Gewichte  des 
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Ivpnra  SchiffK  dem  (lewichfe  des  verdrängten  Waiui^rci  gleich 
ist  and  der  iSchvverpuiikt  «let»  Schifi«»  mit  dem  Sebwernuiikte  sei- 
Des  aD|etaachten  Tfaeils  in  einer  und  derselben  vertikalen  gem- 
imhoM  lie^»  Iii  vollkoininener  Ruhe  auf  dem  WauMer  schiritt- 
■n.  Woiii  dbcr       Schwerauokt  des  Schiff«  und  der  Schwsr- 
MdÜteioes  eingetaochteo  Thetu  nicht  in  einer  und  derselben  vertika- 
M geraden  Linie  liegen»  so  ^rird  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
d^dmchten  Theils  gebende,    dem  Govichle  den  verdrängten 
Wiiers  gleiche,  nach  vertikaler  Richtung  aufM-irts  wirkende  Rraft 
rf»l)lrsbvif^  dM  Schiffs  um  selntn  als  nilwnd  gedaolrten  Scbw«^ 
yalt  hervorbringen,  und  da  die  vertikale  Ilichtung  dieser  letzte* 
m  Kraft  ganz  in  der  durch  den  als  ruhenden  Drehpunkt  gedach- 
te! Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Sch^verpunkt  des  eini;etauch- 
ttt. Tkeüs  gebenden  Vertikalebeue  liegt,  si»  braucht  mau  bei  der 
MHf  fiM  ScUli  nm  «diiett  raheodflii  Scbwer|MHikt  offenbar 
rnkwu  diese  VertUcaMbsoe  lo^s  Auge  zufassen,   indem  man 
voD  dem  Schiffskörper  als  solchen  übrigens  ganz  abstrahtrt,  und 
mrd  sich  daher  hieraus  nun  auch  sogleich  ülierzeugen,  da^s  die 
Üre^g  des  Schiffs  um  seinen  als  lest  gedachten  Schwerpunkt 
Mlwmi^g  zugleich  um  eine  durch  denselben  gebende,  aul  der 
iiMe  stsbendeB  VartikalAbeBe  seakiecbto,  also,  hotbontato 
piie  Linie  als  etne  feste  Drehungsaxe  vor  sich  gehen  muso. 
Ob  Sher  diese  so  eben  näher  charakterisirte  Drehung  des  Schiffs 
ii  eioein  solchen  Sinne,  dass  dasselbe  <ladurrh  nach  und  nach 
'■die  Lage,  in  welcher  es  völlig  ruhig  auf  dem  Wasser  schwimmt, 
utedM  wild,  «der  Iii  eotcegengeselateni  Sinne»  so  daas  da« 
me  man  zn  safi^  pA^gt*  Tullig  umschlägt,  vor  sleh§ellt* 
nd  weiche  Bedingungen  nothwendig  erfüllt  sein  müssen ,  wenn 
ntMreder  das  Erste  oder  das  Zweite  eintreten  hoII  ,  wollen  wir 
ek«  ia  der  vorli^endeo  Abhandlung  mit  aller  nur  muglicbcn  Ge- 
üMril  ■ntotautlsn»  faidem  doreb  diese  Dntsrsnehungen  baopt- 
ddwch  die  Bedingangen  festgestellt  werden  sollen,  welche  er- 
f^lt  geio  niQssen ,    wenn  das  durch  irgend  welche  Ursachen  bis 
aieiDem  gewissen  Grade  aus  seiner   ruhigen  Gleichgewicht.slage 
mI  dient  Wasser  gebrachte  Schiff  von  selbst  wieder  in  diese  Luge 
Mfikkehren,  oder  die  ihm  mitgetbeilte  Bewegung  nach  deren 
Bcktmig  hin  weiter  fortaetzeD  und  vClIig  umschlagen  soll,  d.  h., 
*rie  DiD  zu  sagen  pflegt,  ob  das  Schiff  eine  gewisse  StandHihig* 
kat  oder  Stabilität*)  besitzt  oder  nicht,  deren  Grosse  zugleich 
in  allen  Fällen  nach  einem  gewissen  Maasse  bestimmt  wer- 
^lolL  Wie  wicbtie  aber  Untersuchungen  dieser  Art  ftir  den 
■Ü-ticr  SeMib  sind,  wenn  dieselben  tei  Ibren  Laufe  auf  der 
^  in  und  durch  sich  selbst  vor  UnglQcksföllen  möglichst  sleher 
?'*!^tpltt  sein  sollen,  leuchtet  sogleich  ein  und  branoht  knnii  naeb 
^•sdtfs  hervorgebolieB  zu  werden. 

iBür  wir  m  diesen  Untersicbnngen  ffbergeben,  wollen  wir 
OUgen  anr  noch  binzirfiBgen,  dass,  wenn  die  oben  gemacbte 
V^MMliüig,  weiche  wir  auch  Im  Fönenden  featbalten  werden, 

-  -  1 


.  ^  Ml  die  Sielfs  der  Schiffe  rcnartnt.  Ei«  Sdiiff,  wshsfan 
■■^•Ar  IdcbC  anf  die  Seite  neigt,  heUnt  rank. 
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das»  Dämlich  das  Schiff  schon  bis  zti  dem  Grade  der  Rinsenkung 
in's  Wasser  gelangt  ist,  dass  sein  Gewicht  genau  mit  dem  Ge- 
wichte des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebeoen  Warnen 
flbervinstiinint,  nicht  erfüllt  ist ,  so  lange  ew  AvTsteigen  und  Ni«> 
dersteigen  des  Schwerpunkts  des  Sdiitts  in  vertikaler  geradliniger 
Richtung  und  gleichzeitige  Drehungen  des  Schiffs  um  durch  sei* 
nen  Schwer|>urikt  sehende  horizontale  Axen  Statt  linden  werden, 
bis  jener  Zustand,  wo  das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Ge 
Wichte  dM  verdrlngtea  Waweis  gleich  ist  and  deiiwfeige 
der  Schwerpunkt  des  Schilb  sur  Rulle  iLoromt,  wie  vir 
hei  den  ohigen  ßetrachtuneen  angenommen  haben,  eingetrC' 
ten  ist;  diese  Bewegungen  Jes  Schiffs  aber  weiter  zu  verfolgen, 
scheint  ihrer  ComphcatioD  wegen  dem  Zwecke  der  vorliegenden 
Abbandlang  nicht  aogenessen  zu  sein »  indem  es  nameBtliofc  filr 
den  praktischen  Schinsbau  genügen  wird,  die  Sache  nur  ans  dem 
vorher  festgehaltenen  Gesichtspunkte  zu  betrachten ,  dass  nSai« 
lieh  das  (lewlcht  des  Schiffs  dem  Gewichte  des  verdrängten  Was- 
sers gleich  ist,  und  ein  Aufsteigen  und  Niedersteigen  des  Schwer- 
punkts des  Schiffs  nicht  weiter  Statt  tindet,  sonoern  derselbe  als 
ruhend  aDgeoemmen  werde«  kann,  and  die  Drehung  des  Scbiib 
wlm  eine  ourch  den  ruhenden  Schwerpunkt  des^^elhen  gehende 
horizontale  Axc  vor  sich  geht,  welche  letztere  auf  der  durch  den 
Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten 
Theils  geilenden  Vertikalebene  senkrecht  steht,  wobei  zugleich, 
wie  auch  sehen  oben  bemerkt  worden  ist,  diese  Drehung  des 
Scbiib  immer  nur  hei  ihrem  ersten  Beginnen,  gewissermassen  im 
ersten  Momente  ihres  Entstehens  hetr.uhtet  wird,  welches  Alles 
man  im  Folgenden  stets  vor  Augen  zu  hehalten  hat,  wenn  die 
betreffenden  Untersuchungen  mit  völliger  Deutlichkeit  und  he- 
sämmtheU  avfgefasst  und  Ferstanden  werden  sollen.  AllgeaMfaiere 
analytische  Untersuchungen  über  die  Stabilität  scbwimmaDder 
Korper  überhaupt  werden  wir  vielleicht  spfiter  in  einer  anderen, 
weniger  als  die  vorliegende  das  unmittelbare  praktische  Bediirfsisit 
im  Auge  habenden  Abhandlung  verüfentlichen. 


(.  6. 


Wir  wollen  jetzt  ganz  im  Allgemeinen  das  Schiff  is  zwei  ver>  ' 
schiedcnen  Lagen  auf  dem  Wasser  betrachten.   Die  erste  dieser  | 
beiden  Lagen  sei  die  Lage,  in  welcher  das  Schiff  v5llig  ruhig  aaf  I 
dem  Wasser  schwimmt,  und  die  zweite  Lage  sei  eine  andere  be-  i 
liebige  Lage  desselben,  in  welche  es  aus  der  ersten  Lage  durch 
DremtDg  am  eine  gewisse  Axe  gelangt  ist,  wobei  wir  immer  an- 
nehmen, dass,  so  wie  natfirlich  in  der  ersten  Lage,  auch  in  der 
zweiten  Lage  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte  des 
verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  i;leich  sei. 
Im  Folgenden  werden  wir  in  der  Kürze  die  beiden  so  eben  näher 
bezeichneten  Lagen  des  Schilb  respective  seine  erste  nnd  seine 
zweite  Lage  nennen,  nnd  wollen  nnn  snvQrderst  die  folgendes 
ße^seicbnnngen  einf&bren» 
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Dm  Volumen  viid  da«  Cle«rleht  dk«  nmieii  Sebffti  «iIIcb  r»- 
^Miie  4mb  F  iu4  G  beielcbiiet  weracn. 

Da«  Volumen  des  unter  dem  Wa.^^er  befindlichen  Theils  des 
Sdült»  wollen  wir  bei  der  ersten  Lage  desselben  durch  TO',  bei 
im  iNvHeB  C/ige  dagegea  teeh  Vi  bMeiehneii. 

Bei  der  Drehung  des  Schiffs  nm  eine  gewisse  Axe  aus  sei- 
m  ersten  in  seine  zweite  Lage  wird  ein  l^heil  desselben,  wel- 
cher bei  der  ersten  Lage  sich  unter  dem  Wasser  befand«  äb«r 
AiWasaer  kommen ,  än  anderer  Tbeil  da^iregen,  welcher  beider 

mkm  Lage  über  dem  Wasser  war,  wird  unter  dae  Wasser  kora- 
nen.  Diese  beiden  Theile  des  Schiffs  sollen  respective  der  auf- 
geUachte  Theil  und  der  untergetauchte  Theil  *)  desi4elb(?n  genannt 
«erden.  Das  Volumen  des  aufgetauchten  Theils  wollen  wir  durch 
^di^^'olumen  des  untergetauchten  Theils  dagegen  durch  Vi 

Bezeichnet  man  endlich  das  Volumen  des  Körpers,  welcher 
ihrk(  bleibt,  wenn  man  entweder  von  dem  unter  Wasser  befind- 
Uea  Theile  des  Schifs  bei  seiner  ersten  Lage  den  aofgetancb* 
ten  Tbeil,  edaff  wmk  dem  unter  Wasser  befindlidien  Theile  dessel- 
beo  bei  seiner  «weiten  Lage  den  untergetauchten  Theil  wegnimmt^ 
^Hb  V,  90  tat  nach  den  vorber  eimgeCilbrten  Beselcbnuugen 

W^  wk  haben  daber  auch  die  folgende  Gleichung: 

Weil  aber  in  beiden  Lagen  des  Schiffs  das  Gewicht  des  verdrSng- 
ten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  dem  Crewichte  des 
guies  Schiffs  gleich  ist,  so  muss  offenbar 

«i»  and  w^en  der  oUgeo  Gleicbnag  Ist  aiao  auch 

P=F,. 

Dies  voransgeaeti^  wollea  wfr  nun  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensvsteni  der  .ri/i  annehmen,  dessen  Anfangspunkt  durch  O 
J^eieiennet  werden  mag,  und  wollen  die  Coordinaten  des  Schwer- 
ponktfl  des  ganzen  Schiffs  V  in  seiner  ersten  und  in  seiner  zwei- 
iM'Liga  In  Bezug  auf  dai  amn  Grunde  gelegte  CoordiBateneystem  ' 
jl^r  respective  durch  X»  V,  Z  und  A*,  F|,  2|  bezeichnen. 
We  Coordinaten  der  Schwerpunkte  des  aufgetauchten  Theils  V* 
uod  des  nntergetaacbten  Theils  Vi  des  Schiffs  seyen  respective 
-^f  y>     und  ^i»  3fif  hi       Coordinaten  der  Schwerpunkte  der 


*)  Xaturlich  su   unierscbeidcn  vuu  dem  eingetauchleo  Theile  de« 


I 

unter  dem  Wasser  befindlichen  Theite  des  Schiffs  bei  seiner  ersten 
und  bei  «einer  zweiten  Lage,  deren  Volumina  durch  X>'  und  Vi 
bezeichnet  worden  sind,  seien  respecUve  jc^  y\  ^'  und  fn  fith* 
«od  die  Co<yrdiBateii  des  SehweqiaiiktB  dee  KörDers,  deesett  Vo- 1 
Imen  wir  obeo  dorch  V  bezeichnet  haben ,  wollen  wir  durch  f,  \ 
y ,  $  bezeichnen;  naturtirft  auch  alle  diese  Coordinateu  in  Bezug  i 
auf  das  zum  Grunde  gelegte  System  der  a:yz  genommen.  End- 
lieh soUen  in  Bezug  auf  dasselbe  Coordinatenevsteui  die  Coordi- 
ittten  des  Sebwefpmikto  des  Kuroers,  dessev  Volimien  wb  okss  I 
durch      bezeichnet  halm,  oimfieb  des  unter  den  Wasser  be- 
findlichen Theils  bei  seiner  ersten  Lage»  insofern  man  sieb, 
was  wohl  zu  beachten  ist,  diesen  Körper  als  der  zwei- 
ten Lage  des  Schilfs  angehörend,  oder  als  einen  Tbeil 
des  Schiffskörpers  bei  seiner  zweiten  Lage  deskt, 
d«ldi  3C  Sf,  S'  MieiciMiet  werden. 

• 

Hierzu  fögen  wir  nun  aber  noch  die  allgemeine  Bemerkune, 
dass,  wenn  im  Folgenden  irgend  ein  Theil  des  Schiffskörper«  als 
homogen  betrachtet  wird,  oder  wir  uns  liir  denselben  eisentlicb 
den  äquivalenten,  d.  h.  ibm  dem  Vtduinen  nach  glefehen  wassw-  I 
kOrper  gesetzt  denken,  den  diesem  Tbeile  des  Schiffskörpers  ent- 
spreclionden ,  im  V'orhergchcnden  eingefilhrten  Symbolen  oberhalb  j 
noch  das  Zeichen  oder  der  Index  w  beigefflgt  werden  soll,  y\^» 
übrigens  natürlich  auf  die  sich  immer  gleich  bleibenden  Volumina 
keine  Anwendung  findet.  I 

Das  som  Grunde  gelegte  rechtwinklige  Coordinateosystem  der 
^•yr  wollen  wir  nun  in  der  \Veise  speciansiren ,  das«  wir  die  Axe 
der  z  als  horizontal  annehmen,   und  wollen  zugleich,   was  nach 
den  im  vorhergebenden  Paragraphen  angestellten  Betrachtungen 
verstattet  Ist,  Voraussetaen,  dass  die  Orehnng  des  ScUii  ma  I 
diese  horizontale  Axe  der  2  erfolgt  sei»  wobei  wir  übrigens  diese 
Axe  nicht  unbedlniit  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  gehe« 
lassen,  sondern  dieselbe  vielmehr  als  eine  ganz  beliebige  horizon- 
tale Axe  auffassen;  die  Axe  der  x  kann  dann  auch  als  horizon* 
tal,  also  die  Axe  der  y  -als  vertikal  angenommen  werden ,  und  alle  I 
der  Axe  der  y  parallelen  Kräfte  wexden  wir  im  Folseoden^  als 
positiv  oder  als  negativ  betracliten,  jenaehdem  sie  nacn  der  Seite 
der  positiven  oder   nach  der  Seite  der  negativen  y  hin  wirken. 
Endlich  wollen  wir  annehmen,    dass  die  Drehung  des  Schiffs  um 
die  horizontale  Axe  der  z  nach  derselben  Hichtung  hijx  ertolgt  sei,  ; 
«ach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  wenn  man  von  dem  posi*  1 
tiveo  Theile  der  Axe  der  a  an  durch  den  rechten  Winkel  (ay) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  gelangen  will,  j 
und  dass  bei  dieser  Drehung  jede  von  der  Axe  der  z  ausgehende 
KJUene  den  nach  der  in  Rede  stehenden  Ixichtung  hin  von  0^  bis 
3Q0<**)  waebseaden  Wnkel  m  hyschriehe»  habe.  ' 

Bezeichnet  nun  einen  andern  gewissen  von  0**  bis  3r»(r  | 
wachsenden  Winkel,  dessen  Bedeutung  ans  den  folgenden  (alei- 


*>  Den  WIbIi«!  w  noch  weiter  iwsuhnw  sa  faMtes,  ist  hei  dieMff 
Theorie  oandlhig. 
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«c^etcb  gaiu  voo  »eibiit  erbdieu  »ird,  iveahatb  wir  ein« 
fcMoifcrB  firiintanniip  davOlier  tu  gebe»  te  KOf««  weg«u  vitti»' 


* 

getetxt  werden. 

W«il        Schiff  \n  seiner  ersten  Lage  als  aof  dem  Wasser 

nÜg  sebwimmend  vorausgesetzt  nird,  so  ist  offenbar  mit  Rück- 
sicht auf  die  oben  eiugeföbrte  Bezeiclinoiigsart  oach  den  ans  dem 
Vorbcrgehenden  beiuMteo  Gesetsent 

w  m 

dto  nacb  den  oUgen  Gleicbongen :      ' ' 

t 

m 

Yi^f! ainn-^  Fcos«, 


anreiten  Lage  wird  das  Scbiff  l>ekaonÜicb  von 


w  w  m 


Waa  in  den  Pnnkten  (X  ViZ^)  und  (tifi^i)  nacb  entgegen- 
gesetzten Seiten  bin  ivirkenden,  der  Axb  der  y  parallelen  einan- 
uer  Reichen  Kräften  G  und  fV  ^oHicitirt.  Nehmen  u  lr  von  jetzt  an  den 
positiven  Theil  der  \xe  der  y  nach  oben,  den  negativen  Theil 
dieser  Axe  nach  unten  bin,  so  ist  die  in  dem  Punkte  (A|F,Zi) 


www 


wirkende  Kraft  —O,  die  in  dem  Punkte  {^lYih)  wirkende  Kraft 
'^egen  ist  +  ^ir'.  Betrachten  wir  nun  die  Momente  dieser  heiden 
Krifie  'm  lieaug  auf  die  durcb  die  boff^utalc  Drebungsaxe  ge- 
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Imide  ▼erfibale  Eben«  der  «z,  oder,  wie  wir  derKfin»  wegen  tan 
Folgenden  immer  sa^en  wollen ,  die  Momente  der  beiden  in  Rede 
stehenden  Kräfte  in  ßezag  auf  die  angenommene  horizontale  Dre- 
huiigsaxe,  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  sie  in  <lcmsel- 
ben  Sinne,  in  welchem  die  Drehung  des  Schiffs  erfolgt  ist,  oder 
in  entgegengesetztem  Sinne  wirken;  so  ist  das  Moment  der  Kraft 

—  G  offenbar  — GÄi,  und  das  Moment  der  Krall  G  ist  -|-  GjCi- 
Bezeichnen  wir  also  die  Summe  dieser  beiden  Momente  durch  S, 
so  ist 

Bezeichnet  man  aber  die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  die 
angenommene  horizontale  Drehongsaxe»  iuilem  man  dieselbe  als 
positlY  oder  als  negativ  betrachtet,  ^nachdem  das  Schiff  von 
selbst  wieder  in  die  Lage  des  rabigen  Sebwlmmens  auf  dem  Was- 
ser zurückkehrt  oder  sich  weiter  von  dieser  Lage  entfernt,  durch 
&,  so  ist  offenbar  0=»<$,  also 

und  folglich  nach  dem  Obigen ,  da 

m 

Xi = x'cosco—  1  siuci) 

war: 

IT  W 

Weil  der  KOrper  V,  insofern  man  sich  denselben  als  der 

zweiten  Lage  des  Schiffs  angehörend  denkt,  aim  den  beiden  Thai- 
len V  und  9''  besteht,  so  tot  nach  der  Lehre  vom  «Scbwcrpnnlcte: 

V'i'-'üi'l-  FV; 

und  weil  der  Körper        ans  den  beiden  Theiien       und  Fi  be> 
steht,  so  ist  eben  so  nach  der  Lelure  vom  Schwerpunkte: 

« 

X>Ji=x!J:+F,^, 
T^ifi^X^+Ft/i. 

Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen  ergiebt  sieh: 
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«der 


«  tP  W  V  V 

VX■-V^h  =  Vit'  -  Fi^ , 

IT  W  V  « 


Bezeichnet  aber  <p  einen  gewissen  von  bis  .'ki<)*^  n  achsen- 
den Winkel,  dessen  Hedeutunsj  aus  ilen  folc^enilen  («leichuiigen 
sogleich  ^anz  von  selbst  erbellen  wird,  ohne  das»  darüber  noch 
ose  besondere  Erläuterung  nuthig  ist,  so  bt  offenbar 


V 

'2 


 _  •  _  _ 

i<Dlglicb  nach  dem  Vorhergehenden: 

w  w  w 
w      w  w 

z=  f'akna  -f  y 'cos» , 


w  w 


Dihcr  Ist  oacli  dem  Obigen: 

VCr'cos«  -  f '«in») — V =  FV— .  Fj;?! , 
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IT  IT  IT  W 


folglich 

Well  nnn  alwr,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 

1^=1^1  und  F'=  Fl 

ist,  80  int 


oder 


Die  ganze  Figur  im  Raanie  wollen  wir  ans  jetzt  auf  die  Ebene 
der  xy  «rojicirt  denken ,  und  von  nun  an  auch  nur  diese  Pro jectlon, 
auf  der  Ebene  der  xif,  welche  letztere  bekaootiich  uui  der  ange« 
Doninienen  Drefanngsaze  senMcht  steht,  hi'e  Aage  fassen.  Legim 

wir  nun  dtirch  den  Punkt  (r,  fi)  eine  vertikale  und  durch  den 
Punkt  (A\  \\)  eine  aut  der  durch  die  Gleichung 

ysjrtangai 

charakterisirten  geraden  Linie  senkrecht  stehende  gerade  Linie» 
so  ist  die  Gleichung  der  ersten  dieser  beiden  geraden  Linien 

lind  die  delchnng  der  swelten  Lble  hat  die  Fem 
wo»  well  diese  Linie  nnf  der  dareh  die  CSelehung 
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rknnktnrwHem  §Bmdm  Linio  •enkcockt  «tob«»  soU, 

* 

1  4- •^taiigco=0,   A  =  —  cotco; 

folglich  die  Gkidraog  4»t  sweil#o  der  beides  in  Rede  e^jheoden 
geraden  Lioien 

jf  —  ^ =  —      Jfj)  cot» 

iit 

Bezeicbiien  trir  die  CoordhiateD  des  Durcbschnittopnnkts  der 
beiden  dnrcb  Ae  CfMebwi 

^rssTi  «tid  y  —  J I  =  —  (x— l^i)  cot» 

charakteri»irten  geraden  Linien  durch  .r,  ^  selbst,  so  müssen  wir 
X,  ^  aus  den  beiden  vorstehenden  (jileichuni^en  mittelst  gewöbn» 
lieber  algebraischer  Elimination  bestimmen,  was  aogletcb 

w  w 

* = J^i  >   ^  =  *i  —  0^1— cot» 
gpebt;  nnd  «reü'nmi'  oadi  dem  Obigen 


II 


und 


'  '^i  =  ^  (If'cosw-y'ain«))  — x'+  ^  , 


Ai  =jPcos(»  —  Fsioo), 

V 

Fl  ssjc'eiiia»  -|-  Fcoa» 


bt;  ae  ist 


»         9  y  w  w 

Nehmen  wir  n«D  die  von  dem  Anfange  der  xy  ausgehende 
gerade  Linie,  welche  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
weh  der  JSpite  des  positiven  Theiis  der  Axe  der  %f  hin  den  Win- 
bil  •  ehilchBes«!,      den  ftpstttm  Theit  der  Ase  der  (x)  einet 
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neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  (x)(y)  an,  in  wel- 
chem der  positive  Theil  der  Axe  der  (y)  so  angenommen  wird, 
daM  man  «ich,  um  von  dem  positiven  Theiie  der  Axe  der  (jr) 
durch  den  Kchten  Winkel  ((ar1(^))  hindurch  zu  dem  positiven 
1  heile  der  Axe  der  (y)  zu  gelangen,  nach  -deraelhen  tUchtaBg 
hin  beweisen  muss,  nach  welcher  mau  sich  bewegen  mnss^  um 
von  dem  positiven  Theiie  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Wi^i 
kel  (ary)  hindurch  zu  dem  positiven  Theiie  der  Axe  der  y  zu  ge- 
langen, und  bezeichnen  die  Coordinaten  desselben  Punktes,  des- 
•en  Coordinaten  in  dem  Systeme  der  .ry  vorher  durch  ar,  y  be- 
leiehnet  worden  aind,  in  dem  Systeme  der  (a:)(y)  durch  (or), 
(tr),  einen  gewissen  von  0<»  bis  360^  wacheenden  Wtnkel,  desnen 
liedeutung  sogleich  ans  den  f<p|geBden  Gleichungen  gaas  ved 
selbst  erhellen  wird»  aber  durch  %;  so  ist  olltnbar  .  , 


und 


also 


(»j^coexV^Hp,  (y)=8inxV?fp 

«scos(»  +  x)V'**tP,  y=«in(»+x)V"ä?+p; 

d?=eosoeosxV  «••fy*  ^  slnnsin^V^M^» 
Sf  s=sln«cosxV  «*-f^*  +  cosc»sinxV^«H3r>; 


d.  i. 


jr=:(d;)costt*— (y)sin», 

5f =(;];)sinfii>4-(y)  cosn; 

und  folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

(x)  =  ^cos«  -f-|fsln« , 

(y)=i  —  arsincD-l-ycoso). 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

(w)  =  ic'coso*—  f 'sfaiiseosv—  ^  («f*— dPa)ce8» 
^       4- jr'sin»*  +  f 'sinotcosco  +  ^  d:|)co8w, 

W  fr  y'    w  w 

(y)=-*lF'«itt«*co8a)-fy'8in(o2  4.      (a;  — a:j)gin» 

»  IT  yf  t§  m 

-l-jr'sioiiiicoso-l-f' co$io^  -f-  ^  (x^— d;^)cosQ>cotfi0 ; 
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10 


1^ 

Folglich  ut 
«mI  dali«r 

\  r-^)i8iAo=(r-?o«i»-*^(^-i);  ' 

also  nach  dem  Obigen 

e=-6(  JK— (y)Uio». 

Denken  wir  uns  das  Schiff  in  seine  erste  Lage  znrfickgefthlt» 
■■d  bezeichnen  die,  jenachdeni  der  durch  die  Coordinatcn  x» 
oder  (x) ,  be»itimmte  Punkt  in  dieser  Lage  des  iSchiff^  über 
oder  unter  der  Projeetion  seines  Schwerpunkts  auf  der  Ebene  der 
xw  oder  {x)(y)  Üegt»  als  positiv  oder  als  nesativ  betrachtete 
fiätfemung  des  durch  die  Coordinsteo  x,  y  oder  (x),  (v)  beetinun- 
ten  Punktes  von  der  ProjectioB  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
Schiffs  auf  der  Ebene  dnr  xf/  oder  (x){y)  durch  u;  so  ist  nach 
der  I..ehre  von  der  Verwandlung  der  CoordioateD  offenbar  in  völli- 
ger Allgemeinheit 

(y)=F+ii, 

alsa  ' 

-i»=r-(y); 

folglich  nach  dem  Obigen 

^sCrMSilttt». 

Bezeicbnen  wur  die,  Jenachdem  die  Pr<ncction  des  'Scbwer- 
pnnktäi  des  eingetauchten  Th<'ils  ID'  des  Schifls  bei  serner  ersten 
Lage  5  d.  h.  bekanntlich  immer  die  Projeetion  des  Schtverpunk<s 
des  von  dem  Schiffe  bei  seiner  ersten  Lage  verdrängten  oder  aus 
der  Stelle  TertriebeDen  Wasserkfirpers,  «af  der  Ebene  der  xp 
üher  oder  unter  der  Projeetion  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  .ry  lieut,  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Eritrerrtuna:  der  Projeetion  des 
Schwerpunkts  des  eingetauchten  Theiis  TO'  des  Schiffs  bei  seiuer 
ersten  Lage  anf  der  Ebene  der  xy  Ton  der  Projeetion  des  Schwer- 
rankts  des  ganten  Sehüfs  bei  «einer  ersten  Lage  auf  der  Ebene 
der  x^  dorcn  e;  so  ist  naeh  der  Lehre  foo  der  Verwandluog  der 
Coordinaten  allgemein 

ThwSi  XV. 
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uoü  folglich,  weil  nadi  dem  Obigen 

(y)=F+ii 

ist: 

Nach  dem  Vorbergehenden  ist  aber 

w  m 


d.  i. 


/  ^  r*-« 


also 


und  folglich,  weno  man  dies  in  den  obigen  Auadnick  der  Stal 
liftät  einfährt: 


oder 


0asG(ü  +  y.-jgjj;^)8inai 


9=  Cr  I  Mino    ^  )  • 


Bezeichnet  man  endlich  die  mit  dem  gehörigen  Zeichen  n 
nommene  horizontale  Entfernung  der  Prmection  des  SchHerpunl 
de«  als  ans  Wasser  bestehend  gedachten  aufgetauchten  The 
auf  der  Ebene  der  xy  von  der  Projection  des  Schwerpunkts  d 
ab  aoa  Wasser  besldieod  gedachten  untergetancbten  TheHs  i 

Ebene  der  durch  «;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Yi 
wandhing  der  Coordinaten  aUgemein 

w     m  •  w 

also  nach  dem  Vorhergebenden: 

P 
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3v  ^  Gewicht  einer  Volumeneinheit  Wasser 

ri  Vi'  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte 

m9  vanMiigteii  WaiMi«  gleieb  l§t, 

nd  Iblglidi  nach  don  Vorliergelieiulen: 


Noch  einen  anderen  bemericenswerthen ,  und  in  manchen  Fäl- 
fciSIS^^?^*^'"*^  Anwendung  gestattenden  Ausdruck  für  die 
StMiilitiC  kaon  naa  auf  folgende  Art  entiricfceln. 

Nach  dem  Obigen  iat 

w  w  w  m 

ni  folglicfa,  weil  ManntUeh 


V  IT  W  W 


oder 


Weii  nao  nach  dem  Vorhergehenden 

•  * 

so  ist  auch  • 

e=:G(3i'—j^^eeinai). 
Rieh  d«nf  Obigen  iat  aber  auch 

jTi  80r|)eeac»— (fi)aiB«> 
die  Caordiaaten  {X'),  (5')  und  (jTi).  iy^)  den  durch  die  Cour- 
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dinaten  X'  and  je, ,  fi  im  Systeme  der  xy  bestimniton  Poik- 
ten  im  Systeme  der  {s)^)  aogebOren  eollea;  alao  ist 

i'-;i=s:[(le0-5i)lces«i  -[(XO-(fi)J«in«, 
und  folglicb 

eder 

e=cn^twloa>  +  [(icO  -JiMcosw-LCXO-Cfi^iowl- 
Weil  bekanntlicb 

ist,  so  ist  auch 
also 

Pii=  t>'  I  [(i')~Ofi)l  cos»  -  [(io-  (Fl)]  «in«  }• 

Wir  werden  späterhin  von  diefien  Ausdrücken  Anwendung  zu 
roecheD  Gelegenheit  Men. 


$.7. 

Well  wir  die  Drehongsaxe,  d.  h.  dieAxe  der     als  botison- 

tal  angenommen  haben,  so  Ist  klar,  dass  der  aafgetanchte  and 

der  iiritri-getauchtp  Theil  in  piner  der  Axe  der  z  parallelen  j*era- 
den  Linie  mit  einander  zusammenstossen  müssen.  Diese  gerade 
Linie  wulleu  wir  jetzt  als  die  Axe  der  ^  eines  dem  Systeme  der 
xyx  parallelen  Goordlnalensysteins  der  annebmen,,  indem  wir 
zui^ieich  den  Anfang  dieses  neuen  Coordinatensystems  in  den 
KnHjiunkt  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie ,  so  weit  dieselbe 
dem  aufgetauchten  und  dem  uiitergetaiH-hten  Theile  gemeinschaftlicb 
anp;ehürt,  verlegen,  von  welchem  aus  dieselbe  nach  der^eite  der  po- 
sitiven %  oder  f  hin  liegt;  auch  wollen  wir  die  ihrer  Länge  nitcb 
bestimmte  gerade  Linie,  in  welcher  der  aafgetanchte  und  der 
nntergetauchte  Theil  mit  einander  sasammenstessen ,  durch  a  be- 
zeichnen.  Von  dem  auf  die  vorher  angegebene  Weise  bestimm- 
ten  Anfangspunkte  der  an  theile  man  nun  die  I^inie  a  in  n 
einander  gleiche  Theile  ein,  <leren  jeder  durch  i  bezeichnet  wer» 
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« 

dfB  mag,  Dnd  nehme  an .  dass  in  Bezug  auf  die  Curve ,  in  wel- 
cier  die  horizontale  Wasserfläche  von  der  Oberfläche  des  Schiffs 
bei  »eioer  ersten  Lage  geschnitten  wird,  den  Werthen 

0,  I,  21,  31»  41,. ...Iii; 

^0  ni=a  lai,  von  1^  aU  Abscissen  für  den  aufgetauchten  und  für 
QDtergetauchten  Theil,    welche  zwei  Thelle  wir  hier  immer 
ik  homogen  oder  als  aus  Wasser  bestehend  betrachten ,  respec- 
ftt  die  Werthe 


O  t  S  3  4  • 
h'f  ^'f  »»  » 


•  n      1  3       4  « 

Ii  »  »1 '  Ii  >  Ii  >  Ii  >  ••••  Ii 

T«B  I  ak  Ordioaten  entsprechen.  Setzen  wir  nun  voiaiie«  dass 
■■ewBich  Ueio  sei,  «od  beieicbnen  deo  diesen  Winl^el  mes- 

MD^en  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  be» 
Kbriebenen  Kreise  durch  (09),  so  ersieht  sich,  da  wir  die  auf  der 
Aie  der  ^  senkrecht  stehenden  Schnitte  des  aufpetauchten  und 
*ies  untergetauchten  Theils  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je 
kleiner  der  Winkel  u)  ist,  als  Kreissectoren  betrachten  können, 
uch  bekannten  Sätzen  aus  der  Lehre  vom  Kreise  uud  aus  der 
Uhre  wem  Schwerpunltte,  daes,  wenn  wir  die  {  der  Scbwer- 
j^nkte  des  anfgetiuichten  Theils  F'  und  dea  untersetauehten 
IMi  F|  feepeebve  durch     and  ^  bezeichneD,  die  urOaaen 

V'^  und  Fit 
ik  Uranaen  sind,  denen  respective  die  Grössen 

A  1 

+  8  »S^  («»)  •  «osg  « 
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1  o  t 


1 

r 


Ii  «ins- 


^  1 
2 


11.  s. 


1  »  i  •'•»2  "  1 

d.  I.  fg pcctife  die  GrGssen 

mid 

•ich  nähern,  wenn  n  in's  Uneodücbe  wichst,  oder,  was 
iet,  wenn  I  fai*e  Unendliche  abnfanint  oder  eich  der  Ndl  niheii 

Setzen  wir  aber  allgemein  für  den  anfgetancbten  Tbeil 
and  üBr  den  untergetAnchten  Tbeil  # 
eo  iet 

r=F(0,  |=F(20....T=J^(iH-l)<); 

uod 

rrnndFili 
•ind  also  die  Gr&nsen,  denen  leepective 
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«itf«  was  offenbar  gans  dasselbe  Ist»  respecttve 


iicb  nSbero,  wenn  t  sich  der  Null  nähert.    Weil  nun  ni=za  ist, 
sind  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  bestimmten  Inte- 
graleo  die  Gränzeo«  deoeo  die  Grossen 

JiK#W»«+(#i[i»»+(#taO)»+-.+(*i(«ri))»l  «1 


iicb  Dihern ,  weon  t  sich  der  Null  nSbert,  respective  die  mit  der 

Um  MHbiich  ala  wortiut  MnchteodM  GtSn»  vriD«  mlll- 
pfidriea  iMstimmtai  btagnb 


■1  w  iit  also 


F,t,  rs^sin» /'mm-, 

Uglich,  weU  bekannUicb         F,  iat: 


I 
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0 

Wegen  der  ParalleUitSt  der  beiden  CoordiDateoeyetenie  der 
xg»  und  1^  ist 

m  m 

aleo 

w  m 

oder»  weil 

m  w 

gesetzt  worden  ist: 

^•-^=kf°n^(ä)'- m)*  ist 

oder 

FolgUeh  Ist  nach  dem  vorhergebenden  Paragrapben 

 35'  

und 

QsCMnvssGb   3^;  lafaisi 

oder 

Weil  0)  als  unendlich  klein  angenommen  worden  ist»  eo  Icami 
•  an  auch 
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•)s6i  V» + j  y 'i(#i(o)»-v(omi(«). 


od«r,  wenn  o  in  Secnndeo  aasgedrOekt  aDgenonimea  winl^  folglich 

(a)saArcr  * 

r'[(Fa))»-(/a))']ai: 

oder 

setzen.  Bekaantlich  iet 

Wenn  die  Linie,  in  welcher  die  horizontale  Wasserfläche  von 
iex  Oberfläche  des  ScbiiT:»  in  seiner  ersten  Lage  geschoitteo  wird, 
vea  «ioer  gendeo  Linie,  gewiMermiMeo  als  Axe,  in  nr^  ein- 
oder  Tvliig  gleiche  und  ähnliche  Theile  getheilt,  und  die  Dre- 
hungsaxe  oder  die  Axe  der  z  dieser  Linie  parallel  angenommen 
wird,  so  kann,  wie  leicht  erhellet,  immer  unter  Voraussetzung 
eines  anendlich  kleinen  a,  nur  dann«  wie  es  erforderlich  ist* 
P=  Fl  sein,  wenn  ä&t  avQfEelaiidite  und  imfergetanchte  Theil  In 
der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  oder  Axe  mit  einander  za- 
«unmenstosseo,  d.  h.  wenn  mit  dieser  Linie  die  Axe  der  ^  sn« 
MOBBenfiUit»  und  folglich  allgemein 

ist  Also  ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nach  dem 
Obigen 


2y^'(F(ö)^i: 
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oder 


— 12V  


8 /*'(*•©)•« 


2 


oder 


asC?{p  ■  ^  ayv— — 


{?{ — jg^i —  I »»»» • 

Auch  Ut 
oder 

Bndfich  ist,  w«ü  «lo  SaenndMi  aaagodrfickt  ist: 
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2  r\m)*H 

=   il^  l««*iel» 


oder 


f  (3*"(0)»8f 


a 


Wenn  alle  auf  der  Drehungsaxe  senkrecht  stehenden  Schnitte 
des  Schills  einander  jgleiehe  und  ähnliche  ebene  Figuren  sind, 
«od  dlcMM  Fieuren  aaek  ritekslebtndi  lliMr  materiellen  BeeeluffBii- 
hM  sSmmtlicn  vollständig  mit  einander  übereinstimmen,  so  kann 
man,  wie  ans  den  in  {.  6.  entwickelten  alleemeinen  Formeln  und 
aus  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  sogleich  erhellet,  alle  in  die- 
sen Formeln  vorkommenden  Gröseen ,  natürlich  mit  Ausnahme  der 
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■ 

immer  das  Gewicht  des  Jansen  SehÜi  beseiebneiiden  GrOeee  G, 

auf  nur  einen  dieser  einander  gleichen  und  ähnlicheo  end  anch 
rucksichtlicb  ihrer  roaterielleo  ßeschaffenheit  voilstäridi^  mit  ein- 
ander übereinstimmenden  Schnitte»  als  eine  ebene  Figur  betrach- 
tet, den  wir  unserer  ferneren  Betrachtung  zum  Grunde  legen  wei- 
len,  besiehen.  Daher  Ist  mich  (.  0.  ooter  dieser  Voraussetzung 


und 


Xr    MD»        ^  sm( 


y  m    w  y 

80  wie  auch 

0 = G  l  üsinoi  +  liky-  (?i)lcos»-[(59  -  (jrjjsin«)  | . 

Genuet  nun  zugleich  der  Schifiskurper  der  am  Ende  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  snm  Grande  gelegten  Bedingung,  wird 
femer  wie  dort  die  Drehungsaxe  der  geraden  Linie»  welche  die 
Durchschnittslinie  der  Oberfläche  des  Schiffs  in  seiner  ersten  Lage 
mit  der  horizontalen  Wasserfläche  in  zwei  völlig  «gleiche  und  ähn- 
liche Theile  theilt,  parallel  angenommen,  uiiill  bezeichnet,  dies 
vorausgesetzt,  ff  die  Länge  der  geraden  Linie,  in  welcher  von 
dem  unserer  Betrachtung  sum  Grunde  gelegten  Schnitte  des  Schills 
in  dessen  erster  Lage  die  horisontale  Wasserfläche  geschnitten 
wird;  so  ist,  weil  immer  angenommen  worden  ist,  dass  die  Dre- 
hung des  Schiff"»  um  die  Drehungt»axe  in  demselben  Sinne  erfolgt 
sei,  in  weichem  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  uositiven 
Theile  der  Aze  der  x  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch 
zu  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  welcher  bekanntlich  nach 
oben  hin  gerichtet  angenommen  worden  ist ,  zu  gelangen ,  also  die 

Sositiren  ersten  Coordinaten ,  wenn  man  sie  sieh  vom  Mittelpunkte 
er  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  ausgehend  denkt,  nach  der 
Seite  des  aufgetauchten  Theils  hin  genenunen  werden  müssen, 
liBr  ehi  unendlich  Ideines  »  eienhar  nach  der  Lehre  Tem  Schwer- 
punkte: 

,    ^        a^slni»      ^  2^sfai|^»  I 

d.  i. 

*     *  2^ina> 

Nun  ist  aher 
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•    m     w  1 


IblgUcli  nach  dem  Obigen 

ti=e*f 


n3 

— •  A  -  -  ^ — - 


I  » 


vzx> 


•der 

oder,  wenn  » in  Seconden  enegedrflclit  lat: 

Der  in  der  durch  den  Scliwerpankt  dee  Sdinitto  in  seiner 

ersten  La^c  gehenden  Vertikale  oder,  nas  dasselbe  iet,  der  in 
der  du  roh  die  Srhn  erpunkte  des  Schnitts  und  seines  einiretaurh- 
ten  TheiU  in  der  ersten  Lage  des  Schnitts  gehenden  geraden 
Lioie  üegeade  Punkt,  dessen  nach  dein  Ohigen  gebOrig  als  post- 
lir  oder  als  negativ  betrachtete  Entferoung  von  dem  Scbirerpnnkte 
des  Schnitts  die  von  (o,  welches  aber  jetzt  immer  als  nnendlieh 
klein  betrachtet  worden  ist,  so  dass  das  Schiff  nur  eine  unend- 
lich kleine  Drehung  erlitten  bat,  gauz  uuabb&ngige  völlig  be- 
stimmte Grösse 


12V 

ist,  ist  zuerst  von  Bougoer  in  dem  Traite  du  navire.  Paris. 
1746.  4.  p.  257.  das  Metacentrum  des  Schnitts  genannt  wor- 
den, und  da-  nun  nach  dem  Obigen 

nach  {.  aber  ti  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  das  flleta- 
centrum  des  Schnitts  über  oder  unter  dessen  Sehn  erpnnkte  Hegt» 

so  ist  klar,  dass  unter  allen  vorher  geroachten  Voranssetsongen 
die  Stabilität  de«  Schiffs  in  Bezug  auf  die  angenommene  iFre- 
hangsaxe  positiv  oder  negativ  ist,  d.  b.  dass  dasselbe  bei  uneud- 
Ifch  kleinen  Drehungen  von  selbst  wieder  in  die  ursprüngliche 


Digitized  by  Google 


i5 

Lage  des  niUm  SchwimmeDs  zurückkehrt,  oder  die  anffefangene 

Drehung  nach  deren  Richtung  hin  weiter  fortsetzt»  ienacndem  daa 
Metacentrum  eines  der  einander  gleichen  und  ähnnchen  Schnitte 
des  Schiffs,  welche  auf  der  Drehongsaxe  senkrecht  stehen,  über 
oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt,  wobei  man  sich  das  Schiff 
in  der  Lage  des  ruhigen  Schwimmena  auf  dem  Wasser  zu  den- 
ken hat 

Yen  den  in  den  vorhereehenden  Paragraphen  entwickelten 
alicemeinen  Formeln  wollen  im  nun  einige  Anwendungen  mf  0pe> 
deUe  FiUe  machen. 


{.  9. 

Aufgabe,  Ein  gerades  dreiseitiges  TSlIlg  gleich- 
förmig dichtes  Prisma,  dessen  Grnndflicben  gleich- 

Hchenklige  Dreiecke  sind,  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser, dass  in  Taf. I.  Fig.l.  die  Grundfläche^i5f7,  in  welcher 
^C=^C'ist,  sich  in  vertikaler  Lage  befindet  und  die 
Grundlinie  AB  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ABC 
horizontal,  die  Spitze  C  aber  nach  unten  gekehrt  ist; 
man  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axen  and  aoend* 
lieh  kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflosung.  Sei  A'BCy  wo  A'B'  horizontal  ist,  der  einge- 
tauchte Theil  des  Dreiecks  ABC,  und  werde,  wenn  CD  die  auf 
AB  8onkrecht  stehende  Hube  des  gleichschenkligen  Dreiecks 
ABC  ist,  AB:^a,  CD=ö  und  A'B'=:a:,  CZ>^=y.  gesetzt. 
Beseichnet  dann  m  das  speclfisebe  Gewicht  der  Materie  des  Pris* 
mas,  so  ist  ans  nekannlen  Grflnden 

AABCiAA'BCsslzft, 

also 


Nun  ist  al>er 
also 

6  n 
folglich  nach  dem  Vorheigehenden 
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'  Mit  Rücksicht  auf  die  aus  dem  Obigeo  bekannte  Bedeutung  von 
V  ist  aber  oadi  <hw  bekanntM  SitM.Ton  Schwerpunkt» 

4.  i.  nach  dem  VotbeigeheadeD 

■ 

«Ml  folglicb,  well 

*  Wt,  wo  wir  die  Bedeutung  von  q  und  V  aus  dem  Torhergeben- 
deo  Paragraplien  als  bekannt  voraussetzen*  nach  diesem  Para- 
graphen 

eder  nach 

«*  =  66 

Weil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

B=6riM»Arcl'' 

ist,  wo  immer  c»  in  Secunden  ausgedrückt  angenommen  wird* 
so  ist 

oder*  wenn  man  a=2a*  6=/3  setzt: 


I 


Wenn  das  Dreieck  ABC  gleichseitig  ist»  so  \aX  ß^=ziefl  —  d 
s=:3a'i  UDd  folglich,  wie  man  leicht  fin((et: 

e=  2aG  ^^^^  »  Aicl''. 

Wenn  in  dem  eleichschenkli^en  Dreiecke  ABC  der  WinkJ 
ACB  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  ß^a,  und  folglich,  wie  mai 
leicht  findet: 

e = |o  G  (2  V^*-l)ö>Arcl'' . 

Für  das  gleichscheoklige  Dreieck  im  AllgemeiDeo  ist  on 
dann  6>0,  wenn 

(«*  +  /3«)Vj»-/!*>0, 

d.  i. 


folglich ,  wenn  wir  jede  der  beiden  gleichen  Seiten  dee  Dreieck 
dnrcb  y  beseichnen, 

>  ^    oder    ^  <  V** 

iet 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nur  dann  @>0,  wenn 

ist 

Für  das  rechtwinklige  gleichschenklige  Dreieck  ist  nur  d«ni| 
€00,  wenn 

2Vfi-l>0,     Vti>l>  fi>j 
ist 

Anmerkung.  Der  Auflösung  dieser  Aufgabe  fuge  ich  nui| 
noch  die  folgenden  BemerkuiiireD  Ober  den  Ausdruck  der  Stabili« 
tät  bei  unendlich  kleinen  Drehungen  im  Allgemeinen  hinzu.  Näm- 
lich I^ouguer,  En!  er,  Chaftnian  und  andere  Schritltstellei 
über  diesen  Gegenstand  betrachten  überhaupt  nur  die  8tabilit.it 
unter  Voraussetzung  unendlich  kleiner  DrebuogeD,  uod  bei  alleu 
diesen  Sehrillstellem  erscheint  der  Ausdruck  der  Stabilität  als 
yon  dem  Drehuogswinkel  m  ganz  unabhängig,  so  dass  s.  ß.  bei 
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Koler  in  der  Scientia  oavalin.  T.  I.  p.  09.  in  ▼< 
Fan«  der  AuMlnick,  der  ätabUität  iiicbt  wie  obei 


oder  eigentlich 


6p 


•ondero 


2«.  {€JJl>^tJi£l 

6p 

i»L  Wenn  sich  nun  nach  meiner  Meinung  dies  auch  durchaus 
lielit  büllgeB  läset,  de  tnebesofidere  die  eSnimtHcbeii  ebigen  Aue» 
drilcke  fttr  die  Stabilitfit  bei  uiieii(Uicb  klelueo  Drehungen  nar 
NiherungsausdrQcke  sind,  welche  desto  genauere  Resultate  lie- 
fern, je  kleiner  der  Drehungftv>ink(>l  (o  ist,  und  also  schon  des- 
halb diese  Ausdrücke  nicht  von  co  unubhafigig  sein  künnen,  so  ist 
4ocfa  auf  der  anderen  Seite  zu  bemerken,  dase  d}e  Yeii  den  se- 
nuinteo  und  enderen  Scbriftstellem  befolgte  Metbode  derio  im 
Rechtfertigung  fiodet»  dass  es  sich  hierbei  eigentlich  nur  um  die 
Ver^leiohuiig  verschiedener  Stabiiitaten  handelt,  und  wenn  man 
dann,  um  eben  solche  Vergleicbiiimeii  mit  Leichtigkeit  anstellen 
ZQ  können y  immer  denselben  unendlich  kleinen  Urebungswinkel 
tm  Clmiide  legt,  und,  wie  jene  SchrMlsteller  sinmtllch  tkm, 
überhaupt  nur  Stabilitäten  Itir  noendlich  kleine  Drehung^wiokel 
Hetrachtet,  so  ist  es  allerdings  verstattet  ,  den  Factor  coArcl"  ao8 
den  Ausdrücken  der  Stabiiitat  uegzuiasisen.  Der  er»tc  Schrift- 
steller aber,  welcher  die  iStabilitüt  der  Schiffe  aus  einem  allge- 
•«sereo  und  elleln  «virirlieb  eachgemSesen  Geeicbtepuakte  nir 
mdficfae  bestimmte  Drebuugswinkel,  betrachtet  bat,  eeli^nt»  wae 
hier  als  besonders  verdienstlich  hervorgehoben  werden  muss,  At* 
vood  zu  sein,  in  einer  in  den  Phil  osophical  Transactions 
for  the  year  1798.  Part.  I.  p.  20J.  unter  dem  Titel:  A  Dis- 
qnisition  on  tbe  Slability  of  Sbips.  ByGeorce  Atwood 
enebietteneii  Abbaodloog,  die,  wie  icb  aus  einem  der  neneiteo 
CBtBeebeD  Werke  Ober  die  Schiffsbaukunst:  Treatise  on  tbe 
Theory  and  Practice  of  Naval  Arrhitecture:  beeing  tbe 
Article  „  Ship-Bu  ilding"  in  the  Encyclopaedia  Hritan- 
nica.  By  Augustin  F.  ß.  Creuxe,  Membre  ot  the  late 
Scheel  of  Naval  Arebitectnre,  President  ef  tbe  Porte- 
aaotb  Philosnpbical  Society.  Edinburgh.  1841.  4^. 
an  verschiedenen  Stellen  desselben  ersehe,  namentlich  auch  in 
Enj»laj»d  mit  Recht  sehr  geschätzt  wird,  so  wie  auch  eine  frühere 
Abhaudiune  desselben  Verfassers,  die  in  den  P bilos opbi cal 
Tranaaetlone  for  tbe  year  1796.  Part  I.  p,  46b  luliBr  dem 
THel:  Tbe  Conetruetion  and  Analysis  of  geometrical 
Prepoeitiooif,  determlning  tbe  Pealtione  aeeumed  by 
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homogoncal  ßodies  which  iloat  frcely,  and  at  rest,  on 
a  Fluid's  »Surface;  aUo  determiuiug  the  Stability  of 
Ships,  aod  of  (ither  floatiog  Bodlee.  By  George  At> 
wo  od  erschienen  ist  Wenn  man  die  Sache  ans  einem  solchen 
all  gemeineren  Gesichtspunkte  für  Urehungswinkel  von  bestimmter 
endlicher  Grösse  betrq^htet,  sollte  man  nach  meiner  Ansicht  auch 
aus  den  dem  Falle  eines  unendlich  kleinen  Drehungswinkels  ent- 
sprechenden  Ausdrücken  der  Stabilität  den  Factor  loArcl"  niclit 


Aufgabe.  Ein  gerades  dreiseitiges  v<»llig  gleich- 
türmig  dichtes  Prisma,  dessen  Grundflächen  gleich- 
acbenirliire  Dreieclre  sind,  nchwimnie  so  anf  dem 
Wasser,  dass  in  Taf.l.Fig.2.  die  Gnindrilehe^J^C,  in  wel- 
cher AC~ \  sich  in  vertikaler  Lage  befindet  und 
die  <i  rund  Ii  nie  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ho- 
rizontal, die  Suitze  C  aber  nach  oben  gekehrl  ist;  man 
•  oll  die  Stabilittt  diesen  Prisma«  für  auf  seinenGrnnd- 
fiScben  seolcrechte  horizontale  Axen  nnd  nnendlieh 
kleine  Drehungen  bestimmen« 

Auflösung.  Sei  ABA'B' ,  wo  AB'  horizonbd  und  also  mit 
AB  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Dreiecks  ABC,  nnd 

werde,  wenn  CD  die  auf  AB  senkrecht  st€|hende  Uuhe  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  ABC  ist,  AB  =  a,  CD  =  b  und 
A'B'~x,  Ciy  —  y  gesetzt.  Bezeichnet  dann  jti  das  sporifische 
Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekannten  Gründen 


f.  la 


^ABC'.lx^a^ABA'B  =  1 .  , 


also 


ja*!  (6-jf)=fl6  :(a+«)  (6— y)ss  1  :fi . 


Nun  ist  aber  ganz  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 


3f  =  -«, 


also 


a6:  (a-f    (6 -> -«)sa*:a> 'ar>=::  1 


«6: (o  +  ^  tj)  {b  —y)  =:6«;^—  y«=t:  1 :  p ; 
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«Li 
aUo 

t 

Mit  ftOflkaicbt  auf  die  mm  den  TrilliereD  Patagraphen  bekamite 
Bedeutung  von  o  ist  aber  nach  bekannten  Sftteen  ▼om  ScbwOT- 
prakte  des  Dreiecke  und  dee  Trapeainne 

d.  L,  wie.  man  l^bt  Ibdet: 


•der 


«d  Mgiieh«  weil 
iL 


lit: 


t  wie  man  hieraus  mittelst  leicbter  ReduiUDg  findet: 
1— i 


»•IgÜchiet 


4* 
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Setzt  man  a=2a,  6=^»  so  ist 

Wenn  das  Dreieck  J/iC  glcTichseiti^  ist»  «o  ist  ^==3a*,  and 
folglich,  wie  man  kiichl  flodet: 

Wenn  in  dem  gidcliscbeniüigen  Dretecice  ABC  der  Winkel 
JCB  ein  rechter  Winitel  ist,  »o  &t  ß^a,  "tJÜM  * 

G  c2V^r:^-l)»Arcl'. 

Für  das  gleichschenklige  Dreleclc  im  Allgemeinen  Ist  nur  dam 
Q>0,  wenn 


d.  i.,  wie  man  hieraus  leicht  üudet: 


(^<-l^2^ß2y  oder|*< 


ist.  Bexeichrtet  man  die  heiden  einander  gleichen  Seiten  des 
Dreiecks  durch  ; ,  so  lässt  sich,  well  y^=sa*-{-g^  ist,  diese  Be^ 
dingüng  ieiebt  auf  den  Aosdriictc 

.<^=^^^  od«  ,<l-(f-/ 

bringen.  I 
Für  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nur  dann  @>0,  wenn 

4VT::ii-3>o, 

d.  i.  wenn     S  jg  i^t. 

Fflr  das  rechfwinlElfge  gleichschschenklige  Dreleclc  ist  nur  danii 
Q>0,  wenn  | 

  I 

3 

d.  i.  wenn  f»<  j  ist.  { 
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SeH  daa  io  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  betrach- 
tete Prisma  sowohl  in  der  in  9. ,  als  auch  in  der  in  §.  10.  an- 
gewNneoen  Lage  scbwimmen  kCmiM,  tüok^  anmiaclilageD«  d.  h, 
8oU  dieses  Prisma  in  beiden  Fällen  nut  einer  gewissen  positiven 
Stabililit  auf  dem  Wasser  schwimmen  kSanen«  so  muss 


Min,  was  ofealiar  nur  dann  der  Fali  sein  kann,  wenn 


Ml;  nad  weil  mm 


■it.  so  mnas 


£1  4 
oder  y>/3v2 


i^JC^>  320.46',  ^-4CÄ>66«32' 


«ein. 


S.  13. 

Aufgabe.  Ein  recbiwiakliges  V4>liig  ^ le ichfür uiig 
lichtes  Parallelepipedon  scliwimme  so  aaf  dem  Was- 
•«T,  da88  in  TatLFig.a  seine G rund flficlie  AßCDBltAk  In 
vertikaler  La^e  befindet,  «nd  deren  einander  paral- 
Ule  Seiten  /Iß  und  T/)  h  nri  zontal  si  nd:  man  »oll  die 
StabUitit  dieses  Parallelepipedons  für  auf  derUruhd- 
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flScbe  ABCD  seokrechte  horizontale  Axen  und  uneoi 
lieb  kleine  Drehungen  bestimmeD.  i 

Auflösung.  8ei  ABÄ'B',  wo  A'B'  horizontal  und  alno  u 
AB  nnA  CD  parallel  ist,  der  eingetauchte  Thell  des  Recbted 
ABCD,  und  werde  AB^CD^a,  AC=BD=b  und  AA^BB^ 
gesetzt;  so  ist  aus  bekannten  Gründen,  nenn  wieder  ^  das  sp 
clficcbe  Gewicht  der  Materie  de«  ParaUelepipedone  beieiolMiet, 

4BCDtABA'B'=l:iii 

also 

ablade  =^bije^l 

folglich  x=iiö.   Aber  offenbar 

I  ] 
i>s=j(«— 6)  =  -  j  (l— ft)6 

und  Q^a,  V:=zajcszimb;  aleo 


und  felglich 


Es  ist  nur  dann  ^>0«  wenn 

iet 

Soll  das  Parallelepipedon  eowobl  wenn  die  Seite  als  a« 
wenn  die  Seite  b  horliental  ist,  mit  einer  eewissen  StabiUl 
schwimmen  kOnnen,  so  mfieeen  die  beiden  Becungongen 

zugleich  erfüllt  sein,  d.  h.  es  muss 


pein,  welches  nur  dann  niögiich  ist,  wenn 


1 
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d.  i.  wem 

6|i(l-.|i)<l, 
oder,  was  Dasselbe  ist,  wenn 

ist  Für  f^  =  ^  ist  dies  offenbar  nicht  mugUch.  Jenacbdem  f*, 
welches  oatüriicb  immer  kleiner  als  die  Einheit  «ein  rnnss,  swi- 
I  md  1  eder  urbdiai  0  and  ^  Ü^gt»  ist  die  BediiigiiDg 


«Mit, 


iL 


d.  i. 


d.L 


d.i. 


3-V3   ****  ''^  ä+V3 


f*>5(3+V3)  oder  ^*<;^(3-V3) 


5<5(3+v3)<l,  0<j(3-v3)<j 

ist,  erhellet  anf  der  Stelle. 

F«r  as=6,  d.  h.  im  Falle  einea  Qnadral«,  iat 
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lind  es  Ut  nur  B  >  0»  wenn 

6,4(1-,4)<1 

itft,  fl.  h.  nach  dem  Vorhergeheudea  dir 

f(3+V3)  oder  fi<j(3- v3). 

-  jciiacbilom      zwiticheu  ^  und  1  oder  zuiscbcii  0  und  ^ 
Fflr  I»  =  j  ist 

I 

und  folglich 

•  t 

A  u  f  4}  a  b e.  K  i  n  ü  her  einem  (Quadrate  als  (i  r  ii  n  «1  i 
fläche  errichtetes  recli  twiiik  liges  ,  v ö II i p;  ^lejicfi  fr» nnig^ 
dichtes  Parallel epipedun  bchwimme  no  auf  deui  Wat»* 
aer,  d asn  in  Taf.l.  r lg.4.  die  q^adratfOrmtgeGrandfiftclie 
ABCD  nnd  sugleicb  auch  die  Diagonale  AB  sich  in  ver- 
'  tikaler  La^e  hefinden;  man  soll  die  Stahilität  dieses 
rechtwinkligen  Parallelepipedoiis  für  auf  der  Grund- 
fläche ABC/)  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

AnflOanng.  Daa  speciftaehe  €rewicbt  der  Materie  de»  Pa* 
rallelepipedons  sei  fi,  und  die  Seite  des  Quadrats  ABCD  werde 
durch  a  beielehnet 

1 

Wenn  (t^^  ist,  «o  sei  BEF  in  Taf.  L  Fig.  4.  o.,  wo  £F 

horiaontal  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Quadrate  ABCD* 
Dann  ist 

AJiCD:B£F=:i:t^. 

» 

nnd  folglich,  wenn  wir  EF^^x,  BG—y  setsen: 


% 
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Offeabar  ist  aber  aUo 


•  1  .  , 

rolgUdi 

Nach  bekanoten  Sätzen  ist 

2       1  2  1 


und  weil  nun 


ist»  80  ist 

»SS     aV/i  +  a{j  Vfi  — ^  V2)  =  a(  j      -  j|/2); 

Mgiich 

1 

Wran^ftss^  ist,  so  sei  BCD  in  Taf.  L  Fig.  4.  6.,  wo  C/> 

borfsontal  ist,  4m  clnntwiekte  Tiieii  dt«  Qumktät  ABCD.  In 
diesem  Falln  ist  nack  dem  vorliefgelienden  Ansdnieke  der  Stabi- 

Etlt,  wenn  man  In  demselben  setat: 


Wenn  'st,  so  sei  BCDEF  in  Taf.  I.  Fig.  4.  c.,  w« 

EF  horizontal  ist,  der  eiagetauciifce  Theil  des  Quadrats  ABCD, 
Dann  ist 

ABCDiBCDEf^l'.fi, 
und  folglich,  wenn  wir  EF=:x»  AG^if  setzen: 


abo,  well  «sslTy  Ist: 
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a*:a*— jf*s=l;|ft 


Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des  eiog^ancb- 
ten  Theils  BCDEF  von  dem  Punkte  B  durch  so  hat  man  nach 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte  die  Gleichung 


d.  i. 


1  112 


und  folglich,  weno  man  fiir  x  und  y  ihre  Werth«  aw  den  Vor- 
hergehenden elnfilhrt: 

woraus  sich 

xs:  


2** 

«Kieht  Also  Ist 

V«-2(l-rt(V2-|-VT=iÖ  I 

9=  ~  a — -{«ys, 

d.  I.,  irie  man  leicht  findet: 

•=-'-^(iv2-|irr^-l.)-; 

und  vreU  nuo 


1 
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^ = ^  aG(j  VT="^  -  ^  V2)  Ol  Arcl" 

Für  |is=^  «igiebt  «ieh  miob  Umus 

Fir  f*=i  Ut  jedenfalls  e>0. 
F«r  fi<2'  Urt  6>0«  w«im 

vi 

f«»  l*>-5  ist  0>O,  wenn 

in 


$.  14. 

Aufgabe.  Ein  Aber  dem  Parabelsegroent  ACB  io 
Taf.  I.  Fig.  5.,  wo  CD  die  Axe  der  Parabel  iet  und  AB 

auf  CD  senkrecht  steht,  als  Grundfläche  beschriebener, 
▼  Ollig  gleichförmig  dichter  eerader  prismatiscber  Kör- 
per schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  paraboli- 
sche Grundfläche  ACB  sich  in  vertikaler  Lage  befin- 
det und  AB  horizontal  ist;  man  soll  die  Stabilität  die- 
ses prismatischen  Körpers  lür  auf  der  Grundfläche 
senkrecht  stehende  horisontale  Azen  und  anendlich 
kleine  Drebongen  bestimmen. 

Auflösung.  Das  specifische  Gewicht  der  Materie  des  in 
Rede  stehenden  prisniati^cben  Körpers  sei  fi«  und  CD  und  AB 
mOgen  respective  durch  a  und  6,  der  Parameter  der  paraboliscbeo 
Grundfläche  soll  durch  o  bezeichnet  werden.  Ist  nun  A'CB',  wo 
A^B*  horizontal  ist,  der  eingetauchte  Thell  der  paraboliscbeo 
Gnindil&cbe,  so  ist 

ACB:A'CB'=l:(k, 

abo.  wenn  CD*  und  A'B^  tespective  dorefa  m  vbbA  jf  het^cbnet 
werden,  nach  einem  bekannten  Satie  von  der  Quadratur  deri 
Parabel  I 


Nun  ist  aber  feraer  bekanntlich 

also 
oder 


folglich 

Nach  einem  bekannten  Satse  von  dem  Schwerpunkte  der  Pan- 
bei  ist 

es=  -|(x-a)=--|a(l-ViJ5'« 

und  weil  nun 


I 
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 9  2        4  j  


8ftflpV^ ap  ^  l_ 


foigticb 


® =»  i/»- i«  (1  -  V'c")  I «  »Are  1". 


S«U  0>O  aein,  so  moM 

*p_|fl(|_V"^>0. 
<Llt  wie  nuui  leicht  findet: 

5p 


$.  15. 

Aufgabe.  Ein  gerades  vierseitige s  Pri s ra a von vo Hig 
f lei ch (u r m i  g e r  Dichtigkeit,  rl  e s s e  n  eine  G  r  u  n d  II a ch e 
»»Tat  I.  Fig.  6.  des  Trapeziuni  ABCD  ist,  in  welchem 
letzteren  die  Seiten /IC,  HD  einander  gleich  und  gegen 
l^e  parallelen  Seiten  AB,  CD  unter  gleichen  Winkelo 
poeigt  elnd«  8ch«vimroe  so  anf  dem  Wassery  daee  die 
[brandfliclie  ABCD  sieb  in  vertikaler  Lage  befindet 
«nd  ihre  parallelen  Seiten  AB,  CD  horizontal  sind; 

8o||   die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen 
I («rund Iläch 0 n  senkrechte  horizontale  Axeo  und  unend- 
kleine  iirebuugen  bestimmen. 

Aaflosnag.  Sei  ABA'B',  wo  AfB*  Borfiontal  und  also  den 

Linieo  AB,  CD  parallel  ist,  der  etngetaocbte  Tbeil  des  Trape- 
^miABCn,   und  werde  Aß-=a,   CD  =  Ö,  .t'jEf  =  ar  gesetzt, 
Hr.he  des  Trapezioms  ABCD  aber  durch        die  Ht'ihe  des 
jR*«ioins  ABA' B'  durch  y  bezeichnet.    I>t  dann  ft  das  speci- 
Geiricbt  der  Materie  des  Prismas,  so  i>>t  aus  bekannten 
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ABCDiABAß" -lt(i, 

% 

t 

NuD  Ut  aber»  wie  leicht  erbeilet»  allgemein 
alfio 

y  =  ^^' 
uod  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

also 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist,  wie  man  leicht  lindet: 
vnd  weil  mm 


ist,  so  ist 


alao»  weil 


bt: 


oder 


Digitized  by  Google 


«3 

Führt  man  nun  in  diesen  Ausdruck  den  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Werth  von  x  ein,  so  erhält  man: 

nod  Or  die  Stabilitit  B  bat  man  den  bekannten  Anadraekt 

«robei  anendUch  kleine  Drehungen  vorauageaetzt  werden, 
^ie  Möglichkeit  der  Aa%abe  erfordert,  daas 


(o*—  6*) y  0,  d.  i  fi(o*-6«)  a« 
eeL   Dies  ist  filr  a^6  immer  der  Fall,  fiir  a>6  aber  nor  dann. 


ist. 


Die  Stabilität  ist  nur  dann  positiv,  wenn  u  positiv  ist,  woRir 
wir  der  Kfirze  wegen  die  Bedingung  nicht  weiter  entwickeiu 
wollen. 

Setzt  man  in  dem  obigen  Auedrucke  von  «  die  Seite  a=.0, 
ao  wkdp  wie  man  leicht  findet. 


oder 


also 


 u  — ' 


e==6-{*!±i^^^*«Arci^ 


64 

was  Sans  mit  dem  In  S*  ^-  gcfundMen  Jlimditid^e  det  StMilif 
abereiiistlmmt 

Setzt  man  in  dem  obigen  allgemeinea  Ati«»drucke  von  u  die 
Seite  6=0,  »o  erbiilt  mao: 


__a«(l— fi)  VT^ft_  !i>A(J-fi)(l-V  f3:;i) 


also 

e  =  ^  Cr  I  (o*+4A*)\^ W-4/i«J  «Arcl", 

was  (can«  mit  dem  in  $.  10.  gefoodenen  Ansdraclte  der  Stabilitit 
flliereioiitimmt 


f.  Ifi. 


Bei  den  vorhergehenden  Aufgaben  nahmen  wir  immer  das 
Schiff  ü\»  einen  boniugenen  oder  TöUig  gleicbfürmig  dichten  Kör- 
per an,  die  auf  den  cum  Gronde  gelegten  botiaontuea  Drabungs- 
axen  senkrecht  stehenden  Schnitte  des  Schiffe  wurden  als  witer 
einander  xlAW^j;  c^loiche  und  ähnliche  Figuren  angenommen ,  und  es 
wurden  nur  unendruli  kleine  Drehunsieii  <les  Schiffn  betrachtet. 
Jetzt  weilen  wir  nun  einige  Auikaben  uutlö8en,  bei  denen  wir  den 
Drebnngswinkel  nicht  unendlich  Klein,  sondern  von  einer  endlichen 
bestimmten  Grosse ,  und  dsrn  Schiff  nicht  als  homogen  oder  afo 
einen  völlig  gleichförmig  dichten  Körper  annehmen,  aber  voraus* 
setzen  werden,  dass  die  auf  ilen  /.um  (irunde  geicijten  horizonta- 
len Drehungi$axen  senkrecht  stehenden  Schnitte  desselben  sämmt- 
licb  gleiche  und  iibolicbe  Figuren  sind»  und  auch  rücksicbtlich 
Ihm  materiellen  Beschaffenheit  vollkommen  mit  einander  Ober- 
einstimmen.  Unter  diesen  Voraussetzungen  wollen  wir  uns  nun 
xuerst  mit  der  folgenden  Aufgabe  bescbälligen. 
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Aufgabe,  Einer  der  auf  den  mm  Gmiide  seleKtefi 


gelegt« 
ebeodei 


horizontalen    Drehungsaxea    senkrecht  stebeoden» 

sämmtlich  einander  <;ieichen  und  Khnlichen,  und  auch 
ruek^i  chtl  ich  ihrer  materiellen  H  e  8  cha  l'fenh  eit  völlig 
mit einand er  üherei nst iniRien denSchni  tteldes Schi ffs  aci 
in  Taf.  11.  Fi^.  7.  die  dreieckige  ebene  Figur /ICi^»  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  das8  die  Ebene 
bCE  und  in  derselben  die  den  Winkel />C/^  halbirende 
Linie  vertikal  ist;  man  so  1 1  d  Stabi  Ii  tU  t  dieses  Sch  i  ffs 
in  Bezug  auf  die  zum  Grunde  i;elejji;ten  horizontalen 
Drebungsaxen  für  den  beliebigen  Dreh ungttwinkel  <o 
befttii 


Auflösung.  Wenn  wir  annehmen,  dass  ACB  der  einge- 
tMwbte  Tbeil  des  Sebaitts  DCE  bei  der  ersten  Lage  desScb«, 

oad  also  AB  die  horizontale  DurchschnittsKnie  der  Ebene  dee 
Schnitts  DCE  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem 
das  Schiff  schwimmt,  so  kommt  es  zunhcbst  auf  die  Bestimmung 
desaufgetauchten  und  des  untergetauchten  Theils  an.  Nehmen  wir  nun 
inerai^  dass  AfCB*  der  eiDf^taoebte  Tbei^des  Schnitts  iHJE  bei 
der  iweiten  Lage  des  Schiffs  ist,  und  da^^s  AOA'  und  BOB'  respec- 
tive  der  aufgetauchte  und  der  untergetauchte  Theil  des  Schnitts  DCE 
»ind,  so  müssen  w'xXy  weil  der  aufgetauchte  und  der  untergetauchte 
Tbeil  bekanntlich  immer  einander  gleicli  sind,  die  Gleichheit  die* 
ter  beiden  Tbeile  aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  an- 
^uscbeinlicb  durch  die  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOAf, 
BOB*  bedingt  wird,  offenbar  die  Lage  der  Linie  A'B'  so  be* 
sHimnen,  dass  dieselbe  in  ihrem  Durchschnittspunkte  O  mit  der 
iüs  gegeben  zu  betrachtenden  Linie  AB  gegen  diese  letztere 
Linie  unter  dem  gegebenen  Winkel  AOA' ^ BOB' geneigt 
iit,  oad  die  beiden  Dreiecke  AOA%  BOBf  einander  gleich  sind. 
Auf  diese  Weise  woUea  wir  nun  die  Linie  AfB'  an  liesfiinnieB 


Zu  dem  Ende  werde  der  als  gegeben  zu  betrachtende  Win- 
kel DCK  durch  ö  bezeichn«'t  ;  dann  ist  jeder  der  Winkel  CAB, 
CBA,  die  offenbar  einander  gleich  sind ,  weil  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  das  Dreieck  ACB  jedenfalls  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck  and  AB  seine  Grundrinie  ist,  sOO»— Wegen 
der  Gleicbbeit  der  beiden  I>reiecke  AGA',  BOB'  ist  aber 

AO,A'0=BO.B'0, 

und  nacb  einen  bekannten  trigouometriscben  Satse  ist 

ilOs^'0=sfa(lÖO*-«i-W>  +  ^  e):  sin (90®-.  ^6), 

Ä0:Ä'0=5in(löa«>— «-90»— ^e)r  8in(90»+|e); 
Theil  %V.  6 
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d.  i. 


Setzeo  wir  nun  ferner  die  als  bekannt  zu  betracbtcndjj  UdI 
Aß=:Q,  50  haben  wir  zwUcben  deo  vier  dnbekaimten  brOMel 
AO,  BOy  A'O,  »O  die  vier  folgenden  Gtelchnogea: 

AO^BO:=^q, 

AO.A*0^B0.B'0,  \ 

1  1 

AO.cim^ez=,AO.eM  (»— | 

ond  es  wird  onn  darauf  anl^ommen,  aus  diesen  vier  Gleichiuigej 
die  vier  in  Rede  stellenden  unliel^nnten  GrOssen  an  bestimmei^ 

Au8  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt :  I 

COS(ci)— Ir  0)  co*(fiH-  i  6) 

AO^A'O  jf — ,BO^BO  j-ÜL.  ; 

cos  2^  cosg-^ 

also  ist  wegen  der  l>eiden  ersten  Gleichungen:  , 

AI O.  cos  (w— ^ 0)  +  Ä'O .  cos  («  f  ,^0) = ^  cos  ^  e , 


Man  setze 


^'0.co«(ah- j0)  -BO,  cos  (w  1-  \  0)  =  t, 


so  ist 


^'(>a.cos(w-g0)»— -ß'0*.cos(w  +j^)*=  cos  je, 
und  wenn  man  nan  die  beiden  Gleichungen 

il'O«  ces(«r— g^e>»-i2'0*  cos(a>-|- j0)a=  ^fcos^0. 
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Jt€ß,eim(m^  j  6)  {cos  (o — ^  O) — co»  (»  +  j  6)}  =    cos  ^  6, 

^  0>.  CM  ( C0 -I- ^  a)  teo8  ( «  -  ^  a) CO«  («-f  f  ^) ) = ^  CO«  2  a  i 
d.  }•»  wie  man  leickt  findet: 

pcots-a 

^'0»=   f  — T, 

2Bin«co«(tt— j  e) 

a'02=  1 —  t. 

2810  »CO«  (fi»  +  2  ^) 

Nehmen  wir  oun  an,  dass  ca  nicht 90^ und,  nie  sich  «chon  von 
selbst  versteht,  B  nicht  180^  übersteigt,  so  kann  offenbar  der 

•bedate  Werth  von  ^dnieSO^fibeisteigeiiyimd  co«(o — ^  0) 
ieC  «!«•  «Bter  de«  gemachten  Voinn«ietinBg«ii  i—tet  peaWy.  Well 

noD  auch  if,  sirno,  cot^d  positiv  sind,  so  ist 

^cot^O 


positiir»  ond  vregeti  der  Gleichung 

I 

^COtö^ 

il'0«=  1  * 

2«in  o  CO«  (»  — ^O) 

iDuss  fol^ldi  nothwendig  t  eine  pooltlTe  6rS««e  ««in.  AI«o  mi«« 
«regen  der  Gleidmng 

pcot^a 
JfO»«  j—t 

5« 
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iiothweodigcos(flH-^^)  positiv  wio,  wenn  überhsopt  die  An^ftba 

mSglicb  seio  «oU,  d.  b.  m-^^B,  weiches  unter  den  gemaebteB 

Vemseetzangeo  jedeefalls  18(^  nicht  abersteijEt,  darf  90^  nicht 
fibersteigen»  wenn  die  Aufgabe  fiberbanpt  mOgficb  sein  soü. 

Weil  nun  nach  dem  BtsherigeD 


1     '  1 
2eb»cos  ((u—  2  ^)    2sinfl9Cos(Q>  2  ^) 

iiod  t,  sowie  ihrer  Katnr  nach  auch  A'O  und  B*0  noMw  tM, 
MO  erhalten  wir  aus  dem  Obigen  die  beiden  folgenden  Clelchungeo: 

(COtö^ 

A'0=\l   i—j—.Vt, 

2snio)  cos  (fi) — 2  ö) 


ocotio 
2sin  oeos(t»  +  2  ^ 


oder,  wenn  wir  der  Kfine  wegen 


2sio(o  co8(q> —  ^  ö) 


setzen: 


Führt  man  diese  Ausdrflcke  in  die  aus  dem  Obigen  bekannte 

Gleichung 

A'O.  cos  («  -  ^  ö) + B'O,  cos(»+ 1  ö)=:^cos 
ein,  80  erhält  man 
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W«»(»-f^)+iyci»(i»+|e)jvTÄ^co»|e, 


oder«  weou  man 


JP  Ä  ilf  cos  (a) —  2  = 


setzt: 

Folglicli  ist  Bach  dem  Obi^o 

In  Bezog  auf  O  als  Aiifan»  und  OA'  als  den  positiven  Thell 
der  Axe  der  Abscissen  sind  die  Abscissen  der  Schwerpunkte  der 
Dreiecke  AOA  und  BOß'  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 
dm  Dreiecl»  lespeetive: 

^(AOMMm-^A'O)  und  ^^(BO,cwm-^B'0); 
lel^ich  ist 

(AO.coBa)-^A'0)-\-  ^(BO.coHm-tB'O), 

d.  i. 

v=:^{(40-k^BO)eoB»'iiA'0'l'B'0)\ 


j-  MjB.  cee  » + A*B% 
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aUu  nach  dem  übigeu 

^  (cos  tt  +  CO»  J»)' 

Weil  oacb  dem  ObigM 

eo8(o  — iö)     ^  coö(a)  +  öö) 

^0=^'0._J  BO«B'0  p£_ 

cos  2^ 


und  '  I 

ist»  80  iftt  I 

^ül co8(oi—  \  ^iVcosC«  +  -j- ^)  , 


und  weil  bud 


ist,  üu  ist 

^siV^cesl  0COS  (•—  j 

2(ilf'  +  iV')» 

Endlich  ist,  sIs  der  FlÄcheninhalt  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks,  dessen  GmdUaie  «wl  dessen  Winkel  an  derl^pitie 
9  ist,  offenliar 

Es  ist  nun 


\  8sinoieos(o-|d) 


"fcetjÖ 


2bio  »cos  (»  + 


Digitized  by  Google 


71 


1 
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n 

1  1 

Y^'cos  (cd  —  -^ö)  cos  ( w  +  ^Ö) 

und  der  Nenner  ist 

aUo  tut 

ilf-f  iV  1  

y  cos  («- 

felglich  nach  dem  Obigen : 

0= i^^lcosw+cos^e  y^sec  (o>  —  ^e)8ec(a) 

=3^-   ^   

Ferner  ist 


felglich  nach  dem  Obigen: 
nbo 


^cos  (o,~  ^6)      cos(«~^.a)  +  y  cos(«+ie)|  , 


ilf*cos(«i>  — ^6) 
(üf'  +  2V0« 


IV^ceede-^«)  +  V^eee(«+-J«)  (  * 
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diber  nmch  dem  Obigeo 


Abo  ist 


e 

8 
I 

3 

fi 

8 
H- 


o 

OB 

O) 

•E. 
5* 


II 


74 

MiUtiplicirt  man  Z&bler  und  Neoner  des  Bruchs 
cos  ^  ö  eoBmi-  ^  co»(»— y^co8(»+  j  6) 


mit 


2 

so  wird  der  Zähler. 


iö— cos        cos  («— ^6)co8(o>+  9), 


COS^Ö*— COSW*  cos  («  —  J  ö)  COS(ü)  + 
=  (1  —  CÖ8  W*)  COS  J      +  Siooi*  COS  «)*siiL^  6* 

und  der  Nenner  wird: 

ooiMCoei^-l-ces  cos  (»  —  ^e)ooe(cH-5 ^) 


-CM«*lco« OM(o-je)coe(tt+  ^ e)  --«o»aco«(«-^)cos(»+^e) 
=  cos  »  cos  ie^os»»cos  ^  a»  +  Mniii«  conaieln  y6« 
^einci^  \s ^  cos  (»  — yÖ)cos(«+ j^) 

Also  ist  nach  den  Obigen 
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Multiplicirt  man  aber  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 

1 

■  '         ■  1         -  i^^^ 


mit 


t 

uiym^cd  by  Google 
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cos  »—  cos  -j-öy  CO«  (o^  -^6)  cos  (w  +  ^ 
so  wird  der  Monner 

COSM^— C08^6>C0S  (»-  ^  6)C08(tö+i-e) 

seosfl»*— cosMi*cos  ^64fsiD0»%in^  0^:08 
=cos«»(l— cos  jd4>+siDa*8iD  g^ö^os  jÖ« 

also  offenbar 

9%!os^OsiD«  OOS»— cos^a^cos(a>— cos  (ai+  ^6) 


12 

sin 


>'^Hir,i        f  COS  ro 


aber  es  ist  auch 


latang-^e«  cos^^Y  cos((»— ^Ö)cos(«+ -^6)  '* 


also 


1  1 

cos  (»—2"  ^)co«{a)  +  ^  ö) 

=:cosa^co8^e«-siao*siD^as 

1  '  I 

scos  a^coa  j    (1  ~  taog  tu^  tang  j  ö«) 


l  secöö« 
o'nniiii     1  ^  II 

12taogjd>  (y  i-taog(»>tang^e« 


Daher  lAt 
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co«^^\  co8(a)— 2^)«o»(aH-g-Ö) 
1    .       .iJ  ^^^^^  . 

«od  folgticb,  weil  bekaootUcb 

F' 


Weil  nach  den  Oingen 


ist«  90  ist 


taog  «Belang  ^ 


^^^^^^^  la^o^-ff« 


Folglich  Ist  nach  dem  Obigee: 
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oder 

Weon  der  Winkel  «>  nneiidUch  klein  ist;  aod  taDg  «b*  als  eio4 
onendlich  kleine  GrOsse  der  zweiten  Ordnang  ab  Tenehyliidci^ 
betrachtet  wird»  ao  ia^  wie  man  leicht  findet: 

waa  ganz  mit    S,  üherehiatlDinit 

Wie  die  GrOsse  v,  deren  Bedeutung  aus  dem  Obigen  Bakuit 
ist»  fai  jedem  emsefaien  Falle  mittetet  der  bekannten  Sitae  ?iai 
Schwerponkto  beatimmt  werden  omaa,  bedarf  Uer  kalnetweiteNi 
Erlftotening. 


Der  folgenden  Aufgrabe  wollen  wir  einige  allgemeine  JBetracb- 
tangen  über  die  Parabel  voranaacfaleken. 

In  Taf.  II.  Fij^.  8.  sei  MSN  eine  l^arabel,  deren  Scheitel  Äundj 
deren  Axe  SU  Ist,  Die  beiden  beliebigen  Punkte  A  und  A'  die*- 
aer  Parabel  aeien  durch  die  Sehne  AA'  mit  einander  ?erbnndeBt| 
Qod  von  A  und  A'  seien  auf  die  Axe  SH  die  Perpendikel  AB 
tind  A'B'  geOiit  Man  aetae 

SB=x,  AB=y\  SB'-^x',  A'ß^y'i 

die  Linie  SC^z,  und  daa  |>araboliache  Flfiehenatflck  ASA'^F. 

Bezeichnet  niao  wie  gewöhnlich  den  Parameter  der  Parabel 
durch  p,  ao  tat 

Ferner  ist 
alao 
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Folglich  ist  wie  leicht  erhellen  mrd*  nach  bekanotCD  Sati€B 
von  der  Parabei  und  vom  Dreieck: 

=•5*3^+  3^Jf  -  J  F+y 

2       2  1 

=y*(iy-»-3r')+y'*(3:y'+.v) 


also 


oder 


Bezeichnet  man  jetst  den  Winkel  ACß  oder  il'CB'  durch 
6,  ae  int 
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X — X 


folglich 

cot  0=- .  ^^^^= 
und  nir  haben  daher  jetzt  die  beiden  Gleichungen: 


aus  denen 


=2  ( 6|||'^  - p  COtÖ),  y  =  J  (  Vl^^+  fHJOt  ö> 


und  folglich 


•leb  iBrglebt 

Also  ist  auch 


und 


Pf 


1  3   

ß'C=$f'  eote=  liV'ÖfF  +  /I  cote)  cot  6; 


so  wie 


J  9   

/IC=y  co8Cc6=2(V^ t^f— />€ot6)  cosec  ö, 

1  9   

il'C=y'cosece=2(V^ 6pFi^pcotG)  coseca 
Endlich  ist 
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d.  i.  nach  dMn  Vorbarg^endeo* 


■_(V»F-ycote((Vgy+i>cote) 


alto,  wie  maa  Meht  findet: 

41/11 

Aof  dieM  Wetae  sind  Jatrt  di«  LMeo  «,  o:',  » ,  z,  ^ic« 
JtC, BaBC  BBf  blow doreh  die  Gritoeeo  p.  F,  a aiu^edrilekt 

Wir  wollen  noD  die  ('oordioeteo  de«  Schwennuilrte  des  pa- 
rabolischen FiKchenstucks  ASAf  be^timmeD,  iooem  wir  diese 
Coordinaten  durch  y  bezeichnen,  und  y  als  positiv  oder  als 
n^tiv  betrachten,  jenachdem  der  Schwerpunkt  des  parabolischen 
nfcbeiwUleba  ASjf  auf  der  linken  oder  auf  der  rechten  Seite  der 
Axe  der  Parabel  liegt.  Zu  dem  Ende  haben  wir  ntcb  der  Ldire 
TOB  ScbwetpanlLte  die  (olgeadeo  Gleicbaogens 

«.3    8        3  2 

.11,  11 

Nach  dem  Vorhergebenden  ist: 

P  P  P 

P  P  P 

«ad 

P        P  P 


«2 

nnd  weil  nun 

ist»  so  ist  nacli  dem  Obigen: 
oder 
oder 

'        Öp*  6p* 

'J^-    4p    ~         6p  ' 
oder 

5p  '^  bp^ 

4p  6p  • 

Nun  ist  aber 

y»+y'»=(y +y)(y*-^y +y«y^y« + y*) 

und 

also  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Kecbnusg  findet: 
oder,  weil 


i_.iyu,^uo  Ly  Google 


8S 


und  folglich,  weil  nach  dem  Ohigen 


ist: 


Ferner  Ist 


alfo  nach  deia  Obigmi: 

'  Ap  ^ 


II 


^  2 


Zar  Bestimmung  der  beiden  Coordinaten  jr,  f  des  Sebiver- 
piinkts  des  paraboliecben  FlSeheastOcIn  ASA'  haben  wir  daher 

die  Formeln: 

Nu»  ist  aber  nach  dem  Obigen 

+ ar*) = 2  akj/»«Fa+s^«cote«, 

4^ '  =    S^'^i''*  -    cot  ; 


84 

also 
oder 


Ferner  Ut  nach  d«Bi  Obigen 

also 


oder 


Nach  dem  Obigen  ist  anch 

Endlidi  ist  aacli 

V'36f^=pVj:».cot^4-42i<p,  . 

foigKch 

20Vp  *  ^ 

Also  hat  man  zur  Beatimrom\g  von     y  auch  die  folgendi 

Ausdrücke: 

'=6V  -5 — *•  r^-2P«<*»i 
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oder 


oder  auch 


2  3  1 


3      4^  I 


{.  19. 

Aufgabe.  Einer  der  auf  den  xam  Grunde  gelegten 
herisontaleD    Drehangsaxeo    8«iikr«ciit  «tebeoaen, 

iflimintlich  unter  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und 
auch  riicksi chtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit 
vullig  mit  einander  übereinstimmen  den  Schnitte  des 
Schilfa  sei  in  Taf.  IL  Fig.  9.  d ie  parab ol  isch e  eb e ne  Figur 
MSN  mit  dem  Parameter  p,  deren  Axe  SHlBt,  und  3a« 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  daas  die  Ebene 
MSN  und  die  Axe  SI/  vertikal  sind;  man  soll  die  Sta- 
bilität des  Schiffs  in  Bezug  auf  die  zum  Grunde  geleg- 
ten horizontalen  Drehungsaxen  für  den  beliebigen 
Drehsngswinkel  u  bestimmen. 

Anfldsung.  Der  eingetauchte  Thell  des  Sebnitti  MSN  M 

der  ersten  Lage  des  Schiffs  sei  ASB,  ao  dass  also  AB=zo  die 
horizontale  Durchscbnittsllnie  der  Ebene  des  Schnitts  MSIV  mit 
der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem  dasSchiff  schwimmt. 
Ist  nun  grosserer  Deutlichkeit  wegen  A'SB'  in  Taf.  II.  Fig.  10.  der 
eingetanclite  Thell  des  Schnitts  MSN  bei  der  zweiten  Lage  des 
Schiffs,  also  A'B^  die  horizontale  Durchschuittslinle  der  Ebene 
des  Schnitts  MSN  mit  der  Oberfläche  des  Wassers,  so  erhellet 
leicht,  dass  im  vorhergehenden  Paragraphen  C^=9U'° — (O  zu  se* 
tieo  ist,  so  wie  auch  auf  der  Stelle  erbellet,  dass  man  in  demsel- 
bm  Paragraphen  f  =1^  sa  setsen  hat 

Nimmt  man  non,  was  jedenfiills  yerstnttel  ist,  iS  als  Anfang 
der  Cuordinaten  an,  so  erbellet  leicht  ans  der  Lehre Tom  Schwer^ 
pukte  dw  Parabel,  dass 


i-0  ^^^^ 

1=0,  öl?9==g.— — 


ist  Ferner  Ist  nach  dem  ▼orbergehenden  Paragraphen : 

gfi  cot(90<^- »)=-^tang«, 
•  W 3<^^yg  -I-  5p»cot(900— a>)' 

Ori)= —  ^  
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oder,  weil 
Ut: 

te)==-5PtBiig«,(fi)=-J^2^^-  ^ . 

AI«o  l«t;  wie  man  leicht  findet: 


to  10         2  w         »  \ 

jf>  tango).  (3?')— (Fl)  =  -  4P  ^^iig 


folglich 


l{36')-ÜCi)Jcas»^[(^')-(F,)Jsiii«  . 

1  1 

=     (2  -f  taogo»')  «na>  s=    (1  4-  Btc  sino. 

Weil  DUO  nach  §.  8.  bekanntlich 

e  =  C  Irsino) + [(^0— (Ji)]  cos  w — [QJ')  -(yi) j  sin 
ibt^  90  ist 

e  =  <r  (0 -1- (1 -I- secoi^)(»iD 

oder  euch»  weil 

(1  -h  secco^)  siofi) 
Ä  JJJj|j(cos«  -f  cQsw  secft)*)  =  tanga)(cojia)  +  secoi) 

ist: 

'  1 

3    Cr  (17  sino + tango)  (coso  -|-  seco)}. 


Da  nach  dem  Obigen 
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Imi,  so  Ut  anch  ^ 

Q=G{v  äinci)  +  ^g^/  (angco  (coeui  -f  sec»)} 

oder 

G  1 

Wie  V  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  bestimmen  ists  wird  kei- 
ner weiteren  Erläuterung  bedürfen. 


20 

Aufgabe.  Einer  der  aufden  zum  Grunde  t;e  legten 
horizontalen  Drebungsaxen  senkrecbt  btebenden, 
eSmmtlich  elnaBder  gleicbeo  und  ähnlicfien,  ood  auch 
rücksichtlicb  ihrer  materiellen  K escbaffen heit  vOllig 
mit  einander  überstimmenden  S ch  n i t te  d e 8  iSch  i  i'fs  sei 
in  T  a f.  1 1.  Fig.  11.  d i e  k  r  ei  s  form  i  e  eb en e  Figur  M und 
das  ISchiff  schu'i  ni  me  bu  auf  dem  Was»  er ,  das  die£beae 
ifSN  ood  der  Durchiaeaaer  SH  des  Kreises,  tod  vrel- 
cheni  der  Schnitt  MSN  ein  Theil  ist,  sich  in  vertika- 
ler Lage  befinden;  man  soll  die  Stabilität  des  Schiffs 
in  Bezug  auf  die  zum  Grunde  gelegten  horizontalen 
Drebungsaxen  und  den  beliebigen  Drebungsivinkel  o) 

AvflOsiiiij?.  Der  eingetaadite  Thell  des  Schnitts  MSN  M 

der  ersten  Lage  des  Scbins  sei  ASB,  so  dass  also  AB  =  q  die 
horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  3IS]\  mit 
der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchen»  das  Schiff  schu  imnit. 
Ist  nun  grösserer  Deutlichkeit  wegen  A'SB'  in  Taf.  11.  Fig. 
der  eiogmancbteTheH  des  äehiiitts  JiiS/Vbei  der  zfrdten  Lare  des 
Schiffs,  also  A' B*  die  horizontale  Diirchsetudttslinie  der  Ebene 
des  Schnitts  mit  der  ühcrdache  des  Wassers  bei  der  zweiten 
Lage  des  Schiffs,  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offen* 
bar,  wenn  wir,  was  jedenfalls  verstattet  ist,  den  Mittelpunkt  des 
Kreises,  von  welchem  der  Schnitt  MSN  ein  Tbeil  ist,  als  Anfang 
der  Coordinaten  annehmen : 

und 

* 

Fi=0> 

Weil  nun  aber  bekanuUich  nach  %.  6.  allgemein 
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rr 


W  W  tr 

(Fl)  =  — Jfisi»  w  f  yi  CO«  » 


folglich 


ss|^pslo  ttcosv-f*!^^  (1— cos»)  »iiitt 


Nach  j.  a  Ist  aber 


also 

Diese  Formel,  wekhe  mit  der  aaa  dem  OhigeD  bokaaiiteA 

all(;emeineD  Näherungsformel  för  uneodlich  Icleioe  Drehungswin« 
kei  völlig  identisch  ist,  gilt  also  im  vorliegendea  Falle  unter  den 
gemachten  Voraussetzuni^en  in  völliger  Strenge  iiir  jeden  eudlicheo 
bestimmten  DrehnngswinLcl. 

Wenn  r  der  Halbmesser  des  Kreises  Ist,  welchem  der  Schnitt 
MSN  angehört,  so  Maat  mch  ^  aoa  r  vod  q  beatimmeD,  was 
hier,  als  aua  der  Geometrie  Uoreieheiid  liekarat»  nicht  weiter  er- 
i&atert  sa  werdeo  braucht 


$.  21. 

Bei  wirklichen  ftir  praktische  Zwecke  bestimmten  Stabilit&ts- 
iiestimmuiigeo  ▼od  SchilTeD  wird  man  aich,  nm  nicht  io  «i  wolt- 

iSufis'e  Unterrachungen  und  Rechnungen  verwickelt  zu  werden,  da- 
mit begnüs^en  müssen,  die  Stabiiit.it  mir  unter  Annahme  unendlich 
kleiner  Drohiii)i>;Hvvinkel  und  zugleich  unter  der  Vorau8iietzung  zu 
bestimmen,  das»  die  Curve,  in  welcher  die  horizontale  Oberfläche 
des  Waasera  Ton  der  Oberiiiehe  dea  auf  demaethon  mhig  achwim- 
menden  Schills  geaehnitten  wird,  die  sogenaoote  Wasserlinie, 
von  einer  gewi^Hen  geraden  Linie  in  swä  einander  TiMllg  gleidM 
und  ähnliche  Theile  getbeilt  wird. 


8» 


Hauptsächlich  unterscheidet  und  betrachtet  man  nur  zwei 
Arten  von  Drehungen  des  Schiffs  um  horizontale  Axcn,  die  wir 
hier  belcanntlich  ailetn  in  8  Auge  fassen.  Das  Ii  olle  u  oderSchiiu- 
c«rn,  atich  wobl  Schwank en*),  des  Schiffi  ist  Bewegung 
oesamben  oach  der  Richtung  der  Breite  von  einer  Seite  zur  an» 
dem;  das  Stampfen**)  dagegen  ist  seine  Bewegung  nach  der 
Richtung  der  Länge  vom  Achterschiff  zum  Vorderschiff  oder  um- 
gdrefart  In  Bezug  auf  das  Schlingern  oder  Rollep  ist  die  Vor- 
aussetzung, dass  die  Wasserlinie  von  einer  gewissen  geraden 
Linie  in  zwei  einander  völlig  gleiche  und  ähnlicne  Theile  getheilt 
werde,  immer  in  vrdliger  Strenge  erfüllt,  und  dieser  geraden  Linie, 
welche  wir  die  Längen axe  der  Wasserlinie  nennen  woileOj 
hiM«i  die  borisoiitaleD  DiebangsazeD  des  Scblfls  bekaotttlkb 
pmlM  angenoauBen  werden,  la  Bezug  auf  dos  Stampfen  ist  da« 
gegen  die  Voraussetzung,  dass  die  Wasserlinie  durch  eine  ge- 
wisse gerade  Linie,  welche  wir  die  Breitenaxe  der  Wasserlinie 
ueuuen  wollen,  und  der  wieder  die  horizontalen  Ürehungsaxen  des 
ScUCb  parallel  angeoeminen  werden  seilen,  io  swel  etnender  tOI- 
lig  gleicne  and  ihnliche  Theile  ^etbeilt  wird,  nur  als  näherungs« 
weise  erfüllt  anzusehen.  Uebrigens  werden  wir  aber  späterhin 
sehen ,  dass  die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  das  Stampfen 
im  Allgemeinen  grosser  ist  als  die  Stabilität  in  Bezug  auf  das 
Schlingern  oder  Rollen,  so  dass  also,  wenn  nur  in  Bezug  auf  das 
3dUingem  oder  Rollen  das  Schiff  hinreichende  Stabilität  besitzt, 
dies  um  so  mehr  rücksichtlich  des  Stampfens  der  Fall  sein  wird, 
und  man  sich  daher  meistens  damit  wird  begnügen  liünnen,  die 
StabtlitSt  nur  rfleiuichtlidi  des  Sehlingeros  oder  Rollens,  wo  die 
In  Rede  stehende  Voianssetiang  in  völliger  Strenge  erflillt  ist, 
Wä  bestioinieD. 

Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  aber  bei  Stabilitütsbestimrouneen 
eigentlich  zwei  rälle  zu  unterscheiden,  Jenachdem  man  nämnch 
bwss  aus  vorliegenden  Plänen  oder  Rissen  die  Stabilität  des 
erst  zn  bauenden  SeliNb  erinitteltt  soll,  oder  bei  dieser  Ermltte- 
hing  das  schon  fertige  Schiff  mit  völliger  Ausrüstung  und  Ladung 
aui  dem  Wasser  schwimmend  annimmt.  Jedoch  Konlraen ,  wie 
man  leicht  Übersicht,  beide  Fälle  auf  einen  zurück.  Auf  jedem 
Plane  oder  Risse  eines  zu  bauenden  Schiffs  soll  nämlich  we- 
nigstens die  Ladewaseerlinie,  d.  h.  diejenige  Wasserlinie, 
bis  zu  welebv^  das  TSUIg  aosgerflst^  und  beladene  Schiff  sieh 
in*s  Wasser  einsenkt,  angegeben  sein,  und  bei  jeder  Prüfung 
eines  Risses  wird  die  Richtigkeit  dieser  Linie  sorgföltig  geprüft 
werden  müssen.  Wie  diese  Prüfung  anzustellen  ist,  kann  Ahr 
Keinen,  der  die  Gmndlebren  der  Hydrostatik  kennt,  im  Geringsten 
sweifelhaft  sein,  und  gehurt  gar  nicht  hierher,  wo  wir  bloss  von 
der  Stabilität  der  Schiffe  zu  handeln  beabsichtigen.  Ist  aber  auf 
dem  Risse  die  Ladewasserlinie  richtig  befunden  worden,  so  kann 
man  dann  cAenüiar  die  Beetfroninng  oer  Stabilitkt  des  SebifW  naeh 
dem  vorliegendes  Risse  ganz  eben  so  vornehmen,  als  wenn  raSB 
das  vrdlig  ausgerüstet«^  und  beladene  Schiff  auf  dem  Wasser 
schwimmend  vor  sich  hätte,  weshalb  wir  anch  von  nun  ao  im 

  ■    ■-  .Uxi-H..  r 

*)  Fra«Mi«i«Gh:  roulis.     ^  !  ' 

Praasöfisch:  tasgage,,  ^ 
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Folgenden  diesen  letzteren  Fdl  aUefai  stets  in  Aage  .belmiteo 

wollen. 

Unter  allen  vorhergehenden  Vornnssetzungen  bedient  man  sich 
zur  Bestimmung  der  »Stabilität  des  iScbiffs  am  bestes  der  aus  §,  7. 
bekauoteo  Formel: 

e=ö{V'r+~jf  "(2^(0)33^:1  (0  Are  1", 

wo  (0  in  Secunden  ausgedruckt  ist,  und  F(^),  nehJies  nach  §.  7. 
eigentlich  als  dem  aufgetauchten  Theile  angehrirend  betrachtet 
werden  nrass,  unter  den  wegen  des  CoordinatensYstems  immer 
festgehaltenen  Voraossetzungen ,  natürlich  als  positiv  ansosehen 
ist.  Setxen  wir  grSsseier  Einfaclibeit  wegen 

^(Ö  =  2F(Ö, 

so  bat  man  snr  Bestimmung  der  StabiUtät  die  Formeln  . 

Diese  Formel  wollen  wir  nun  im  Folgenden  genau  zergliedern, 

und  untersuchen,  welche  Grossen  bei  «lern  (lehrauche  derselben 
zur  Bestimmung  der  Stabilität  einzeln  zur  Berechnung  kommen 
müssen. 

1.  Nach  der  schon  vorher  gemachten  Bemerkung  muss  der 
sehr  kleine  Drebungswinkel  n  in  Secunden  ausgedrückt  sein. 
Ferner  ist 

Arer=.^Qjr^,  logAws.r=0,e8a74»— 6. 

IL  Das  Symbol  S  bezeichnet  bekanntlich  das  Ge%vicbt  einer 
Volnmen^heit Seewasser.  Der  preussiscbe  Cubikfuss  destillirtea 
Wassers  wiegt  bei  einer  Temperatur  von  15"  der  <SOtheili|;en 
Scale  preussische  Pfund.  Das  specifische  Gewicht  des  See- 
wassers  Ist  nicht  überall  gleich  und  varilrt  von  1,02  bis  1,(U. 
Bine  sehr  ausCShrlicfae  Uebersicht  der  specifischen  Gewichte  des 
Seewassers  nach  den  verschiedenen  Meeren  und  Breiten  findet 
man  im  Artikel  „Meer**  im  G  eh I er' sehe n  ph  Y«i ka I  isch  en 
Würterbuche.  N.  A.  Tbl.  VI.  Abtb.  3.  S.  1628.  Für  den 
atlantischen  Ocean  kann  man  nach  Horoer*s  BesÜmmiingen  des 
specifiscbeo  Gewidits  des  Seewassers  iiir  dasselbe  im  Mittel 
1,02875  aimebmen;  für  die  Südsee  ist  dagegen  das  specifische 
Gewicht  des  Seewassers  im  IMittel  1,020112,  woraus  sich  leicht 
nach  dem  Obigen  das  Gewicht  eines  preussischen  Cubikfusses 
Seewasiisff  in  diesen  Meeren  berechnen  iSsst.  Brommy  (Die 
Marine.  Berlin.  1848.  8.  S.  9.)  sagt:  „Gewöhnlich  nimmt 
man  70  Pfund  (^ouirht  für  den  Cubikfuss  Seewasser  an'*,  wobei 
aber  nicht  angegeben  ist.  ^vas  lür  Fusse  und  i'funde  gemeint 
sind.     Nach  der  Bncyclopödie  methodique.    Marine.  T.  . 


L^iyiu^uo  Ly  Google 
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IL  u.  746.  80II  eiu  fraozusischer  Cubikhi88  ^eewasser  ungeföbr 
73  Ilms  wiegeu,  nach  Da  Hamel  de  Maneeaa  (Anfangs- 
grunde der  Scliiff8baiikun8t.   Berlin.  1701  4.  Vorrede 

S.  LXVIII.)  dagegen  74.  Meiner  obigen  Angube  nadi  preussi- 
8cben  Fussen  und  Pfunden  und  des  »peciliscben  (jcwicnts  des 
SeeHu^isertt  wird  man  sieb  in  der  PraxiM  am  besten  zur  Uestim* 
anng  de«  Werths«  vod  S  bedieeeu. 

III.  Haapte&chlich  kommt  es  nan  anf  die  Berechnung  dee 
Warthe  dee  bectiiiimteB  lotegrale 


io  dem  Ausdrucke  der  Stabilität  an. 

Die  horizontale  oder  .  vr  asser  passe  Axe  der  Wasserlinie  ist 
die  Aze  der  ^  eine  auf  derselhen  senkrecht  stehende  horizontale 
gerade  Linie  ist  die  Axe  der  ond  eine  unf  diesen  beiden  Axen 
senkrecht  stehende  vertikale  gerade  Linie  die  Axe  der  tu  Den 
Anfangspunkt  der  \\\^  verlegen  wir  in  einen  der  beiden  Endpunkte 
der  AlXc  der  Wasserlinie,  und  a  \vX  die  jederzeit  zu  messende 
md  als  poeitiv  in  hetradltende  Länge  der  Ase  der  Waaaerlinie. 
Die  poBittFen  9  werden  naeh  ehen  hm  angenomnen. 

Ist  die  Wasserlinie  eine  naeh  einem  heatimmten,  doreh  eine 
^eichang  auszudruckenden  Gesetze  gekrflnunte  Corvea  ee  liest 
eich  natOrlich  das  lotegral 


■ach  den  bekannten  Regeln  der  Intc^^r.ilrecbnung  entmd^elny 
weichen  Fall  wir  sunächet  durch  obige  leichte  Beispiele  erlftutem 

wollen. 

1.  Die  Wasserlinie  sei  der  rmfani;  des  Kechlecks  ABCD 
in  Taf.  II.  Fig.  13.  Die  Llingenaxe  sei  a,  die  Breitenaxe  dagegen  6. 

Ffir  die  Stabilität  in  Bezug  auf  die  Längenaxe  ist  : 

alw> 

und  folglich  .  . 


Bezeichnen  wir  nun  den  Flächeninhait  des  Rechtecks  ABCD 
durch  Jf  so  ist  und  folglich  l&ir  die  Längenaxe: 


Fflr  die  fiereitenaie  bt  eben  so: 


loeefern  a>  &  ist,  ist  des  latslere  Intsgnl  grilsssr  als  dss. 
efstere. 

2.  Die  WasserÜDie  sei  der  Urnfane  des  Rhombus  ABCD  in 
Taf.  11.  Fig.  14.  Die  Längenaze  sei  a»  aie  Breiteoaxe  dagegen  6. 

Für  die  Langenaxe  ist,  wenn  man  zuvurderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachtet,  in  welche  der  Rhombus  ABCD  durch 
die  Breiteoaxe  getheilt  wird: 


also 


1b 


ond  felglich 

9b*     P        *  26» 

«(O)«0c=~scy(Ä(f))»ac=^; 


wanuw 


Beseiehiiai  wir  «u  den  FlSdieninhalt  des  Rhonboa  ABCD  dmch 

J,  80  ist  bekaontiich  J=z^ab,  also 

und  iblgÜch  fllr  die  Längenaze: 
Für  die  Breitenaxe  Ist  eben  so: 


i_.iyu,^uo  Ly  Google 


iMoAn  c>^  'mt,  ist  dM  lelBim  lotegnl  grOaier  abi  daa 

«fstere. 

3.  Die  Wasserlinie  sei  der  Unifangr  der  aus  den  beiden  glei- 
ckien  paraboliacheo  Segmenten  AßC  und  ADV  in  Taf.  U.  Fis.  15., 
dem  Scheitel  B  nd  />  sind,  snsammeogeMtsten  Figur  AßCD. 

Der  Parameter  der  betreffenden  Parabel  sei  p,  die  Längen- 
WM»  and  die  Bfeitamze  seieo  mpecfiye  a  und  6. 

Fir  die  Liagenaxe  ist,  wenn  wir  zii¥8rderet  liloss  eine  der 
beiden  Hilfteo  betrachten,  in  welche  die  Figur  ABCD  ducli  die 
BreUena»  geCbeilt  wirdt  nach  der  Lefaie  von  der  PmbMx 

iIm 

Felglicli  ist 
«der 
d.  i. 
Weene 

4« 


folgt.  Weil  Dup  fibet 


1   ,         o«    1  2Ä 


lit>  M  ist 

•    .  i      .       '  / 

BezeichDcn  wir  den  FlScbeninhalt  der  Figur  ^ABCD  durcli  J,  9o 

2  112 

ist  tMluuiBtljcli  /=;x4.%*a:a- iaIa^*      \  ^ 

uod  folglicli  Ar  die  Längenaze: 

Für  die  Breite oaxe  ist,  wenn  wir  wieder  zuvörderst  bloss  eine 
der  beiden  Hälften  betracliteD»  in  welche  die  Figur  AB  CD  durch 
die  LSngenaze  getiieUt  wird,  nach  der  Lebte  von  der  Parabels 


feigfich 


alse,  wie  man  ieicfat  findet: 

*  i     '  •  • 

y^'tf(0)'9c=^^Vi5s: 

o 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

a*  2 

ist,  se  ist 
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ud  folglicb  liir  die  Breiteoaxe: 


o 


iMofern 


et  ist  daa  letztere  Integral  grO^ser  aU  das  erstere. 

4.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  der  Ellipse  ABCD  io 
laL  IL  Fig.  It).  Die  Läugenaxe  und  die  Breitenaxe  seien  respec- 
tife  2a  und  26. 

Für  die  Längenaxe  ist,  wonn  wir  zuvorderst  bloss  eine  der 
't-iden  Hällteri  betrachten,  in  vvelclie  die  Ellipse  durch  die 

Breiteoaxe  getheilt  wird: 


•«(C)=-5V>-(»-£)» 


•te,  wenn  wir      (=:z  aetiea: 


Ä(J)=s5(a-»). 


•In 


and  folglich 


eioer  bekaaoteo  RedpctioosfonDel  ist 


iL 
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o 

MgUeh 

oder,  weil  der  Flächeninhalt  E  der  ganzen  Ellipse  durch  die  For* 
nel  Bssabn  dargMtollt  wird. 

Daher  iüt  für  die  L&ngenaze: 


• 


Gant  eben  «e  ist  iiBr  die  Breitenaze: 


Insofeni  2a>26  ist»  ist  das  letstore  Integral  grueeer  als  das 
erstere. 

Wir  wellen  uns  mit  den  vorhergehenden  Beispielen  begnügen, 
weil  diese  schon  für  uosern  Zneclc  hinreichen.  VVeil  man  nlm* 
lieh  die  Wasserlinie  eines  Schiffs  in  den  meisten  Fällen  mit  dem 
Umfange  einer  der  vorher  betrachteten  Fieurea  wenigstens  annähernd 
als  siisammenfkllend  zn  beCraeliten  Ah  beieelifigt  haltsn  daiC 
so  geht  mittelst  des  Vorhergehenden  ans  einer  einlgennaasen 
ser^iltigen  Betrachtung  der  Formel 

e=i5|Ve+j^  /""(ÄOW.Arcf 

auf  der  Stelle  die  Ridiiisk^  der  schon  oben  ansgesprocbenen 
Behaaptnng  hervor,  dass  Ml  AlimmeineQ  die  Stabilität  der  Schiffe 
in  Bezug  auf  die  Breifenaxe,  oder  die  Stabilität  bei'm  Stampfen, 
grüsser  ist  als  die  Stabilität  der  Schiffe  in  Bezug  auf  die  Längen- 
axe,  oder  die  Stabilität  bei'm  Rollen  oder  Schlingern»  alle  son- 
stigenUmstindenatarilehin  beiden FlUen  als  gleich ▼onrasgesetst,  und 
dass  es  daher  nur  darauf  ankommt,  den  Schiffen  eine,  um  sie  vor 
Unfällen  möglichst  sicher  zu  stellen,  liinreichende  Stabilität  in 
Bezug  auf  die  Längenaxe  zu  verschaffen,  weil  dann  die  Stabilität 
in  Bezug  auf  die  Breiteiuqce  schon  von  selbst  eine  hinlängliche 
Grosse  haben  wird. 
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Wenn  die  Wasserlinie  iiarh  keinem  liostimmteri  diirrh  «•ine 
Gleichung  ausdrückbaren  Gesetze  gekrümmt  ist,  weiches  der  in 
der  Praxis  eigentlich  nur  allein  vorkommende  Fall  ist,  so  lässt 
flieh  der  Werw  de«  bestimBiten  Integrati 


nur  nSbenin^sweise  bestimmen.   Za  dem  Ende  theile  man  die 

Aze  o  der'  Wasserlinie  in  eine  grossere  oder  geringere  Anzahl 
von  Th(»ilen,  und  messe  sowohl  die  Abstand«»  der  einzelnen  Theil- 
puakte  von  dem  Aotanjespunkte  der  Axe  der  Wasserlinie,  als 
ancb  die  den  einseinen  Theilpunicten  entsprechenden  W' erthe  voo 

^(;r).  Dann  kann  man  nach  einer  der  in  der  Abbandliinir  Nr,  XX. 
im  Archiv  der  Mathematik  und  Pbysik.  Tbl-  \IV.  ent- 
wickelten Methoden  zur  nUherungswt'i.scn  Ermittelung  der  W'ertbe 
bestimmter  Integrale  den  Werth  des  Integrals 

Iterechnen«  und  wird  denselben  im  Allgemeinen  desto  genauer  er- 
halteo,  je  grüs>^PT  die  Anzahl  der  in  der  Axc  der  W^asserlinie  an* 
genommenen  TBeilpunkte  ist.  Ceber  diese  Methoden  hier  uns 
weiter  zu  verbreiten,  ist  vriHig  ubcrflustiig,  w  eil  in  der  angeführten 
Abbaodluog  schon  alles  ^iüthige  üUer  dieselben  gesagt  worden  ist; 
end  wir  bemerken  daher  nnr  noch,  dass  man  sich  nach  unserer 
Meinung  her  wirkruben  Anwendungen  am  vortheilhaflesteo  der 
Cotesischcn  Formeln  bedienen,  und  also  die  Axe  der  W^asser- 
linie  in  eine  grossere  oder  iieringere  Anzahl  gleicher  Theile 
eintheilen  wird;  je  grösser  die  Anzahl  dieser  gleichen  Theile  ist, 
deeto  genauer  erhSIt  man  im  Allgemeinen  das  gesuchte 'Resultat, 
and  vml  man  dann  mit  den  Cotesiecheu  Nahcrungsfbrmeln  wuch 
die  aus  der  angeführten  Abhandlung  gleichrnlls  liekannten  Ntirlifig  - 
achen  Correctionstormeln  verbinden,  so  wird  dies  zur  Erhübung 
der  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  noch  wesentlich  bei- 
tragen. Dass  man  aber  auch  die  (lauss'ischen,  aus  der  angefiibr* 
ten  Abhandlung  gleichfalls  ihren  Grund/.ügen  nach  bekannten 
Käherungsformetn  in  Anwendung  bringen  konnte,  \ ersteht  sich 
▼on  selbst ;  jedoch  würde  dies  nicht  so  einfach  sein,  w  ie  die  An^ 
Wendung  der  vorher  genannten  Formeln.  Die  allgemein  liekamite 
sogenannte  Simpson'sche  Nliberungsformel  (a.  a.  O.  S.  201.)  ist.  . 
frmicr  meistens  bei  dergleichen  liechnungen  in  der  SchifTsbaa- 
kunst  in  Anwendung  gebracht,  und  namentlich  von  (  hapman 
(Traitä  de  la  coostruction  des  vaisseaux.  Paris.  i839. 
4.  p.  !•  etc.)  dazu  empfohlen  worden;  jedoch  scheint  mir  dies 
weder  so  einfach,  noch  so  genau  zu  sein,  als  die  directe  Anwen- 
dung  der  Cotesicheri  Näberungsformeln,  wenn  mari  namentlich  mit 
denselben  noch  die  wicbtigeo  Stirlingschen  Correctionsformeln 
verbindet. 

Tbsfl  UT.  T 


IV.  Ferner  kommt  es  jetzt  mif  die  BeillBniMg  dee  Toln- 

meni»  V  an,  und  wir  wollen  daher  im  ÄUgeBieuieD  zeigen,  nie 
sich  (las  Volumen  eines  beliebigen  Kurpers  am  besten  annähernd 
bestimmen  liisst,  wovon  dann  unmittelbar  die  Anwendung  auf  die 
Bestimmung  des  Volumens  TO'  gemacht  werden  kann ,  onne  dass 
wir  darüber  noch  besondere  Enlaterungen  den  aligemeinen  Ent- 
wickeluDgen  hinzuzuffigen  braaefaen  werden. 

Durch  den  uegebeneu  Körper,  dessen  Volumen  wir*)  über- 
haupt durch'  F  hezeichneo  wollen,  lege  man  eine  gerade  Linie 
hindurch,  die  wir  die  :r-Axe  nennen  wollen.  Die  Länge  des  auf 
dieser  Axe  von  der  Oberfläche  des  Körpers  V  abgeschnittenen 
Theils  Mrrde  durch  a  bezeichnet,  und  in  den  einen  der  beiden 
Endpunkte  dieses  Theils  lege  man  den  Anfang  der  a: ,  indem 
man  zugleich  die  auf  •  sdlbat  liegenden  s  als  positiv  betrachtet 
Wird  dann  der  Flächeninhalt  des  im  Allgemeinen  dem  Endpunkte 
der  Abscisse  .r  entsprechenden,  auf  der  j*- Axe  senkrecht  ste- 
henden Schnitts  des  Körpers  V  durch  Fs  bezeichnet,  so  ist,  was 
hier  kehier  weiteren  Erläuterung  bedSrfen  wird: 


Theittman  also  a  in  eine  grossere  oder  geringere  Anzahl  von  Thef- 
len,  und  bestimmt  sowohl  die  Entfernungen  der  einzelnen  Theil- 
punkte  von  dem  Anfangspunkte  der  :r,  ais  auch  «li«^  diesen  Tbeil- 
punkten  entsprechenden  Werthe  von  ix,  d.  b.  <lie  Flachenraume 
der  denselljen  entsurechenden ,  auf  der  a:-Axe  senkrecht  stehen- 
den Minitte  des  KOrpers  V,  so  kann  man  mittelst  der  bekann- 
ten Näherungsformeln  zur  Ermittelung  der  Werthe  hestimniter 
Integrale  das  Volumen 


näherungsireise  berechnen,  im  Allgemeinen  mit  desto  grösserer 
Genaui^eit,  je  grosser  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  a  angenom- 
menen Theilpunkte  ist 

Um  nun  aber  überhaupt  den  Flächeninhalt  Ix  eines  beliehi* 
gen  der  In  Rede  stehenden  Schnitte  des  Körpers  V  zu  beetim- 
men,  lege  man  durch  diesen  Schnitt  eine  beliebige  gerade  Linie 
hindurch,  welehQ  wir  die  tf-Axc  neiuien  wollen,  bezeichne  den 
auf  dieser  Axe  von  dem  Lmfange  des  Schnitts  Jx  abgeschnitte- 
nen Theil  dvrch  6,  lege  den  Anfang  der  y  in  den  einen  der  bei- 
den Endpunkte  dieses  Theils .  und  betrachte  die  auf  b  selbst  lie- 
genden 1/  als  positiv,  nezelrhnen  wir  dann  die  Lün^o  der  im 
Allgemeinen  dem  Endpunkte  der  Abscisse  y  entsprechendeo,  auf 


*)  Ohae  alle  Bcxiehnag  auf  die  früher  gebrauchteo  Bezeichnnogen. 


iBfän  tmiknM  Mkmä^  Sehne  e4er  Clmd»  4ea  Seboitto 
^^in^^,,  so  kt»  was  Her  k^er  weiteren  Ediotenng  be- 


■iwMi  man  nm  wieder  die  Linie  b  ui  eine  gcfiasere  oder  ee- 
lii^m  Anzahl  Ton  Theilcn  ih&h,  und  sowohl  die  Kot- 
hm^en  der  cinzeloen  Theilpunicte  von  dein  AnCangHpunlcte  der 
y,  ai«  auch  ilie  diesen  Theilpunktcn  eDtsprechenden  Werthe 
ttt  fy,  d.  h.  die  Längen  der  denselben  eutsitrechcuden ,  aui'  der 
fäit  senkrecht  stehenden  Sehnen  oder  Uhorden  von  Fs  be* 
rifanst«  SS  kenn  awn  isittelst  de?  bekannten  NMieniiiisrsraiels 
■r  itwuMm^  der  Werthe  beetimmter  Inte^sle  den  Flftcksn 


berechnen,   im  Allijenieiiien  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je 
[  ^üät»er  die  Aozabi  der  auf  der  Linie  6  angenotuiuenen  Tbeil- 
fukte  ist  ' 


sieht  man  also»  wie  man  sieb  in  Alfgemeinen  bei 
^  Bihsmngsweisen  Bestimmung  des  Volumens  F  su  verhalten 
^t,  iras  nun  auch  unmittelbar  auf  die  Beatinimung  des  Volnmeos 
^angewandt  werden  kann. 

V.  Endlich  kommt  es  nun  noch  auf  die  Bestimmung  der 
Gf6Me 

p 

10 

1  iB,  wo  f'  und  F  sich  auf  das  System  der  ^rj^  oder  ein  anderes 
l^ßebiges  demselben  paraiieies  Coordinatensystein  beziehen  kon- 

tr 

leo.  Weil  diese  Gr«"isse  aus  den  swei  Tbeilen  y'  und  V  besteht, 
''haben  vrir  uns  mit  der  Hestimmnng- eines  jeden  dieser  beiden 
Ikeilt  besonders  zu  beschäftigen. 

Was  zuerst  die  Grösse  y'  betrifft,  so  wird  dieselbe  durch  die 
IsGmmuo?  des  Scbu erpunkts  des  homogenen  Kür(»ers  T^)'  erhal- 
und  wir  »vollen  naher  im  Allgemeinen  zeigen,  wie  der 
^«rcrpankt  eines  beliebigen  bomogeoeo  Körpers  am  besten  durch 
Hfttrug  bestimmt  werden  kann,  was  dann  unmittelbar  auf  die 
IniMsoDg  des  Schwerponkts  von      mä  deisMieb  der  CIrOsse 

T  angewandt  werden  kann,  und  hier  nach  den  gegebenen  allge- 
^oen  Lntuickelungcu  eiser  besoodereu  Erläuterung  nicht  wei- 
ter bedürfen  uird. 

7' 
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» 

Durch  den  gesebeMo  KSrpcr,  dessen  Vohnnen  wir  im  AU- 

Semeinen  darch  T  bezeiclinen  woUen,  lege  man  droi  auf  eioan- 
er  senkrecht  stehende  Axen  der  z,   und  bezeichne  die 

ersten  Coordinatcn  der  beUien  Durchschnittspunkte  der  Axe  der 
X  mit  der  Obcrflärbe  des  gegebenen  Korpers  durch  a  und  6,  in- 
dem zugleich  angcuuniraeD  wird,  dass  a  kleiner  als  6  seL  Die 
Coordinaten  des  gesuchten  Schwerpunkts  des  gegebenen  homoge. 
nen  KOrpers  in  dem  aneenommeneo  Systeme  seien  X,  Y, 
wobei  eine  Besiehung  dieser  Bezeichnungen  zu  den  früher  ge 
brauchten  Bezeichnungen  nicht  JStatt  findet,  indem  die  vorliegend^ 
Untersuchung  ganz  allein  steht,  und  von  uns  inö^rlicbst  allge< 
mein  gehalten  werden  wird.  Den  Flächeninhalt  des  im  Allgej 
meinen  dem  Endpunkte  der  Coordinate  x  entsprechenden,  an 
der  Axe  der  x  senkrecht  stehenden  Schnitts  des  Körpers  F ,  m 
dem  derselbe  als  Function  von  x  betrachtet  wird,  bezeichne  man 
durch  Fx,  und  denke  sich  das  Intervall  b-a  in  n  einander  gleiche 
Theile  getheiit,  deren  jeden  wir  durch  t  bezeichnen  wollen,  ^ 
dass  also 

n 

ist 

Setzen  wir  nun  der  Kflrze  wegen 
lind 

3e=i(a  +  ^OF.  +  »(n  + 1-  t)F^t\i{fi  +  ^()ta\vi\ .... 

so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte,  indem  man  im  Folge» 
den  bei  allen  Grlin/en  voraussetzt,  dass  n  sich  dem  rnendlichei 
oder,  was  Dasselbe  ist,  i  sich  der  Null  nähere,  offenbar: 

A=Limsz  = 


AugeDSchelnllch  ist  aber 

folglich,  weil  nach  einem  bekannten  Satse 


F^X=-Lmd{  Fa  +  Fa^ii-Faitf  +  ...  +  Fa^ui\ 
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Ferner  ist 


3e= 

t(aF.^(a<H:)FM4-|-<a-|-2i)F.4«i  + ....  +  (a+(ii-l)OF<H^  (»-1)4» 

4- ^t.ttF« -I- F«f«-|.  F.4^+ ... -f  F»H^K), 

also  nach  dem  Vorhergehendeo 

Lim  36  = 

— Lim  LiiD.iF, 

folgBeb  naeb  einem  lieiauiBteD  Satse,  aod  weil  oieobar 

Lim.t6F*=0,  Lira.iFsO 

ist: 

m 

Also  ist  nach  dem  Obigen 
oder 
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Bezeidmeo  wir  jetzt  den  gehSrigr  als  positiv  oder  als 
betrachteten  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Seholtts  Fs  von  der 
Ebene  der  xi  darch  /«,  und  aeteea  der  Kfirze  wegen 

9;=t/«Fa-f  ^<Fa^l*f  t/o^F«^  +  >..'\rif^^{n^i\1F^\xm^^M9 

00  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwer|rankte  offenbar 

y_I  i„  3?_  Lima? 

Nun  ist  aber 

3?  =  i\faFa  +  /a+iFof  i+  fa^^iFa^^i  +  ...  +  fa\^iFa^ni\ 

also 

hmAifUFm^f^F^^  f^^Fu^'^...  -l-f^  mF^\ 

folglieb  nach  einem  befcanaten  Saise,  und  weil  offenbar 

Van.ißFk=tO 


iat: 


Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

y  %/  •  

Jm 

oder 

Bezeichnet  nun  ips  den  gchurig  als  positiv  oder  als  negativ  be 
traclitcten  Abstand  des  Schueruunkts  des  Schnitts  Fs  von  dei 
Ebene  der  xy,  so  ist  auf  ganz  ftnnlicbe  Art  wie  vorher : 


Digiiized  by  Google 


103 

a  

=  -pi  

J. 

g  

==        y  • 

Also  babea  wir  zur  BestimmuBg  der  gesuchten  Coordinateo 
Xt  y,  Z  dm  Schwerpunkts  de»  homogciüen  Kurpdf«  V  di«  fot- 
gmdeo  Fonn«lii: 

xFgdx              I  fgF^  I  (pxFxüx 

_    y^t/  •  y— 


/»*  /»6  /»ft 

Setzen  wir 

ffssfg»  zss^,;. 

wo  also  2  die  als  Functionen  von  x  betrachtete  zweite  und 
dritte  Coordinate  des  Schwerpunkts  des  Schnitt»  Fs  bezelvhaen, 
MO  ist: 

f*  xF^  Pi/Fsdx  f^zFJdx 

Fäds  F,ax  - 


oder 


Wegen  der  ia  diesen  FeimelD  TorkoniBienden  Grffssen 


i_.iyu,^uu  Ly  Google 
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babeii  wir  Don  noch  zu  zeigen,  wie  fiberhaupt  die  Coordinatef 
des  ScbwerpmikU  einer  ebeneo  Figur  beetiranil  werden  könoeB.! 

Zu  dem  Ende  lege  mau  durch  die  gegebene  Figur,  deren  Fiä* 
cheninbalt  durch  F  bezeichnet  werden  mag,  zwei  auf  einandei 
senkrecht  stehende  Azen  der  x  und  y  binonrch»  so  dass  die  Axc 

der  X  die  Figur  F  in  zwei  Theile  theilt,  welche  wir»  jenacfaden: 

in  ihnen  die  positiven  oder  die  negativen  v  liegen ,  respeetive  dei^ 

tositiven  und  den  negativen  ThciT  der  Fiiinr  F  nennen  wollen 
leberbaupt  mag  derAbscisseor  in  dem  ocsitiven  Theile  die  Ordinate 
Vxf  in  dem  negativen  Theile  die  gleicnfalis  als  positiv  betrachtete 
Ordinate  y'x  entsprechen.  Die  ^suchten  Coordinaten  des  Schwer 

Kokts  der  Figur  F  seien  Ä,  r ,  und  die  Abscissen  der  b^deo 
irchscfanlttsimnktc  des  ümfangs  der  Fii;ur  F  mit  der  Axe  dei 
a:  seien  a  una  b ,  so  dass  a  kleiner  als  6  ist.  Das  Intervall 
theile  man  wieder  in  n  gleiche  Theile  ein,  und  setze 


wo  i  eioc  positive  Grösse  ist. 

S^ien  wb  nan  der  Kflrse  wegen 

and 


2,1  1 


2ft  --  1 


so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

y    - .    9£  Lim3E 

^=*^'"*5  =  Li5j  • 

Es  ist  aber 
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F=  Liin5 

-I-  Lim .  +y.  f  ^+ ...  +^^^(1^-1)1) 

=  Lini.t(y.4-i/„4^,  + y^,„.)  * 

+  Lim  .  %'a  +  y'a  f    I  l/a^rtß  +     +  ^  « »  «i) 

—  Lim .  iyk — Lim .  iy'k » 
ib  oacb  eioem  bekaooten  8aUe  uod  iveil  offenbar 

Liin.ijfA=0,  Liiii.iy'«=U 

•  •  • 

fcfwr  ist 


r 


aiso 


Lim3€= 

^  i.  Mdi  emm  bekannten  Satxe,  und  iveil  offenbar 
Lim  .iF=0,  Lim .  t%*  ^ y»)  0 

oacb  dem  Obigen 
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_  «   

oder 

Setseo  wir  ferner  der  Kifse  wegen 

X  =  |%*«+^        +  ^         +  •••  +  ^  «^*«+  (— 1)< 

CO  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 
Nun  bt  aber 

d.  i.«  wie  sogleich  erhellet« 

Um3l=2j   a^^'^-^'^y  ^^'^^^^J 
folgUch 

oder 


IÜ7 


Fäj  j|i  


Man  hat  aUo  Jetzt  zur  Be.<ttiniinung  der  ge8iichten  Cuordlna 
tco  X,  Y  des  iScCwerpunkttf  der  ebenen  Figur  F  die  fulgeudcu 
Formcfai: 


oder 


-»«-^  F  »     ^  =  2""^ — 7«  

Bei  der  Kinrichtiinf^,  wefcbe  vm  alle«  vorhergehenden  For- 
meln hier  gegdieii  liabeTi .  kann  es  mcbt  dem  geringsten  Kurcifel 

onterlicg^cn,  'wie  man  dieselben  zur  Bestimmung  des  Schwerptinkts 
des  homogenen  Krirpers  V  mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  zur 
annähern(len  Ermittelung  der  Wertbe  bestimmter  Integrale,  und 

alfio  aueh  zur  Bestimmung  der  Grosse  y',  anzuwenden  hat.  Wei- 
tere ErlSuteruogen  hieröber  würden  an  diesem  Orte  unnätEe  Weit- 
läuügkeit  sein,  da  man»  wie  gesagt,  den  einzuschlagendea  Weg 
anT  der  Stelle  fiberaieht 

Endlieh  ist  nan  noch  die  Beetlmmmig  der  in  dem  obigeo  Aas 
druck  von  o  Vorkommcoden  Grosse  Ffiorig.  Diese  Bastimmung 
erfordert  die  Ermittelung  <Ie8  äcbvrerpunkts  des  ganzen  als  ein 
ungleichförmig  dichter  Körper  betrachteten  Schiffs,  und  ist  eben 
deshalb  eigentlich  die  weitläuügste  Operation  bei  der  ganzen  8ta- 
bilitStsbestimronng  des  Schifis.  Desseaangsaebtet  kSnnen  wir  Aber 
diese  allerdings  weitläufige  Operation  hier  nichts  weiter  sageo, 
indem  alle  dabei  zu  befolgenden  Kei^elri  durch  die  aus  der  Statiic 
bekaimte  allgemeine  Theorie  des  «ScLwei'puokts  volUtäid^  an  die 
Haod  gezeoeB  irerdeo«  Immer  wird  roaa  aber  das  ganze  ScbilT 
IQ  verscinedene  Theila  serlegen  müssen,  welche  mit  möglichster 
Annäherung  als  homogene  oder  gleichtormig  dichte  Körper  be- 
trachtet werden  können,  wird  nach  dem  Vf>rliergehenden  die 
Schwerpunkte  dieser  einzelnea  boraogeaeD  Theüe  des  Scbiffö  jcu 
soeben»  nod  darans  aacb  den  albreroeln  lielcannten  Foimehi  ans 
der  Theorie  des  Schwerpunkts  aul  den  Schwerpunltt  des  ganten 
Schiffs  zu  schliessen  haben.  Je  nu  lir  (ieiiaiiiiikfit  man  zu  erreichen 
i>eabsi<>htigt,  desto  w  eitl&uif i;«^  und  eeitraiil>eT)der  wird  oatürlicb 
dtteae  Operation  werden,  mancherlei  Abkorzungen  worden  sieb 
aller  bei  der  wirlcKelMn  Annfldifong  derselben  von  selbst  nrgebea 
über  welche  sich  im  Voraos  etwas  Allgemeines  nicht  feststellen 
lässt,  weshalb  wir  nns  bisr  mit  diesen  Mpenigen  Andentungen  be- 
gnügen müssen. 
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Mit  der  Lehre  von  der  Stabilität  der  Schiffe  hangt  ein  ande- 
rer für  die  Scbifföhaukiinst  sehr  wichtiger  Gegenstand  nahe  zu- 
samineB»  den  wir  hier  fifr  jetzt  jedoch  nur  Ton  seioer  allgemeinen 
tiieoretischen  Seite  betrachten  wollen ,  ohne  uns  auf  specielle  An- 
wendungen, die  wir  späteren  Untersiichuni^en  vorbehalten,  hier 
schon  einzulassen;  wir  ineinen  nämlich  die  Gesehwindii^Ueit .  mit 
welcher  das  aus  seiner  ruhigen  Gleichgcwichtslugu  uut  dem  Was- 
ser gebrachte  Schiff  in  jene  Lage  wieder  zorfiäkehrt,  oder  die 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  es  rollt  oder  stampft.  In  dieser 
Beziehung  pflegt  man  das  Schiff  mit  einem  einfachen  Pendel  zu  ver- 
eleichen,  welches  seine  Schwingungen  ^nz  in  derselben  Zeit  vollen- 
det wie  das  rollende  oder  stampfende  Schiff  seine  oscillatorischen 
Bewegungen  anf  dem  Wasser.  Je  langsamer  diese  Bewegungen 
vor  sich  gehen,  d.  h.  je  grösser  die  aul  die  Vollendung  derselben 
verwandte  Zeit,  oder  je  länger  das  dem  Schiffe  isochrone  ein 
fache  Pendel  ist»  desto  vortheilhafter  ist  es  natürlich,  desto  we- 
niger werden  dem  Schiffe  seine  osciUatorischeo  Bewegungen  auf 
dem  Wasser  Gefahr  bringen,  und  desto  mehr  wird  dasselbe  fiber- 
haapt  seinem  Zwecke  entsprechen. 

DenlMn  wir  uns  jetst  aiivSrdent  gana  im  Allgemeinen  ein  Sy^ 
stem  auf  ihre  Schwerpunkte  reducirter  Massen 

^»    ^l»  f/l4»»m$ 

weiches  sich  um  die  feste  horizontale  Axe  der  z  als  Drehungsaxe 
in  einer  nscilintorischen  Bewegung  (befindet;  so  hallen  wir  nach 
}.  3.  bekauuUich  die  Gleichung 

2;f « t  ^     ^ ) = 2.  /« (a;  r  -  y Jf) . 

Bezeichnet  nun  'lg  die  Intensität  der  auf  die  Masseueinbeit  bezo* 
geoen  Schwere»  und  sind 

P»  Pl»  P%P  P%9  P%»"" 

gewisse  an  den  materiellen  Punkten 

>  i^H» 

stets  nach  vertikalen  Richtungen  wirkende,  natürlich  mit  den  ge* 
hörigen  Zeichen  genommene  Kräfte;  so  ist  offenfaMr »  wenn  man 
sich  nur  ans  §.  3.  an  die  Bedeutung  der  Symbole 

erinnert: 


109 

O.    B.  W. 


alM  nach  {.  ^ 


U.    8.  IT. 

Folglieh  ist  •ffenbar 

» 

also  nach  dem  Obigen 

Bexeicbneo  wir  aber  dorcb 

die  EntfemuDgen  der  malerielien  Punkte 

m,  ;//| ,  «ij,  ?/<3,  //I4,  .... 

von  der  borizootalen  Drebungaaxe,  und  durch 
die  am  Ende  der  Zeit  <  von  den  Linien 

mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen  Win- 
l(el,  indem  man  alle  diese  Winkel  von  dem  positiven  Tlieile  der 


IM 

Am»  der  x  «n  darcii  dm  rechte»  Winkel  (xff)  bmdnrcb  nech 

positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  zählt;  so  ist  offenbar,  wenn 
wir  als  einen  ReprSsentanten  der  übrigen  bloss  dea  materieUeil 
Punkt  m  ins  Auge  fassen,  in  völliger  Ällgemeinbeit: 


also 


&r  .     dcp     dy  dm 


und 


rsinyg^-rcüsy^^^^  . 

folglich,  wie  man  leicht  findet: 

und  daher  nach  dem  Obigen 

Bc/.cichnen  uir  nun  die  Entleruung  de«  iSchwerpunkts  des 
Systems  der  Mausten 

^9  If^l*  ll^>  l^H»  1M|^,>*«* 

von  der  bori/.oiitulen  Drehungsaxe  durch  R,  und  durch  <Z>  den  auf 
dieselbe  Wei  86  wie  vorher  genommenen  Winkel,  welchen  am  Ende 
'der  Zeit  t  die  Linie  /i  mit  dem  positiven  Theile  der  Ax6  der  M 
einschliefst;  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkt 

mx  ^  Wi.r,  -\^i/i^.r2  1-  m^x^  ^'^^ 
m     Ml  +  Wlj  +  7/1«  +  '«3  +  •••• 

**"  in  f  W|-f  11IS|<|*  8^'|-.... 

2;,m-co»ip_ 

und  folglich 

aleo  nach  dem  Obigen 
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Wfüiber  die  Winkel  cp  und  O ,  «nd  eben  so  die  Wnltel  qpj  und 
fi  und  O,  93  und  <P,  u.  s.  >v.  immer,  d.  h.  für  jedes  um 
ti^be  constaiUe  Gcusae  voo  einander  verschieden  sind,   »o  ist 

a^_a«<p    v^__d^  c^_s*o 


umI  folglich  nach  dem  Vorbergeheodeo : 

Als  ein  System  wie  das  so  eben  betrarhtote  liisst  sich  neni«^ 
!4ens  näherungsweise  ein  Schiff  auf  dem  Wasser  ansehen.  Hei 
loeodlich  kleinen  DrehungswinkelD  kann  man  Bämlich  wenigstens 
Bäberungsweise  aDDehmen ,  das«  die  das  Schiff  aollicitirende  Kraft 

+  6' immer,  d.  h.  bei  allen  Lagen  des  Schiffs,  in  dem  Schwer- 
punkte des  eingetaucht  eil  Theils  bei  der  ntbigen  Gleichgewicbta* 
des  Schiffs  auf  dem  \V asser  wirke,  und  icann  unter  dieser 
^oraijüsetziini;  im  V  orhergeheiiflen ,  indem  m  als  im  Schw  er[)unkte 
«ie«  eiosrtaiK  hten  Theils  hei  der  ruhigen  Gleichgewichtslage  des 
Sehlis  auf  dem  Wa^i^er  helindlich  augeoommcn  wird, 

od 

;j|  =/>ji=ft =P4= ... = 0 
wtiei,  wodurch  die  obige  Gleichang  in  die  Gleichung 

«<icr,  weil 

^>  io  die  Gleichaog 

Xmt^.  ^^=:C(rco»9— ÄCO80) 
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Die  horisoDtale  Drehungsaxe  wollen  wir  nnn  in  der  doreli 

den  Schwerpunkt  des  ganzen  Schiffs  nnd  den  Schv^erpunkt  des 
eiogetaachten  Theils  des  Schiffs  bei  seiner  ruhigen  Glcicngewichts- 
iage  auf  dem  Wasser  gehenden  Vertikalebene  annehmen,  und 
wollen  unter  der  Vorausi^etzung,  das»  die  Stabilität  des  Schiffs 
positiv  sei«  die  Lftoge  eines  einfachen  Pendels,  welches  seine 
^chuinpangen  ganz  auf  dieselbe  Weise  vollendet  ^vie  <Ier  untere 
der  beiden  Theile,    in  uolche  die  durch  den  Schwerpunkt  de» 

Sanzen  Schiffs  und  den  Schw  erpunkt  des  eingetauchten  Theils  bei 
er  mhigeo  Gleichgewichtslage  des  Sehlb  auf  dem  Wasser  ge- 
hende Vertikale  durch  die  horizontale  Drehungsaxe  getheilt  >vird» 
die  seiniiren,  durch  L  bezeichnen.  Dann  müssen  wir,  um  diese 
Pendellänge  zu  bestimmen,  die  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

Der  Fall,  dass  an  dem  Schiffe  die  Kraft  —Cr  oberhalb,  die 

Kraft  \  G  unterhalb  der  Drehungsaxe  wirkt,  kann  nicht  vorkom- 
men, weil  dann  offenbar  die  Stabilität  nicht,  wie  doch  vorher  an- 
genommen worden  ist,  positiv  sein  könnte. 

Wenn  die  Kraft  —  G  unterhalb ,  die  Kraft  G  oberhalb  der 
Drehungsaxe  wirkt,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  all- 
gemeinen Gleichung 

auf  der  Stelle  die  Gleichang 

^5i«=-2ycos<»» 
und  da  nun  nach  dem  Obigen 

.   £tttr^  .-gjj-s  C  (rcosy — Hcoa0) 

ist«  so  erhält  man  durch  Division 

£/nr^  G  (rcosqp  —  ^cos  0) 

L  ~"  2^co»4> 

^^un  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 

9c=<P  — 9r,  cos9=—- cos<P; 

also 

Ferner  ist  aber 


w 


A'i  =  UcosO,    Xj  =  rcotaq}     —  rcos<P ; 


i_.vju,^uu  Ly  Google 


IIS 

also 

« 

und  fniglicb,  weil  nach  jj.  0-  bekanntlich 
Ut: 

e=6?(r  +  Ä)cos<I>, 

G(r+Ä)=e8ec<I>. 
Daher  ist  oaeb  dem  Obigen 

£mi»     0  ^ 

TT  = 

Offeobar  ist  aber  in  diesem  Falle 
also 

G08<^=8hiM,  sectf^=eosec«$ 

folglich 

Wenn  die  Krifie  —      mul  4      beide  unterhatb  der  Dre- 
finngsnxe  wirken ,  so  ergiebt  sich  aus  der  obeo  bewiesenen  allg** 

meioeo  Gleichang 

*  £mr*,  ^  =s  £prcoBq> — 2gR  cos  0£m 

wieder  auf  der  «Stelle  die  dleichung 

und  da  nun  nach  dem  Obigen 

Zmr^ .       =  G(rcosg>  —  Rcos  0) 
ist,  so  erhält  man  durch  Division 

>  Theil  \V.  « 
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JNun  ist  aber  in  diesem  Falle 
also 

£mr^  G{r—R) 


Ferner  tat  aber 

Xi  SS  £coe<9y  jTi  ^  i^co89  ssrcoetf^ ; 

also 

und  folgUcb,  weU  nach     6.  bekanntlich 
int; 

e=— <»(r-i2)cos<:>. 

abo 

—  G(r-Ä)=©seca>. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 

Ofianbar  \tü  aber  auch  in  dieaem  Falle 

also 

coa<P = ein« ,  eec^ss  coaecca; 

Iblglirh 

— gr=^cosec«. 

WeuD  die  Kräfte  —6'  uod  +6'  beide  oberhalb  der  Dre- 
hnngsaxe  wirken,  ao  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  all- 
gemefaien  Gleichnng  > 


u.iyu,^uo  Ly  Google 
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l«icbt  die  Gieichuiig 


d.  i.  die  üleichuog 


uud  da  nun  nach  dem  ül>igen 

£ntt*,      =  Cr  (rcosy  —  RetmO) 
iai,  Bo  erhält  mau  durch  Division 

Nun  ist  aber  iu  diesem  Falle 
also 

Xmi^  G{r—R) 

Ferner  ist  aber 

Aj  =  £fcrt**  Q> ,       =rcos9  =  rcos<2> ; 


A|  — ifi  ==  -  (r- Ä)cos0 , 

und  folglich,  weil  nach  §.  6.  bekanntlich 

ist: 


Dther  ist  nach  dem  Obigen 
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Offenbar  ist  aber  in  dieseiu  Falle 


folglich 

Hiernach  haben  wir  also  die  völlig  allgemein  gdltige  Gleicliung 


aus  welcher 


poaeOM, 
lg 


Qicoseco» 


fol^t.  Dass  diese  Gleichaog  nur  mit  desto  grSsäerer  Genauigkeit 
richtig  ist,  je  kleiner  der  tvinkel  »ist,  versteht  sich  nach  dem 
Obigen  voD  selbst 

Beseichoet  roao  die  Gewichte  der  Blassen 

m.  Mit        ni^,  m^,  .... 

reapective  durch 

(B*        Cßa»  ®3>  ^4  * 

so  ist  offenbar 
und  folgUch 

Der  Zähler  2:cBr^  dieses  Bruchs  ist  bekanntlich  das  in  Besug 
auf  die  sam  timnde  geleete  Drehnni^saxe  frenommenc  Triiuheits-' 
moment  des  Schi flfs ,  und  der  IS'cnner  @co.secw  ist  dir  durch  sin w 
dividirte  Stuhiülat  des  Schiflfs  in  \W/.u^  auf  die^elhe  Drohunifs- 
axe.  ivian  erhalt  also  die  Länge  de«  dem  iichiflfc  isochronen  ein- 
fachen Pendels,  wenn  man  das  TragheitsmomeDt  des  Schiffs  hi 
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ßeias  auf  <lie   an^fnoinmene  Dreluiiigsaxo  tlurch  «eine  mit  der 
Coiecaute  des  Wiukeiä  co  luultiplicirte  Stabilität  in  Uezug  uut  die- 
idbe  Drehungsaxe  dividirt.  Dass  das  Produot  Qcosecio  von  dem 
Oicliyog2»tdnkel  »  bei  nneDdlich  kloineo  Drehungswinkelu  ganz 
raibhlDgig  ist,  £;elit  aus  dem  aus  dem  Obigen  l>ekaDiiten  Ana« 
dnicke  der  Stabilität  in  diesem  Falle  unmittelbar  bervnr.  Dass 
um  bei  uirklichen  Anwendungen  der  obigen  Formel  in  der  Praxis 
^üe  horizont^ile  Drebungs.ixe  durt  h  den  Scbworjmnkt  des  Sebiffs 
Ittfo  muss,  bedarf  oacb  den  in  §.  5.  angestellteti  allgenieiueu  Be- 
iachtttiigea  kanm  noch  einer  besonderen  Bemerkung.  Oaaa  aal 
liMlbe  Art  wie  vorher  auagedrfiekt,  findet  sich  der  obige  Sata 
in  Euler's   Scientia  navalis.  T.  I.  Petropoli.    1749.  4**. 
Propositio  21.    Coroll.  1.  p.  96.,  wo  Euler  sagt:  „Longi- 
tido  er^o  penduli  isocbroni  aequatur  momento  iner- 
(iae  fi  ffurae  respectu  axi  s  ^^yrationi»  di  viso  per  s  tabili- 
i^temfiguraerespectu  eiusdemaxis,  proutquidemsta- 
kilitatem  exprimere  constituimus.  Eulers  theoretische  Dar- 
4AiBg  Uast  aber  Vieles  sa  wfioscben  Obrig ,  und  man  mnss  sieh» 
■it  Bflckaicht  auf  die  oben  in  5. 9.  Anmerkung,  gemachten  Beroer* 
bagea,  an  Euler's  Begriff  der  wStahilitht  und  die  Form,  unter 
welcher  er  und  die  meisten  älteren  Schriltstcller  dieselbe  darstel- 
len, erinnern,    wenn  man  die  völlige  Lel)ereinstimmut)ij  seines 
^tzes,  der  sich  auch  ohne  Beweis  in  seiner  Theorie  coniplcte 
de  la  coositruction   et  de  la  manoeuvre  des  vaisseaux. 
iNeavelle  ddition.  Paria  1776.  S.  p.  63.  findet,  erkennen  will. 

Bezeichnen  wir  die  8chwineunsszeit  des  dem  Ncbiffe  isochro- 
•fM  einlacben  Pendels  von  der  jLänge  L  durch  (C,  so  ist  bekannt- 
rich  nach  den  Lehren  der  Mechanik,  wenn  c  die  Elongatiou  be- 
^icliuet: 


-Vi 


sin  Ä- 


\si  aber  wie  im  vorliegenden  Falle  e  uoendlicb  klein,  so  kann 
iBan  niiherungsweise 


(C 


24r 


^tzen:  und  fuhrt  man  nun  für  L  seinen  obigen  Ausdruck  ein, 
io  efbält  man  zur  Berechnung  von  (C  die  Formel 


^t^coaectt 
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inittelgt  frelchw  nan  sogleicb  die  OseHlatioosieit  te  SeUic« 
findet 

Um  den  Werth  der  im  Vorhergehenden  angestellten  Unter 
saehaogen  fiir  die  Praxis ,  welchen  man,  vngeaebtet  der  Menfalli 
sehr  grossen  Wichtigkeit  und  dos  grossen  Interesses  derselben, 
doch  auch  zu  überschätzen  sich  hüten  muss,  ohne  auf  weitläuGge 
Erürteruiigeo  mich  für  jetzt  einlassen  zu  können ,  in  möglichst 
helles  lAAt  an  setzen,  will  ich  diese  Abhandlung  mit  den  folgen- 
den Worten  Enler^s  (Theorie  complete  de  la  constmetloB 
et  de  la  manoeuTre  des  vaisseaux.  p.  (^Ö.)  ecblieeeen: 

„Lorsque  la  iner  se  trouve  dans  iine  grande  agitation,  on 
eouiDFend  aie^roent  que  lei«  momreinena  de  roolie  et  de  tangage 
cn  cloivent  souffrir  des  alterations  tres  consid^rables ,  les  vagues 
^tant  seules  capables,  de  produirc  un  balancenient  dans  le  Tais- 
seau,  quand  meme  il  n'auroit  pas  ete  inciine  par  quelque  autre 
force.  Ur,  pour  ddterminer  les  mouvemens  qui  seront  imprim^s 
alors  au  vaissean,  la  th<Sorie  nous  abandonne  enticrenient,  parce* 
quo  nous  ignorons  encoro  absolumcnt  Irs  loix  selon  lesquelles  une 
eau  agitee  iiousse  les  (  (irps  qni  y  nagent,  et  qu'ainsi  la  formule 
trouvee  ci-ae88us  pour  lu  ^tabilite,  ne  sauroit  plus  avoir  lieu;  il 
en  est  de  mdne  de  eelle  pour  la  longueur  do  pendele  isochieBe^ 
(ui'i  (ievient  enti^rement  faosse.  L'ezpericnce  ne  nous  nermet  pae 
oe  douler  que  les  forces  qu'nne  nier  troubl^e  par  des  vagues 
eierce  sur  le  vaisseau,  ne  soient  tout  a-fait  differentes  de  celles 
qu'ou  observe  dans  une  eau  calnie.  On  a  meme  remarque  que  . 
lorsqn'un  vaissean  est  portd  en  haut  par  les  vagues,  II  s'dleve 
par  nn  mouvement  accelere,  et  qu*il  retombe  par  un  mouvement 
retard^;  ce  qui  paroit  directement  opposö  auz  prindpes  re^  sor 
Taction  des  eaux." 


Anmerkung. 

Im  Obigen  i«t  an  einipfn  Stellen  (7..  B.  S.20.  nm\  S.  97.)  da«  ftusj^- 
seichnete  Werk  von  Chapnian:  „Trait^  de  la  construction  de« 
▼  aitteanx"  angeführt  und  die  auf  •eiaen  Titel  ttehendle  Jahraalil  1889 
anf^egeben  worden.  Ich  bemerke  aber,  das«  difse«  Werk  weit  älter, 
und  der  Rrbon  im  JabretTHlzu  Br«-«t  <ri»«!ii«"ncnefffraniögi«cbi"n  lieber- 
•etzuD^  nur  ein  neuer  1  itel  vorgedruckt  wurden  int.  Eine  neue  Ausgabe 
dieaer  Uebertetsnng  Ist  die  olm  aageführta  Ten  Jahre  1888  alehi. 
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Veber  das  Integral 


Von  den 

Herrn  Boctor  J.  Dienger, 

Vontaai  d«r  bolieren  Bärgenclmle  so  Eltenheiui. 


Wir  wollen  bei  diesem  Integral  voraussetzen,  dass  f{r«ff^ 
inoerhall)  der  (irenzen  0  und  2;t  fiir  g»,  so  wie  innerhalb  bestimm- 
ter Grunzen  für  r  kontinoiriich  sei;  dass  ferner  /(re?<)  an  deo 
(Sriasea  98 0,  9s29K  den  gleichen  Wertli  umebme  uod  endlich. 


Setzen  wir  nun 


•o  tot  offeabar 


▼oransgesetzt»  dass  die  Differentialqiiotieiiten  /'(re7<),..../t«)(re^^ 
tonerhalli  dergleieheoGilDseD,  wie  oben,  nicht  unendlicli  werden. 


De 


so  ist  auch 
wobei 


^,(r,^)  =  5::^.  cos«  e  +  ?^^sin»d, 

und  da  iK»*,<5p)  •  2(r,qp)  für  <p=rO.  gj  =  27r  die  gloidion  Wcrthe  er 
langen,  so  werden  auch  t/;.(r,()p),  xi(r,y)  für  g?=ü,  9=2»  diese!-, 
ben  Wertfae  haben.   >uo  ist 


130 


d.  i. 


/ 


2n 


o 

weDD  auch  /lH->)(re7<)  innerhalb  der  bestinimteii  Grinsen  endlich' 
bleibt  Aber 


also 


d.  i. 


« 

/  a»-  g;  -0, 

o 


Liegt  tler  Werth  r  =  0  inncrhi^lb  der  mehrfach  genaoptea 
Gränzen  von  r,  so  lindet  man  leicht 

C=2»/T»)(0), 
(r«fOÖ9=2a^»)(0) , 

oder  endlich 

J     A«r)«-^8»»  -    i.it3._.n  ' 

indem  j|^ji~T*""  "gp*        ^"'^  r=0. 

Dieser  Werth  hat  alao  Statt,  wenn  ftreff)  folgende  Bedingnii* 

gen  erfüllt: 

a)  <lass  f(re9*) ,  fire'i')  /^"^refi)  alle  endlich  bleiben  inner- 
halb bestimmter  Gränzen  von  r,  und  dassO  zH-iäcben  diesen  Grän- 
sen  liegt; 

b)  dass  f{rt!9^  nnd  also  auch  seine  Differentialquotienten  pe* 

riodisch  in  ßezii?  auf  rp  seien,   und  der  IJnjfanj;  einer  Periode 
29r  sei.   (M.  s.  Journal  de  Math,  par  J.  Liouville.  Avril 
,1840.). 
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WMträge  %m  ItSheren  Iielure  i^on  den 

.  liOiTttrUhmeii. 

Von 

Herrn  J)r.  Wilh.  Matzka, 

ordentl.  ProL  der  Mathematik  aa  der  Ii.  k.  Universität  *a  Frag. 

rVorgelesen  in  den  Versammlungen  der  Section  der  konigl.  bohm. 
CSefellschafl  d.  Wissenschaften  zu  Prag  fiir  Philosophie  und  reine 
Mathematik  am  a  März»  5.  und  17.  April  lb50.) 


In  dem  Beü:riflFe  und  der  auf  ihn  gejjrflndeten  Lehre  von  den 
Lo^rithmen,  so  wie  auch  in  dem  Ge^^chichtlichen  und  Literari- 
schen  derselben,  dflrfte  noch  manches  Interessante  ond  Wissens«' 
werthe  beizubringen  sein.  Davon  sollen  die  nachfolgenden  xwel 
Abschnitte  einen  Beleg  geben. 


Erster  Abschnitt 

•fietrachtang  der  bisher  gegebenen  Begriffe  der 
Logarithmen,  und  Aufste11u.ng  eines  nenen. 

Bisher  uurden  im  Weseotlicheu  folgende  vier  Begriffe  von 
den  Logarithmen  aofgestellt: 

t.  der  von  dem  eigenilichen  Entdecker  der  Logarithmen» 
John  Neper,  ursprunglich  gegebene; 

2.  df^r  von  Jobst  Byrg,  dem  gleiclueitigea  Entdecker  der 

Logarithmen,  gebrauchte;  • 

3.  der  von  Johann  kepler  verwendete; 

Theil  &V.  9 
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4.  der  gegenwärtig  seit  Eni  er  in  den  LehrgebSiiden  der 
Algelnra  fiblielie. 

Ibneo  flige  ich  noch  bei 

6.  einen  neoen,  Ton  mir  selbst  eidacbten,  In  ninnehefM 
Besiebnng,  vornehmlich  für  den  Elementar^Untenicht,  mit  gros- 
sem Vortbeil  verwendbaren  Begriff. 


A. 

Neper*s  ErlcISrnng  der  Logarithmen, 
dorch  gleichseitig  angemessen  stetig  ▼erlnderliche  Grossen« 

Neper*)  voröffentlicht«  im  Jahre  IGU  die  Lehre  der  von 
ihm  entdeckten  Logarithmen  in  tolgenUer  lesenswfirdigeo,  jetst 
aber  schon  sehr  seltenen  Schrift:  *0 

Miritici  Logartthmonmi  Canonis  descriptio,  Gjosqne  nsns, 
io  ntraque  Trigouometria;  ut  etiam  in  omni  Logistica  Mathema- 
tiea,  Amplissinil,  Facillimi  et  exneditissimi  cx|>licatio.  Authore 
ac  Inventore,  Joanne  >äepero,  Barone  MercWstonii,  etc.  Scoto. 
Kdioburgi.  Ex  ofticina  Andreae  Hart  ßibliopolae,  t614.  4ann. 
Text  64;  bgnrithmisdbe  Tafeln  90  SeMen.^ 

Auf  ;Seite  1—4  siebt  er  von  seinen  Logarithmen  die  nach- 
stehende, Susserst  scbarrsinnige  phoronomlscne  Erkläning,  die 
ich  hier  wortgetreu  mittbeile. 

Cap Iii  l.    l> e  il e  f i  ni  t i n  n  i  b u s. 

1.    Dcfinitio.   Linea  aequaliter   crc»cere  dicitur, 
qnum  punctus,  eam  describens,  aequaUhosmomsntlspeF 
intetTalla  prugreditur. 


•)  EigentUdi  John  Napier  oder  Nepalr,  Lord,  Baron  von Mor- 
ehktoo,  abi  Seliotle,  geb.  15(>0,  ge«t.  1618. 

♦♦)  Ich  brnützle  das  in  der  r>ibIiothek  des  k.  k.  Bombardier  Corp« 
sa  Wien  vorltandeue,  aus  dem  Aachlasa  weil.  Joa.  llantachra,  Prof. 
der  höh.  Iladi.  am  Wleoer  k.  k.  polytech.  laptitate,  entandeao  Excnipiar. 

••*)    Davota  crtohfen  Im  Jahre  1619  aowohl  ein  blwaaer  Abdmdl  sn 

Lyon,  aach  eine  von  Ne|)(  r'n  Sohn  Robert  besorgte  neue  Aa^gabo 
mit  einige  rnirhgelaaaenen  Werken,  darunter  als  bichir  gehörig: 

Frinio,  Mirifici  ipsius  canonis  ronatractiO)  et  Logarithmorum 
ad  naturales  ipsornni  mimcros  habitndincs; 

Secando,  Appeodix  de  aUa«  eaque  practtantiore  Logarithmomm 
•poele  eomtmcada. 

Im  Jahre  1620  endtleh  mMdan  andi  dian  nadigdaMcnea  Wtarko  «i 

.  Lyon  narh};«-dnukt. 

•        Von  diesen  XacbläsKcn  Mt  mir  jedoch  nichts  in  ditiliade  gekonuaea. 


L^iyiu^uo  Ly  Google 


12S 

Sit  (Taf.  III.  Fig.  1.)  ptinctas  A,  a  quo  ducenda  est  linea 
fluxu  alterius  puncti,  qui  ^it  ß.  Fluat  ergo  primo  nioinento  ß 
ab  A  in  C,  secaodo  monieuto  a  C  in  D,  tertio  moiueiito  a 
D  in  E,  atqae  ite  deinceps  in  iDfioitam  describeodo  Hneam 
ACDEF..^,  inCerFallis  AC,  CD»  DE,  EF„»,,  et  caeteris 
deinceps  aeqnalibus,  et  monientis  arqualibus  descriptis.  Dice- 
tur  baec  lioea,  per  lieüiittioneiii  superius  traditam,  aequaliter 
creacere. 

Corollmrium.  Code  lioc  fncremento  qaaDtitate«  «equi- 
differente»  temporibn«  meqaidifferentibn«  prodaci 

•st  oeeesse. 

Ut  in  superiori  scheroate  unico  momento  ß  ab  A  in  C,  et 
tribus  roomentis  ab  y|  in  K  progresHum  est;  sie  sex  inomontis  ab 
A  in  H,  et  octo  momentis  ab  A  in  K,  tSuni  autem  illorun^  nio- 
mcntoftiiii« nntiis  et  triam,  et  bonim  sex  et  octo  dilTemidae  aequa- 
les,  scilicet  duorum.  Sic  etiani  crunt  qiiantitatum  illarum  AC 
ei  AE,  et  haruin  Aß  et  AK  differentUe  C£  «t  JÜK  sequales, 
«equIdiffereBtes  ergo,  ui  aupra. 

2.  Definitio.  Linea  prop ortionaliter  in  breviorem 
fteereseer»  dicltnr,  quam  panctns  eam  transcarreas,  aeqoali* 
bus  momentie,  segmenta  absclndlt»  ejüsdem  confloiio  rationls 
ad  lioeas  a  qoibas  abscindontor. 

Vvempli  gr.  Sit  (Taf.  ID.  Fig.  2.)  Hiiea  sions  toflus,  cro, 
prepoftionaliter  mioueuda.  Sit  punctus,  transcursu  »uo  eam  mW 
nncn8,  ß\  sit  deniqiie  ratio  »ei^entoruni  singulorum  ad  lineas,  a 
uutbus  ubscinduntur,  ut  QR  ad  QS.  Qaa  ergo  ratione  sccatur 
QS  io  R  t  eadeiu  ratione  (pei^  10.  6  Eucl.)  secetur  aa>  in  y.  Atque 
MC  ß,  tfimscmeoa  9k  min  priwe  momeBto  a^  abocindat  ay, 
relicta  linea  seu  «ino  yco.  Au  hac  auteai  /co  proeedens  |3  s^cundo 
nuHaeatu  abaciiidat  tiiniile  degnier>tuai  quaie  esiQR  au  QS^  quod 
9it  yi,  felicto  snmi  d«.  A  quo  proinde  tertio  Moment»  abscia- 
dat  ß  «bailf  mtioM  segmcafaim  Ii»  rdicto  «imi  s«»,...;  et  ita  dei»- 
tepe  in  iafaHnm«  IMeo  iUque,  bie  aiona  tetius  Itneam  am —  pro- 
portionaliter  deereseere  io  ainum  ^f»,  aat  ia  aüWB  qoewfls  nlti» 
aiMuo»  in  quo  si^tit  ^;  et  «ic  iu  aMis. 

CoToll.  ünde  boc  aeqnalibua  momeotis  decreniento,  ejus* 
dem  etiam  ratlonfs  proportioaales  Üneas  relinqui,  cet 
aecesse. 

Qnae  enim  soperioa  est  continoa  proportio  sioaum  minaeo- 
doraro 

au,  yoit        €C0,  ißi,  ^«),  .... 

ilfiit  fügiüiiiiflfro  ab  eis  absciseom 

vy,  yd,  6i,  ij^  |;q,  f^, 
eadem  ertt  neeessario  etiam  sinavm  lelfctonini  proportio,  sdHiret 

9* 
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ym,  öa,  sa,  ^o»,  ij»,  na, 
ut  ex  19.  prop.  5.,  et  tt.  prop.  7.  Euclidig  patet 


Es  verliSlt  «icii  nemKch 

u.   8.   f.  * 

4.  Üefin.  Syncbroni  motus  8uot>  qui  simul  et  eodem 

tempore  fiiint. 

Ut  in  superiorilius  (Tal.  III.  Fiir.  1.  und2.)  esto .  f|iio(l  B  inovea- 
tur  ab  A  in  C\  eoiloni  tempore  quo  ^  niovctur  ab  u  in  y\  dicen- 
tnr  rectae  AC  et  ay  syncbrono  motn  describi. 

5.  Dcf'tn.  i^uvim  quoliliüt  motu  et  tardior  et  velocior  dari 
possit,  sequetur^  necessario,  cuique  motui  aequivelocem 
(qoem  nec  tardiorem  nec  velociorem  definimus)  dari  posse. 

0.  Dcfin.  Logarithmus  ergo  cujusque  sinus  est  nume- 
rus quam  proxime  aeüniens  linearo«  quae  aenualiter  crevit  interea 
dum  siavs  totios  linea  proportimialiter  in  sinnm  iilam  dscravit^ 
existente  atroqne  nietn  syncbrono«  atqne  ioitio  aeqai- 
veioce. 

Ex.  ur.  Repetantur  amiio  euperiora  Schemata  (Taf.  lU.  Fir.  1. 

und'i.)  et  moveatur  i?  Semper  nbiqae  eadem  seu  aeqoali  vefoci- 
tute  qua  coepit  moveri  p  initio  quum  etit  in  u.  Deinde  primo 
momeoto  procedat  B  nh  Am  C,  et  eqdera  momento  procedat  ^ 
ab  «  in  y  proportionaiiter:  erit  mimeras  definiens  AC  logarithrana 

lineae  scu  sinus  yco.  Tum  secundo  momento  promoveatur  J?  a 
C  in  />,  et  codeni  monienlo  j)romoveatur  proportionaliter  ß  &y'm 

erit  numerus  deüniens  AD  iogarithmus  sinus  du  ;  et  ita  iu 

infinitem. 

CoroU.  Undc  sinus  totins  10000000  nulium  seu  0  est 
Iogarithmus:  et  per  consequens  numerorum  majorum  sinu 
toto  iogarithmi  sunt  nihilo  minores. 


Itaqne  logarithmos  sinuom  qni  seroper  majores  nibilo  sunt 
abanidantes  ▼ocamiis,  et  hoc  signo  -f-,  ant  ootto  pruenotamus. 
Logarithmos  autem  minores  nlliUq  defectivos  Toeamiis»  piaeiio* 

tantes  eis  hoc  signum  — . 

• 

Admonit in.  Erat  quidem  initio  liberam,  cuilibet  sintd» 
siit  quantlfjiti  oulhim  seu  0  pro  logaritbroo  attrlbuisse:  sed 
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prftestat   id    prae  caetcri^  •<iiiui  toti  a  ( c  <>  m  m  (mI  ass 
onquaiu  in  pusterum  vel  luiuiiiiuiu  iiiule.sliiiiii  partiiiiret  iiobis 
ditio  et  subtructio  ejus  logarithiui,  io  uiuiii  calculu  iVcquentiüaiiiiii. 

Caeteram  etiatnquia  siniium  et  inimororuni  sinu  toto  mltionini 
frequentior  est  U8U8:  eoruui  itcitiir  i  ot^ari  t  h  mos  a l»u n  dun  tt>s 

rtonimus:  aliorum  vero  derectivoti,  eüi  cuiitru  feti»se  initio 
iberom  «rat 

Auf  diese  Krkläriing  gründet  Neper  seine  Lehre  von  den 
^■•garithineo«  aus  der  ich  die  folgendeu  auf  Seite  5.  und  6.  a.  a. 
O.  stelMndeD  LehiwStie  liervofli«be. 

Caput  11.    De  iogu  ri  t  ii  m  u  i  u  lu  p  r  up  ut»i  tiu  ni  b  U6. 

Propos.  1.  Propnrtionaliuiii  nuinerorum  ant  qKao- 
titatum  aequidifferentes  sunt  logaritbuii. 

Propoi,  4.  Es  qnatoor  proportionalium  logarith* 
mis  aggregatum  seeandl  et  tertii  minatmii  pfimo 
aequatur  quarto. 

Ptopoi,  S.  Ex  trium  proportiooalium  I  ogurithmis 
dtpliim  aecoodi  sM  nedii  aequattir  aggregato  extre- 


2. 

Aoalytiacbe  Interpretation  dieser  Ericlärnng. 

»4)ie  Erklärung,  welche  Neper  von  den  Logarithmen  giebt, 
ist  merlcwurdig«,  sagt  KlGgel  (Math.  Würterb!  T.  III.  p.  im., 
n.  iri  );  weswegen,  erwähnt  er  jedoch  nicht  So  weit  mir  be- 
kannt, bat  weder  er,  noch  jemand  Anderer  vor  mir  den  Ein&ll 
ediabt,  in  dieser  Erklärung  die  dynamiacb-geometriscben  oder 
die  phoromischen  Bilder,  die  sie  l)enntzt,  von  der  Seite  zu  be- 
trachten, dass  man  an  ihnen  die  .stotii:»^  ^  eränderliehkeit  entweder 
dreier  Grossen  mit  einander,  von  deren  einer  die  beiden  ande- 
ren abhSngen,  oder  auch  die  stetige  Veifinderlichkeit  mir  zweier 
mnsamnienbnngender  Grossen  erkennt,  von  denen  die  eine  der 
liogarithniand,  die  andere  der  Logaritbme  ist 

t)  Betrachtnng  dreier  snsammengebftriger  VerSn- 
derliehen.  / 

Neper  lässt  mit  der  stetig  veränderlichen  Zeit  T  zwei  Weg- 
strecken  Xj  K,  also  verallgemeinert  ausgesprocben :  mit  einerste- 
tt^en  Veränderlichen  T  zwei  von  ihr  abhängig  veränderliche 
Grossen  X,  K,  zugleich;  dabei  jede  der  drei  \eränderliehen  ste- 
tig und  in  beständigem  Sinn  Hieb  verändern,  d.  h.  ent^vcder  fort- 
während wachsen  oder  fortwährend  abnehmen,  nie  aber  bald  wach- 
mm  bald  almeliiBeD;  und  zwar  «Be  CSmndveränderttehe  T  nnd  die 
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eine  ubbäugig  Verfinderlicbe  X,  uleicbfdrmlg  (aeqnalUer)  <—  oi 
gleich«  Uotentcbiede  —  dl«  ander«  abhängig  Vcrftndtriicb»  1 


aber  jeileicbinftasig  (proporti«Mttter)  -~  io  gleictem  liam 
oder  Verhftltniase. 

Betrachtet  luau  nemlicb  tod  der  Gruadveränderlicben  T  an« 
Paar  Wertbe 

7*  und      ,  r», 

dazu  vdn  der  ersten  abhSngig  Varlnderliobeii  A  die  eotopreclMa 
den  zwei  Paar  Wertbe 

X*,       und  A'i ,  , 

«o  wie  von  der  zweiten  abbängig  Ver&nderUcheo  Y  die  entaprc 
cbenden  awei  Paar  Wertbe 

r,  Y"  und  y\,  l\; 
so  MÜeUt  «o  oft  die  UDteischlede 

r— 7^  und 
gleich  aind,  auch  eioeraeita  die  Unterschiede 

X'-^J^  und  Xi-JK, 
und  aodererseitii  die  Verbältniaae 

r:F»  vnd  YiiY^ 
gleich  eein;  nemlicb  so  oft  > 

ist»  so  soll  anch  einerseits 

und  andererseits 

sebi. 


2)  Betracli|tung  xtoeeer  zuBaniniengebüriger  Veräli 
derlicben.  i 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Betrachtuti^  der  llilfüvor/indli 
liehen  7*  auch  enttiehrt»  und  Neper's  Begriff  von  den  Logarl| 
meu  kilraer  wie  folgt  dargeatellt  uerdeu  kann. 

Seien  X  und  Y  zwei  gleichzeitig  veränderliche  Grussta»  J 
sieh  stets  is  ehMtlsi  Sinn  abindem,  ldtt«ibr«Ml  wMbsen  oj 
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['»rtwäbreod  abnehmen,  nicht  aher  bald  wachsen  huld  abnehmen, 
und  zwar  derniassen,  dass  während  die  eine  VeranderUchc  Ji 
gleicfafürmig  —  um  gleich  vi«l,  um  gleiche  Unterschiede  — • 
ikl  iadert,  die  andere  Verlloderliebe  r  gleicbniftssig  (ver- 
WtMigleicb)  -  in  gleicben  VeriiiltDissen  -r  «ich  andere. 

Sei  oemiicb 
m  hnr  und 

<■  ledtres  Paar  Wertbe  der  Verinderlicben  X,  und  daiu 
im  dem  eraten  Paare«  und 

r,.  F, 

^is  dem  zweiten  Paare  zugehörige  Paar  Wertbe  der  anderen  Ver- 
üdcfUcben  F;  so  soU»  ao  oft 

et. 

Hierauf  stützt  nun  Neper  die  Erkläruriffi  Jene  gleich- 
förmig Teränderl iche  Grosse  X  heisät  der  Logarit hme 
dieser  g leichmässig  veränderlichen  K;  so  wie  auch  jeder 
Wtrth  ?oo  X  der  Logaritbroe  des  zugehörigen  Wertbes  von  Y, 


Fortsetzung.  A|a9«iing  der  an^ammengebör igen 
Vcränderiicben. 

Wem  mm  audi  das  Wert  doi&pios  eigentlich  eine  ZaM  be- 
^et,  so  Iconnen  gteichwobl  ftlr  einen  allgemeinsten  BegrUF  der 
Ugaritbmen  die  Veränderlichen  T,  X,  Y  (ür  g^nz  nn gemes- 
sene stetise  Grössen  (Dinire)  nnjjesehen  werden.  Allein  da 
^me  Verallgemeinerung  lediglich  für  die  Theorie,  nicht  aher  för 
iie  Rechnung  mit  Locarithmen  von  wesoiitlichem  Vortheil  ist; 
M  bleibt  es  rathsam,  diese  Veränderlichen  al^s  gemessene  und 
'■cb  ZnUeD  ausgediOclLte  GrOssen,  oder  Hei  imebr  aeibat  als 
stetige  Zablea»  in  lietmolitem  Neper  stellt  sie,  nach  den 
<Miche  MlMr  Zeit»  inngesOTunt  anrch  ganse  Zuhlen  dar. 
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und  insbesondere  die  Messeinheit  diirdi  eine  delcadMbe  Einheit, 
d.  i.  (lurcli  eine  l^otenz  von  10,  namentlich  die  Bieeeeinlieit  dar 
r  durch  10000000=107. 


4. 

Fortsetzung.  Neper*«  Grnndbeniessnng  der  Loga* 
ritbmen. 

Sind  nun  was  immer  l'iir  zwei  Paar  Werthe  einer  veränderli- 
chen Grosse  V,  nendich  die  Paare  r,  und  Yi ,  F,  ▼erhil^ 
nissgleich  (proportional) 

und  sind  die  zwei  Paar  Werthe  der  zugehörigen  veränderlichen 
Grosse  X,  neralich  die  Paare  X',  X"  und  Xi,  X%  gleiebanter- 
schieden  (äquidiffereut)«  ' 

80  ist,  nach  Ilepers  Erklärung,  jeder  dieser  Werthe  von  A  ein 
LfOgarithme  des  ihm  augebSrigen  Wertbes  ron  F,  nemlicb,  wo- 
fern man         Logarltbmen  anreb  Log  andeutet, 

A'=Logr,  A"c=Logl'",  ..^  ' 

Da  hieroach  mit  der  Quotienten-  oder  Verbiltnlssglei- 
cbung  (Proportion)  durchaus  gleichartiger  GrOssen 

die  Unte;rscbiedsgleicbung  ihrer  Logaritfamen 
LogF— LogF'ssLog  }'j  —  Log  l\ 

verbundon  ist;  so  kann  man  dieselbe  Erklärung  auch  durch  den 

Grundlehrsatz  aussprechen: 

Wenn  zwei  Paar  durchweg  gleichartige  Grossen 
proportional  sind,  so  sind  ihre  Logarithmen  gleich- 
unterschieden.   (Vergl.  oben  Cap.  IL  prop.  1.) 

Nepcr  bemass  demnach  seine  Logarithmen  derge- 
stalt, dass  so  oft  zu  ei  Paar  Grossen  eine  Proportion  bilden, 
die  ihnen  zii^ehoriueti  Logarithmen  (in  der  nendichen  Ordnung 
Ton  einander  abgezogen)  gleiche  Unterschiede  geben. 

Wo  daher  Theilung  durcli  eitie  («rosse  stattfindet,  da 
muss  Abziehung  ihres  Logarithmen  eintreten. 

Da  in  einer  Proportion,  deren  Glieder  tosgesanimt  gieicbartig 

sind,  das  Produ<  t  der  fiusseron  (iiieder  jenen»  der  inneren  dann 
gleich  ist,  wenn  diese  Glieder  lauter  Zahlen  tiind-,  so  erhält 
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mau,  weoQ  man  diese  Bedingungen  hier  gelten  läast,  einerseits 
die  Preiliicteiigleichiing  von 

omI  «nAeraneits  die  Snmmengleichung  von  LogtiltlMMo 

LogF -t-LogrssLogF"  -|-Logri . 

Neper  bemass  daher  seine  Logarithmen  auch  so, 
dass  so  oft  ir^<Mid  zwei  Paar  Zahlen ,  mit  einander  nuiltiplicirt, 
svrei  gleiche  Producte  geben,  auch  ihre  Logarithmen  puarweis 
addirt,  swei  gleiclie  Snounen  geben. 

Wo  demnach  Multiplication  durch  eine  Zahl  statt  findet 
da  tritt  Addition  Üiren  Logarithmen  ein. 

Da  eowohl  In  Jeder  VetliXltniMigleicIning,  als  aneb  In  jeder 

Unterscbiedssleichuni^,  jedwedes  der  svrei  Paar  Glieder  durch  die 
drei  anderen  uesti mm t  ist,  so  mui*8  nach  den  letzten  solchen 
Gleichungen  zu  jeder  Zahl  nur  ein  bestimmter  Logarithme  ge- 
boren.  l)aher  müssen  zu  gleichen  Zahlen  «auch  eleicbe 
Logarithmen  gehören.  Uod  eben  so  gilt  dies  no&wendig 
aaeh  umgekehrt 

Suchen  wir  nun  die  ailgemeinsteo  A-usdrOcke  der  Logaritlunen 
von  den  Ergebnissen  der  Multiplication,  Division»  Potensimog  wd 
Wurzelziebong. 

1)  Ist 

p=aO, 

also 
so  ist 

Log/)  ~  Loga =Log6 —  Legi,  • 
LegpssLega  -f  Log6 — Legi ; 

folgUch 

Log(a6)s=Loga-t'Log6^Log  1 
oder  symmetrisch 

haglab)  —  lLogi=(Loga— Log])  -|-  (Log6— Logl) . 

.  Ans  Lelztecem  folgt 

Log(o6c) — Logl  =  (Lo^nb —  Logl)  -|-  Loge—  Logt 

=:(Loga— Logl)  +  (Log6— Logi)-i-Logc-Logl), 


130 

Lfiig(a6a^)— Lofl  3c:(Loga6c  -  Logl)  -f  (Logd  -  Logl) 

=a(Logii^Logl)-f  (Log6— Logl)  +  (Loge— Logl) 

•f-(Log«l--Logl); 

daher  <aUgenieui 

« 

Log(aAc£i...)— Logl=(Loga— Logl)  +  (Log6-Logl)  +(Logc— Ijogl) 

+  (Loge/— Logl)  +  .... 

und  hieraus  erglebt  steh  f&r  de9  Logbithmen  eines  Pfodmctes 
▼ön  st  Factoren  der  Avsdrack 

IiOg(ii6ci{».)=Loga-f  Log6*f-Logc-f  Logii (iir^l)iiogi . 
2)  Für  den  Quotieo.ten 


gül  die  Proportion 

akoicl  • 

Log9 — Logl =Logo— Log6 , 

ond  Münch 

Log^ssLoga—  Log6  -f  > 

oder  auch  I 

>         Log  ^  =  Loga— Log6  4-  Logl ;  | 
wofiBr  man  jedoch  symmetriach  | 

Log  ~  —Logl  s=(Loga— Logl)'-»(Log6—  Logl) 
aetaen  kann. 

3)  Für  die  Potenz  a",  deren  Exponent  absolut  und  ganz 
ist,  die  also  dem  nfactorigen  Producte  ooii....  gleicbgilt,  ist 
soimch 

Log(ii^)— Logl=n(Loga— Logl) 

I 

und  hieraus 
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4)  Zor  PotenK  a-**  mit  iifg»tivtni  ganzeo  BspMBtcn,  die 
4ahm  c^itt,  findet  hmui 

Log(a-")  —  Logl  =s  Log^—  Logl 

oder 

iiog(a-«)-LogtÄ— »(Log«  — liogl); 

Mgticb  gilt  eioeriei  Bestimmungsweiae,  wie  aacb  die  Potenz- 
iOtpotteirtoii  «IgebMiicb  bezogen  «ein  mugen. 

m 

5)  Zur  Wurzel  Va^r,  bei  der  also  a=:r"*  ist  ond  m  po- 
MtiT  oder  negativ  ganz  aein  kann,  findet  mao 

Loga  —  LoglsLogCr"*)  —  Logl 
s=«i(LGgr— Logl), 

daher  ist 

LogVa-Logl=^"g^^^ 

qod 

Logy«  es?i^ +  (1  -  i>Logl. 


•  gl 
6)  Zur  Poteai  i^»  «elebe  der  Wviel  V«^  gMebgil«,  ia« 
det  man 

•  m 

Logii^y — Legi  ssLogVa"  -*  Logl 

 Log([a")— Logl     7t  (Logg  —  Logt) .  ' 


also 

—  n 
Log(eF) — Log  1  (Loga— Logl) . 

Mithin  gilt  die  oben  erbamite  Beetfannmiigsweise  flir  jeden 
ratieiaIeD  E^^neoten. 

Aus  dUen  diesen  Ansdrikskeo  eibellet  nun,  daee  in  Ibien 
docbweg  der  Logt  ebi  listiger  Begleiter  Ist 
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Am  bequemsten  für  dus  logarithmische  Rechnen  ist  es,  mit 
JN  eper  der  Messeinheit  der  Wege  und  Geschv%indigkeiten  die  ISuU 
zum  Logarithmen  zu  geben.  (Cau.  1.  Adraonitio).  Allein  heut  zu 
Tage  pflegt  man  die  Meaaeinheit  von  GrSaaen  nicht  ipehr  wie 
ehedem,  wo  man  alle  Grössen  mOgUchst  eenan  durch  ganse  Zah« 
len  darstellte,  durch  eine  dekadiscne  Einheit,  wie  Neper  durch 
10000000,  sondern  durch  die  Stamm-Einheit,  d.  i.  durch  l,  vor- 
zustellen;! weil  man  auch  die  wie  immer  gebrochenen  und  selbst 
irrationalen  Zahlen  zur  Darstellung  von  Grössen  benutzt.  Darum 
geben  wir  in  der  Neuzeit  der  Zahl  1  immer  die  0  zum  Logarithmen. 

Danach  leuchtet  ein,  dass  aus  den  zwei  so  eben  erwieseneu 
SStiaii  die  allbelcannteii  4  Hauptlehraätae  Über  die  AuadiOdce  der 
Logarithmen  von  Producteo,  Quotienten,  Potenaen  und  Wurzele 
ohne  MCIbe  hergeleitet  werden  IcOnnen.  Setzt  man  daher  die  Lo- 
garithmen als  schon  berechnet  voraus,  so  kann  man,  «lestiitzt  auf 
obige  Erklärung  derselben,  das  in  den  Elementen  der  Algebra 
gewöhnlich  allein  in  Anwendung  kommende  und  von  jenen  Haupt- 
lehrsätzen  geleitete  Rechnen  mit  Logarithmen  vollständig  ab- 
handeh. 


6. 

Andere  mericwürdige  Betrachtung  der  Neper'scheD 
Ericiärung  der  Logarithmen. 

L  Nimmt  man  bei  den  oben  nach  Neper  besehenen  zwd 
gleichaeitigen  Bewegungen  einen  beliebigen  Zeitabachnitt  Ufr  die 
Einheit  der  Zeit  au  und  setzt,  dass  der  erstere  bewegliche 
Pnnict  B  in  jeder  Zeiteinheit  den  Weg  Xr,  der  andere  Punlit  § 
aber  In  der  ersten  Zeiteinheit  den  Weg  x  durchlaufe,  und  nimmt 
man  an,  dass  (Taf.  III.  Fig.  IJ.)  die  beweglichen  Punkte  nach 
Verlauf  der  Zeit  /  beziehlich  in  M  und  |u,  nach  der  Zeit  <+l 
aber  in  N  und  v,  folglich,  wenn  dt  eine  unendlich  kleine  Zu- 
nahme der  Zeit  t  ▼oratellt,  zur  Zeit  t^di  in  den  Ptanlcten  M'  and 
|i'  sich  befinden ,  von  denen  jener  zwischen  M  uad  iV*,  «Beser  swi- 
sehen  ^  und  v  liegt ;  so  .wird ,  wenn  die  Aliatäode  AM  und  ^ 
mit  X  und  y  Imeichnet  werden«       .^^  . 

MM^=dx  und  ^'^^djf 

sein.  Gestattet  man  die  Annahme,  dass  die  Irarzeo  Wege 
und   f*v  von  den  beweglichen  Punkten  mit  gleicher  Geschwindiu- 
i^eit  oder  gleichförmig  durchlaufen  werden,  loliilich,  dass  die  zu- 
rückgelegten Wege  den  zugehörigen  Zeiten  proportional  seien  >  s«> 
hat  man 
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and  nach  dem  Gesetze,  welchen  der  sweite  Punkt  bei  «einer  Be- 
wegung gehorcht  (2.  DeC  CoroU.): 

Setzt  man  noch  den  urfif>rüngliclien  Abstand  att=^;  so  erbfilt 


also 

dx=lsdt,  . 


y  9 


Thoilt  man,  um  d<  su  eKmioiren,  jenen  Ausdruck  durch  diesen, 

so  hut  itiao 


and  hieraus  folgt 


fix: — ^=  k  :  - 


9      9  ^ 


►Schneller  6ndet  man  di^se  Gleichung,  wenn  man  erwagt,  das» 
bei  zwei  gleichförmigen  Bewegungen  die  während  den  nemlicbeu 
ZMtan  aurffckgelegten  Wege  einander  (direct)  (iroportional  sind, 
neoilicb  dass 

oder 

sich  verh&lt.  Denn  tbeUt  man  diese  Proportion  durch  die  das 
Gesets  der  Bewegung  des  swelten  Punktes  ausdrOckende 

oder 

SO  wird 

dxi — ^sski  — > 

y  9 

aJso 


m 

^äji    X  da: 

— — *SS  —  •  "TP"» 

9       9  ^ 

Indem  nun  Neper  dazu  noch  vermöge  seiner  Erklärung 

Logysjp 

«etzt;  stellt  er  eigtntRch  zwischen  den  swel  zusani in pn gehörigen 
Veränderlichen  a: ,  y  nicht  nur  eine  Differentialgleichung  auf, 
sondern  er  intcgrirt  sie  auch,  indem  er  die  eine  Veränderliche 
X  aU  eine  eigentliche  Function  der  anderen  v  definirt  und  nach- 
her eine  Tafel  der  suainmeDgehOrigen  Wertoe  dieser  Yefloder- 
licbeo  berechnet 

Anmerkung.  Man  sieht  nebenhei hiemiie,  dass  Neper  nieht 
fem  daven  atand  die  Differentialrechnong  in  entdecken. 

II.  iietrachten  wir  auch  diese  Darstellung  vom  allgemeineren 
analytischen  IStandpunkte ,  neil  uns  dies  in  der  Fol^e  von  Nutzen 
«ein  wird;  so  seien  zwei  stetig  verKaderBche  Zahlen  x,  y  mit 
einander  von  einer  dritten  i  alihängig,  so  sirar,  dass»  1)  wenn 
die  Werthe  iy  V  um  /dt,  (algehraisch)  wachsen,  auch  x,  a:* 
om  Jx,  jdx'  wachsen,  und  y'  um  /iy,  ^y'  auf  y-^Jy,  y*^Jy* 
anwachsen,  und  2)  dass,  wenn  Jtz=zJtf  ist,  einerseits  auch 
JxssJx*  und  andererseits 


sei. 


Dann  ist  jedenfalls       groportionai  zu        iu  Zeichen 

nnd  es  lässt  sich,  wenigstens  für  genügend  kleine  Werthe  von  Jt 

und  ^y,  auch       zu  M  proportionalt  d.  L 
9 

f::Jt 

annehmen.  Danach  ist  anch 


und  sofort 


Jlxii^  oder  Jxx^^ ^m, 
9  9 


3f     m  • 


wenn  m  eine  coustante  SBahl  bezeichnet. 
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Setzt  man  fiir  die  kleinsten  ZniMlimeD  ^x,  ^  dim  eDtapt»- 

chenden  Differentiale  dar,  ff»;  so  erbilt  man  —  wie  oben  —  die 
glekhgefitaltete  Differenzialgieicliang 

eis  deren  Integral  iNepers  ErlLlärung  die  deicbnng 
hinstellL 

Man  lege  die  Noll  nie  Logarithmen  der  Zahl  q  bei,^  man 
gebe  nemllch  :r=0  zu  oder  macbe  Log|^=:0.  Sc!  oeeh 

zf^=i2  und  Uini2=0,  bo  ist 

Da  nun  auch 
iet,  so  findet  man 

Log(e+*|)--l-og^=mJ 
ftr  MiisBa;  daber  iet  <gemis»  Att  4.) 

Log2±-^-Logl=m.a«Log(l+^)-Logl. 

dikflneml  ^^t,  so  ist  aneh  IhsttssO,  und  dafür 


oder 


msUm  Log(l  -f  <)'  —  Logl . 


t=0 


zwar 


Für  seine  eigenen  Logarithmen  nahm  Nener  die  Anfangs 
geschwindigkeiten  k  und  x  der  beweglicbeu  Punkte  B  und  ß 
gleieh  cross,  jedoeb  eotgegengeseBt»  also  kss^n  an.  Di 
wt  bei  ibm,  weU  aUgcsMin 
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oder 


tat,  m  =  —  Q.  Den  anfönglichen  Abstand  ao)  =  p  nahm  Neper  zur 
Läof^eneinheit,  setzte  ihn  also  =10000000=10^,  so  dass  dem 
Dach  Air  ihn  ma*»]0'  war. 

Folglich  ist  bei  Neper 

und  daffir 

log.neperiamiui  jfsso:. 

Aeiulcrt  man  aber  dies  ilcm  neueren  Gebrauche  gemäss  ab, 
iodem  man  diese  Längeneinheit  ^  =  1  setzt,  so  ist  m  =  — 1. 


B. 

Byrg's  Erkiftrang  der  Logartthmen  ' 
dorch  VerkDapfobg  eioer  arithmetischen  nnd  geometrischen  Reibe. 

«. 

Byrg*)  gab  im  Jahre  1620  eine  Logarithmentafel  heraus 
unter  dem  Titel: 

Arithmetifcfoe  vnO  Geometrifcbe  Progress  -  (Cabulen,  fAtnbt 
^hnbiidjen  «merdcbt,  wie  folcbe  nft^lid?  in  «üietley  ^ecbnnm 
gen  5u  gebrftacben  und  verflanOen  wenden  fol.  (BeOcncfc,  3n  Öec 
Ziten  eradt  Prag,  bei  Paul  Beffen,  Oer  /Ubltcben  Universitet 

Diese  auf  Ty^  Bogen  in  Kiein-Quart  gedruckte  Tafeln,  zu  de- 
nen leider  der  „gründliche  Unterricht fehlt,  sind  jetxt  schon 
äusserst  selten.**) 

Die  Benennung  „Logarithmus'*  gel>ruucht  l>yrg  nicht. 

Wer  von  diesen  zwei  Gelehrten.  Neper  und  Byrg,  früher 
die  Logarithmen  entdeckt  habe,  iasst  sich  nicht  mit  Sicherheit 


*)  Jdbtt  liiirgi  oder  Justus  Byrg  Mtirdc  gebureo  im  Jahre  15a2 
au  Lichtentitig,  einer  kleinen  SimHi  in  der  Srliwciz,  Kanton  Sl.  Q^Ues 
an  der  Thor;  and  starb  im  Jahre  1693  lo  Cauel. 

**)  Ich  hrnntatc  da«  in  der  Kililioth«  k  de«  b.  b.  Tluiiilmrdlcr  -  Corps 
befindliche,  gleichfalls  aus  i*rof.  llantsrhrt  Kacklaa«  heretamnieade 
Kiemplar* 
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eitfscbeiden.  Fflr  Byrg  «piedüD  folgeiide  NacInieUm  atkM 
Freuode  und  Verwandten. 

Erstens  äussert  sich  Kepler  (in  seiner  Tabwiae  Rudolphiiiae, 
fol,  Ulmae.  1627.  Saurlu«.  pag.  11.  coluni.  1.  Piaecepta.  Cap.  111.) 
fiber  ihn  irie  folgt! 

hoc  inquam  s'i  expeti« :  ecce  tibi  apices  logiatices  antic|uae, 
aal  praeetant  hoc  long^  commodido:  qiii  etiam  apiceo  logisticl 
Jnsto  Byr^o  multlii  annis  ante  •dltionein  N.eperiaDam, 

viam  praeiverunt,  ad  hos  ipsissimos  logarithmos.  Etsi  n  omo  cun- 
ctator  et  secretorum  suorum  custos,  foetum  iu  partu 
destituit,  non  ad  usus  publicos  educavit. 

Zweiteos  erzählt  Montferrier  (Dictionnaire  des  aciences 
matb^matiqoea.  4.  Paria.  1836.  tom.  h,  pag.  342.)  in  seiDer  Bio- 
graphie ByTg*es 

Benlamin  Bramer  ....  daoa  un  oimtige  qui  a  poor  oblet  la 
deecriptiOD  d'un  instrument  pour  la  penpeeti?e  et  le  l^e  des 

Elan««,  s'exprinie  ainsi :    „(Test  sur  ces  principes  que  mon  eher 
eau-frerc  et  niaitre  Juste  Byrge  a  calcule,  il  y  a  vingt  ans" 
(cet  ouvrage  paraisoait  &  Cassel  cn  1630*))  „une  belle  ütble  de« 

Srogresslons«  avee  leora  diAferenceo  de  10  en  10,  calcul^  k 
cniflfres,  qu'il  a  aussi  fait  ini]>rinH;r  «ans  texte  a  Prague,  en 
1620;  de  sorte  que  l'inventioii  des  In^arithmes  n'est 
pas  de  ^'eper,  mais  a  etö  fait  par  Juste  Byrge  long- 
tempa  avant"^ 

Nach  dieser  Aeusserung  Bramer's  hiitte  demnach  Byrg 
aelne  Logarlthmeotafol  entweder  im  Jahre  1G0I2  oder  1610  be- 
rechnet, jeoadideni  Bramer  sein  Werk  im  Jahre  1022  oder  1630 
drucken  lassen  hat.  Da  indessen  auch  Neper  seine  im  Jahre 
1314  herausgegebene  Tafel  schon  einige  Jahre  früher  berechnet 
haheo  konote ;  so  liest  sich  Aber  die  Prioritftt  der  Entdeckung  der 
Logarithaeo  nicht  mit  Bestinaitheit  absprechen,  sondern  man 
arass  mnthmassen,  dass  iNeper  und  Bytg  gleichseitig»  jeder  (Qx 
meh»  auf  selbe  Terfalien  soieo. 


Byrg  stellte  eine  arithmetische  und  geometrische  Reibe  der- 
gestalt znsamroen,  dass  gleicbvielte  Glieder  tob  beideo  su  ein* 


*^  Wahrscheinlich  i«t  die«  folgeades  Werk:  „Kurzer  aber  deutlicher 
Bericht  ▼mn  GelMniiich  des  Ton  Benj.  Bramer  erfnndenen  Proporttomil- 

lostnimeotes;  20  Sriicn,  mit  einer  Abblldang  des  Instrumente«  auf  einen 
halben  Hn^en.  8.  Cansel.  (Siebe  He gg  Handb.  der  BMCheoi. 

Literator.  8.  Tübingen.  18.30.  S  410. 

*•)  Für  die  Geschichte  der  Lehre  toh  den  Logarithmen  wäre  es 
winsehenewerüi »  dnse  jenand,  dem  das  angeführte  Werk  Ten  Bremer 

sugängig  ist,  die  bicber  gehörige  Stelle  wortgetreu ,  «o  wie  eine  genaue 
Angabe  des  Jahrzahl  de«  Drucke«  diese«  Werbe«  durch  da«  ArchW  ver- 
öffentlichen raöcbte. 


Tbeil  W. 
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nnder  gehrtren,  und  erklärte  dann  j^des  Glied  der  arlthmetiscb«» 
Reihe  fiir  den  Logarithmus  dea  ebea  so  vielen  Gliedes  der  geo- 

metrischen  Ueibe. 

Ib  dcrselbeti  Welse  verfuhren  auch  mehrere  Nachfolger  Ne- 
ner's.   So  sagt  schon  Vlaci|*)  (ein  Zeitgeoosse  Nepei's  und 

Brii?g8'); 

Logarithmi  sunt  quantitatum  cootioue  proportionalium  comitts 

aequidinerentea. 

Später  Gaspar  Schott  in  «einem  Cursus  Alatbematicas.  fol. 
Uerbipoli,  Schönivetter.  100 1.  lih.  27.  pag.  589: 

Logarithroi  sunt  numcri  secundum  proportiooem  arithmeticam 
qasmemque  coutioue  cresoentes,  sttt  (lBeraece*tefl«  adjunell  na* 
meris  ab  nnitate  mcboatis  et  secaodiim  pmiportioDem  geomeMcaa 
oonttone  crescentibiis. 

Diese  Erklämg  der  Logarilliaeii  geht  ans  jener  von  Nenar 

sehr  leicht  hervor,  wenn  man,  um  sich  eine  Vorstelhin^  von  dem 
Gange  der  gleichzeitigen  Aenderung  der  jZahien  und  ihrer  Loga- 
rithmen zu  verschaffen,  eine  grOssere  Menge  von  Logarithmen 
um  gleiche  Unterschiede,  folglich  ihre  Zahlen  in  gleichen  Vcr> 
hnitnissen  nach  und  nach  wachsen  lässt.  Auf  diese  weiee  erbik 
man  eine  arithmetische  Ueibe  von  Logarithmeo» 

•Tiu ,  «^1*       » ••••      >  •••• 

und  eine,  Glied  ffir  Glied  aagehurige  geometrische  Reihe  von 
Zahlen 

Ifo»  ifi»  Sil» ••••311a* 

80  datö 

» 

Legyo^^o»  I^ogSfi^^»  •...Legyass:^, —  ' 

st 

Neper  selbst  bediente  sich  dieses  Vorganges,  nm  die  Loga* 
rithmen  zu  berechnen. 

Beide  Keihen  werden  recurrent,  jedes  Glied  aus  dem  frühe- 
ren berechnet,  die  arithmetische  der  Logarithmen  durch  fortwäh- 
rende Addition  des  beständigen  Unterschiedes,  die  geometrische 
der  Zahlen  durch  fortwShrenae  Muttiplication  mit  dem  sich  gleich 
bleibenden  Quotienten. 

Da  sumeist  liir  bestimmte  Zahlen  die  zugehörigen  Logarith* 
meo  EU  suchen  sind,  so  wird  fast  immer  eine  Einschaltung 
einer  neuen  Reihe  zwischen  zwei  (iliedcrn  der  Hauptreihe  erfor- 
derlich sein.  Dann  ist  wieder  jedes  Glied  der  arithmetischen 
Scbaltreihe  der  Logarithmus  des  eben  so  vielten  Gliedes  der  geo- 
metrischen Schaltreihe. 


♦)  wo? 
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Will  man  «:onach  eine  solche  Heihe  mit  allen  ihren  einschalt- 
baren als  eine  einzige  stete  furtschreitende  Heihe  derselben  Art 
Mwfcen;  so  muBS  man  ansser  den  ganzKahligen  8tellenieig^D 
nd  noch  gebrocfaeoe,  ja  sogar,  da  manche  Zahl  atfengaten« 
cfioaiMWi  durch  kiioarki  solche  E^oechaltang  YuUie  genaa,  son- 
<ifm  nur  immer  genauer  und  genauer,  als  eine  fixe  Grenze  erreicht 
i^enien  kann,  tiuch  irrationale  Stellenzeiger  zulafisen. 

Sei  demnach  n  ein  derartiger  allgemeiner  Stelienzeiger,  nem- 

fici  |)ositiv  oder  no^ativ,  ganz,  gebrochen  oder  irrational;  so  ist, 
»fno  (f  die  constarito  Differenz  der  arithmetischen  Logarithuien- 
reibe,  und  ^  den  hestäiMii|^en  Quotienten  der  geometrischen  Zah- 
lenreihe vorstellt,  bekanntlich  ganz  allgemein 

« 

Fttr  die  Theorie  haaii  nan,  um  mir  gantcahlige  SteUenseiger 
m  erhalten,  den  Unterschied  d  so  klein  nnd  den  Quotienten  q 
«fcoD  selbst  so  nahe  an  1  annehmen,  dass  jeder  Logarithme  so 
Tie  jede  Zahl  sirischen  hinreichend  enge  Grenzen  so  liegen 

komme. 


So  nahm  Neper*)  an  AnfangsgUede  seiner  geometrIseheB 

Bahn 

yo=lOOOOOOO=l(r, 

um  nichstfolgenden 

4her  zum  Quotienten 

iVnier  zur  Differenz  seiner  arithmetischen  Kcihe  =  und  zu 
ihnm  Ausgangsgliede  .ro=0.  byrg**)  nahm  zum  Ausgangsgiiede 
^mtt  geometrischen  Reihe 

»»»lOOOOOOOOslO*. 

IUI  näcb«t  folgeoden 

Qnotienten 


i:i  Doii  III 


<)  TmL  Klägel'a  math.  Wdfierh.  UL  Art»  Legarlthnut.  aum*  114. 
«0  VtigL  dranda  a.  106. 
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ferner  zur  Differenz  seiner  arithmetMchen  Reibe  cfsclOj  und  z 
ihrem  Ausgaugsgiiede  aro=0. 

In  dieser  Weise  zergliedert  BonaTentaim  Cavalerio  in  sei 
ner  IVipooometria.  4".  Uononiae.  1643.  pag*  4*  coL  1.  mm.  %Xy 
die  Erklftrang  der  Logarithmen. 

Man  »icht  leicht  ein ,  dass  das  Verständnis«  des  hier  eroi 
terten  Begriffes  von  Logarithmen  durch  die  unausweichliche  Bil 
scbaltuns  in  den  Reibcfn  und  dnrch  die  gebrochenen  und  iiaifli 
naten  SteUenzeiger  getrfibt  wird. 


C. 

Keplen  Erltllrang  den  Logarithmus  als  de«  Ab^ 
sftblers  der  Vervielfachung  eines  Grundverb^ltnicsei 

8. 

Kepler  (in  den  Tabulae  Rudoipbinae  Cap. III.  pag.  Ii.  coli., 
siebt  den  Logarithmus,  als  Mass  einer  Proportion  oder  richtigei 
eines  Verhältnisses  an.  Denn  a.  a.  O.  findet  sich 

die  Alarginalfrage : 
Elementum  iogarithmorum  nüuimum  quid? 

und  die  Textanwort: 
...  proportio,  ejusque  roensura,  Logarithmus  ....  ^ 

Eben  so  leitet  IS'ikoiaus  IMcrcator  seine  Logarithmotechnil 
London  IfiO/  et  65,  pag.  1.  mit  folgenden  Worten  ein:  1 

Logarithmus  composito  voeabulo  dicitnr  a  ratioDe  i| 
numero,  quasi  rationum  numerus;  id  quod  plane  cum  re  con 
sentit.  Est  enim  Logarithmus  nihil  aliud,  quam  numerus  ra 
tiuncularum  ,  contentarum  in  ratiooe«  «luani  absolutus  quisque  (adl 
numerus)  ad  unitatem  obtinet«  | 

Diese  Erklärung  war  nebst  der  vorigen  lange  sehr  beliebt 
So  giebt  noch  Kindel  (Math.  WOrterb.  Iii.  a  180».  Art  L<^ 
rithmus)  folgende  Erklärung: 

»^Logarithmus  ist  die  Zahl,  welche  anzeigt,  das  wie  viel 
fliehe  ein  Verhältniss  in  Absicht  auf  ein  anderes  Grundverbiit' 
dIss  ist,  wodurch  alle  Verhaltnisse  gemessen  werden.  Nemlicll 
wenn  das  Grundverhältniss  ist  a:b,  so  ist .....  das  iii  fache  o*:^, 

so  wie  auf  der  anderen  Seite  ....  das  n  getheilte  a":6";  feruei 

m  m 

noch  das  m fache  und  n getheilte  aF:6"...   Die  Zahl  —   Ist  dei 

fi  I 

*  Wl      TO  I 

Logarithmus  des  Verhältnisses  i^ifi  in  Besiehung  auf  das  uik 
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» 

Aal  diese  Erkläniog  bezieht  sich  die  Bildung  des  Konetiror- 

tw,  welches  aus  dem  griechischen  koytov  aQi&ung  zusammengezo- 
een  i«t.  und  einen  V  erb äito isszäbier  oder  Verbältnies- 
■  esäer  bezeichnet/' 

EbeD  so  erklärt  Schroei^ser  in  seinem  Lehrbuch  der  reinen 
I  iüikcsis,  1.  Theil.  Berlin.  1817.  $.  41—44,  S.  61-67. 

Diese  Erklärung  der  Logarithmen  entspringt  jedoch  keines- 
unmittelbar  aus  der  Neper'schen  (J),  sondern  erst  aus  der 
HU  ibr  abgeleiteten  (B),  welche  die  Glieder  einer  arithmetischen 
k&kt  Logaritlimen  der  gleichstelligen  Glieder  einer  geometrischen 
leaat;  zugleich  ist  sie  sehr  eingeschrSnkt.  Denn  in  einer  geome- 
kifcben  Reibe  ist  das  Verbältniss  jedes  Gliedes  y»  zum  Aus- 
i  ^gsgliede  3fo        so  vielfache  Verbältniss  des  ersten  hinter  die- 
Ausgangsgliede  stehenden  Gliedes      siini  Aasfpuigsgliede  ji^ 
^kU,  neulich 

Duo  nimmt  man  alter  einschränkend  yo—^  und  sur  arithmetiscben 
Retke  die  der  Stellensablen  selbst,  nemlich 

0,  1,  2>  3,  ....  H f  .... 

ud  erkürt  danach 

ii=Log(y«:yft) 

der 

Dieser  ursprünglich  nur  für  absolute  gan/.zaliliii;e  ^»lellenzeiger 
igStige  Satz  wird  auch  auf  negative  und^  in  Folge  der  Interuola* 
Im  in  briden  sosaraiiiengehorlgen  Reihen ,  auch  auf  gebrochene 
flrf  imlSeiiale  Zahlen  ausgedehnt 

Weon  mau  aber  —  wie  es  doch  sein  moss  —  von  diesen  Kei- 
katbsidit,  so  macht  diese  ErfciSrung  der  Logarithmen,  als  Ab- 
dller  oder  Elzponenten  der  Vervielfachangen  eines  gewissen 
GmodTerhältoisses ,  bei  einer  für  AntiInger  mssficb  und  dennoch 

I  jrondruh  sein  sollenden  Zergliederung  negativer,  gebrochener  und 
\  watioDaltT  solcher  Abzähler  sehr  bedeutende  Schwierigkeiten, 
I  iWr  die  man  jjich  freilich  bisher  mit  Leichtigkeit  hinweggesetzt 
[  ^  Desswegen  dürAe  dieselbe  entschieden  für  die  am  wenig* 
geeigoete  MU  eraditeD  und  dämm  ganz  so  verlassen  sein. 


9. 

Noch  benütze  ich  die  Gelegenheit,  die  ei^jentliche  Ursprung- 
^be  Bedeutung  des  Wortes  .Xogarithmus'*   hier  gründlicher  als 
ge^ichehen  zu  erforschen.  I)ass  die  von  iMcrcator  (1067). 
\  Gilbert  (1776),   Klü^el  (1808),  Schmeisser  (1817)  u.  v.  a. 
i^fiegebene,  und  gewohnlich  beliebte,  äb  agi^fiog  tmv  JLoyisy, 
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Menge  der  Verhältnisse,  keineswegs  die  richtige  sei,  wird  aus 
folgendee  Ctrfliideii  elDleoebten. 

1.  Wer  über  die  genaue  etimologiscbe  Kedeutung  diesci» 
Wortes  vollen  Aut's^hlu£>5  gebeu  kauu,  ist  eiuzig  und  allein  N  e^e  r, 
da  er  es  der  Erste  «nd  zwar  tnm  ersten  Mal«  io  seinem  Origiual- 
werke  vom  Jahre  1614  auf  der  vierten  Seite  gebraucht  und  höchst 
wahrscheinlich  desnen  Schöpfer  ist.  Leider  aaalysirl  und  inter- 
pretirt  er  es  nicht  selbst. 

2.  Nun  gebraucht  aber  Neper  niri^ends  diesen  Betriff  des 
Logarithmen  aU  Abzähiers  von  Viellachen  eines  Verhäftnisses ; 
ja  er  Termochte  gar  nicht  seinen  so  ailgemeinen  Begriff  mit  die* 
seu  eiogeschrftnltten  so  Tertaaschen;  nne 

3.  aus  seinem  eigenen  Begrifle  Icann  dieser  partilnilSre  un- 
mittelbar  und  nicht  ohne  sicfatiicneo  Zwang  hergeleitet  werden. 

Um  also  die  richtige  Bedeutung  aufzudecken,  muss  man 
jene  Steilen  in  Nepers  Originalwerk  hervorheben,  welche  die 
allgemeinsten  und  urandeigenschaften  der  Logarithmen  Itespre- 
eben.   Nun  giebt  er 

1.  in  der  ^teltane  an  dieeem  Werke  Anfsehlnss  über  An- 
lass  und  Zweck  der  Enideckunt;  der  Logarithmen ,  den  icli  daher, 
weil  er  auch  sonst  lesenswerra  ist,  hier  wortgetreu  vollsttodig 

mittheile. 

Quam  nihil  »it  ...  ni:itheniaticae  praxi  tammolestum.  quodque 
Logistas  (die  Rechner)  magis  renioretur,  ac  rotardet,  quam  rosg- 
norum  numerorum  multiplicationes ,  partitiones,  quadrataeque  ae 
cnbicae  (seil,  radicis)  extractiones ,  qnae  praeter  proüziCatis  tae- 
diom»  iuiiricis  etiam  erroribus  piurimuni  sunt  obnoxiae:  coepi  i^i- 
tiir  animn  revolvere,  qua  arte  certa  et  expedita  posseni  dicta  ini- 
pedimenta  amoUri.  Multis  subinde  in  hunc  ünem  perpensis,  non> 
nnHa  tandem  inveni  praeclara  eompendia  (Abküraungen)  alibl  fer« 
tasse  tractanda:  verum  inter  oninia  nulluni  hoc  utilins,  quod  nnn 
com  niultipücationibus ,  partitionibus .  et  radicum  extractionibus 
ardui»  et  prolixi^,  ipsos  etiam  nuniero.s  n)ulti|»ücandu.s .  dlvi- 
dcndos,  et  in  radiccK  re^olvendos,  ab  operc  rcjicit,  et  eorum 
loco  alios  sobstituit  nnmeros,  qui  illorum  rounere  Tun* 
gautur  per  solas  additiones»  snbtractiones»  hipartitiooes  et  tri- 
partitiones.  Qood  quidem  arcannni  cum  ....  sit.  quo  cnnimunius» 
so  melius:  in  publicum  matliematicorum  usum  propalare  libuit.  . 

Von  da  an  gebraucht  Neper  das  Wort  Logarithmus  erst  in 
Cap.  1.  Defin.  6.  pag.  4. 

2.  Neper  nennt  in  seiner  Logarithmorom  Canonis  Con- 
s*tr actio,  1619,  die  eigentlich  in  Rechnung  zu  bringenden  Zahlen 

mimeri  ti  n  t  u  r  a  I  o  .s  ,  dageijen  ihre  I jogarithmen  nunieri  a  r  t  i  fi «  i  a  - 
los.  (\  er'il.  auch  Karsten  Lehrbegriff  der  cesaramten  Mathe- 
matik. 8.  ±  Aull.  II.  ThI.  1.  Abth.  Greifewald,  l/bti.  8.  "242.). 

Nach  sf'irier  Ansicht  sind  denniarh  Logarithmen  geuisse 
ktinstlicb  geschaffene  Zahlen,   welche  aU  leichter  verweadbnM» 
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Snhstoten  (Stell-  vad  Awltrerlnler)  tMwH  im  iMbMbe  mkmm^^ 
liga  RedMno^M  eigevCM  MfMoeboieDder  ZMw  dienoi* 

3.  Nun  bedeutet  in  dem  zusaniinerii^esetzten  Worte  k<yyaQi&fiog 
das  Grundnrort  agi^fiog  Anzahl  oder  allgemeine  Zahl,  numerus,  oder 
auch  Hanl?,  Werth,  vviehomonullo  nuniero,  oder  Mass,  mensura, 
wie  in  6600  d^ft^i^os  des  Weges  Mass;  die  Bestimmsilbe  koy 
kaam  aber  entweder  tob  6  lo/o;  oder  tob  i^y^^tnog  heratammeii. 
Die  nach  unserer  ErOrterang  hier  fNMeltclien  Bedeutongen  von 
loyog  sind  aber  nur  Rechnung,  Anschlag,  Schätzung  oder 
Kücktsicht  wie  in  Xoyov  ixuv  xivog^  rationem  habere  alicujus  rei, 
Hücksicbt  nehmen  aul  etwas,  keineswegs  aber  Proportion  oder 
Verhtlivles;  so  dass  jenee  ^ort  eigentllcb  vqi^^o^  xw  koyQv 
Recfannngszah I ,  Recnniings-  oder Schfttzu ngswertb  oder 
-Rang,  oder  agi^^iog  Xoyov  fiyatv  rivog  uXXov  eine  auf  eine  ge- 
nis^e  andere  (Zabi)  Hücksicbt  öder  Bezug  nehmende  Zahl,  Be- 
xBgesabi  htmMi  UeeBeivrort  ]lo/t#r(xo;  war  snNepers  Ztüi 
sebr  ublicb»  vrie  anin  «w  Keplers  Tab.  Riidolphinae  io  deo 
Ausdrücken  numeri,  anices  logistici  ersieht;  es  Dedeutet  zum 
Rechnen  gehörig  ooer  dienlich;  daher  würde  die  zu  erfor 
acheodc^lieoeunang  eigentlicb  d(ft&iios  io'/i(Sti3iog,  numerus  logisti- 
taät  Ml  Redmeo  dieoBche  (ventrendbare)  Zahl  andeuten.  rVrgl. 
Fr.  W.  Riemer  griecb. •  deutsches  WOrlerh.  Lex.  8.  1H25.  Jena; 
M.  J.  A.  E.  Schmidt  'lentsch -griech.  HandwTirterh.  1*2.  Leipzig. 
Tauchnitz.  iS32.  „Hiick.stcht";  J.  G.  Sehneider  grircli. -deutsches 
Wurterb.  4.  ^  Aufl.  Leipzig,  1819;  Sehe  II  er  ,  lat. •  deutsches 
LezieoB  iB  3  BdB.,  %  AbA.  &  Leipzig.  1786.,  II.  9996.). 

Nach  dieser  Beweisführung  halte  ich  dafiir,  dass  das  Wort 
AefB^t^fio^  im  Sinne  seines  Scbßpfers  mit  Recbnungszabl, 
BesBgBSBbl,  ReehnuBgB*  oder  SdiltsBBgewerth  oder 
•ll«ftg  (aiBer  BBdereB  ZbU)  bb  verdaatBobeB  Bd. 


a 

Die  seit  Euler  übliche  Erklaruiiij  der  Logarith- 
men als  £xponeuten  von  Potenzen  eines  bestimmten 
PotBBtiBBdB. 

10. 

In  einem  sistematischen  Lehrvortrage  der  Algebra  müssen  in 
der  Lehre  vom  l^otenziren  zuerst  ahsolute  ganze  die  l  überstei- 
gende Exponenten  und  darauf  die  absoluten  Exponenten  ]  und  Oy 
epftter  die  negatirea  aller  noefa  imBier  gansen  Ezpoaentea  erforscht 
werden.  Danach  erfolgt  der  erste  fUick schritt  vom  Poteasi- 
ren ,  das  Radiciren ,  nemlich  die  Hüekbestimninng  de«  gebrauch- 
ten Potentiands.  Im  Verlauf  dieser  Untersuchung  wira  man  auf 
Potenzen  nach  gebrochenen  und  irrationalen  Exponenten  geleitet. 
NadbdeBi  maa  so  deo  Petensexponenten  In  beiderlei  Aggrcgra- 
tlonsbeziebungen  und  von  jederlei  Zablform  erhalten,  also  der 
fwiodeittche  PoteBiezpoaeBt  stetig  tob  —  qc  bis  -f  oo  wachsea 
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kann;  erfolgt  der  »ndere  ROckschritt  voni  Potsniren  auf  du 
zweite  Pntonzirungsclement,  den  fizpofleDten«  der  mm  des  Namen 

^^Logarithmus'*  annimmt 

Wenn  nemlicb 

6«=, 

ist,  so  ist  j:  der  Logarithmus  voo^  lür  die  Cirundzahl  b,  io  Zeichen 

b 

jpslog^. 

.  Diesen  folgerechten  Gang  scheint  zuerst  Euler  (VullstSndige 
Anleitung  zur  Algebra.  2  Tille.  S.  Petersburg.  1770;  herausgege- 
ben vou  J.  Ph.  Grüsou.  8.  Berlin.  17%.  im  1.  Theil.  $.  219  uod 
890.  S.  107.)  gezeichnet  sa  haben. 

Diese  Art  der  Logarithmen  ist  jedoch  nicht  bloss  einse- 
nehränkter  ala  jene  Neper's  und  Byrgs,  weil  {edenfidla  Ihr 
l0gl=O  ist,  aondem  auch  schwieriger  im  Verständnis«  voo  An- 
ISngern^  weil  vorerst  das  Potenziren  nach  gebrochenen  und  irra- 
tionalen Exponenten  eelehrt  worden  sein  muss.  Indess  passt  sie 
allein  streng  in  das  wissenschaftliche  Sistem  der  sieben 
Grundrecfanongen  der  Algebra,  und  kann  daher  in  dieser  Lehve 
hent  an  Tage  auch  bioa  allein  aufrecht  erhalten  werden. 


11. 

Auf  diesen  Eni  erwachen  Begriff  des  Logaiithmen  lassen  sich 
die  fraher  erörterten  ilteren  svricUeiteB. 

1.  Bei  Neper  wSchst  der  Logarithroe  x  mit  der  HilfsverSn- 
derlichen  /  glcichf^irmig,  während  nie  Zahl  y  In  gleichem  Verhilt* 
niase  wücbat.  Sei  nun  filr 

(asO,  «asxo,  y=yQ» 

fir 

<=1,  jSSSdTi, 

Während  also  t  Yen  0  bis  1  um  1  wächst»  steigt 

X  von  Us  ji^  mn  »i'^ac^t 

nnd 

y  von  yQ  bis  y^  in  dem  VerhultJiisse  ^> 

Während  dagegen  überhaupt  i  von  0  bis  ^  um  <  wächst,  steigt 

0?  von  OE^  bis  ;f  um  dr— a^» 

und 


i_.vju,^uo  Ly  Google 
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3f  voll  ffo  Um  if  io  dem  VerbSltoieee  ^  • 

Weil  aber  mit  gleichen  Zunahmen  von  t  iiurh  gleiche  Zunah- 
men voo  X  und  gleiche  VerbälUiiätfe  von  y  verbunden  sind;  so 
miMS  der  Zamhme  vod  t  die  Zuoabme  tod  jt  eiid  die  Zunahflie 
der  jSteigemiigs-  ( Verviellbffhiiegs-)  Zahl  ii  de«  Verhiltoiesea 

^  proportional  sein,  uendieh 

« <- ai^:«!— d^ss  I  *  Dt  1— Ob  f:  1 » 


99 


und 

oder 

Uaraua  folgt 


II— 0:l-0=<— 0:1— 0 
ft:l=i:l. 


Anstatt  der  ▼ierCenstanten  xq,  i/q,  ^.  lassen  sich  andere 
eiaiähren.  Sei  0  der  Logarithme  von  Hod  ß  der  Logarithme 
ton  öt  dam  ist  sanScbst  nir  a=^0  and  jfssff 


uod  wenn  man  dadorcb  die  frühere  Gleichung  tbetit» 
paehher  ist  filr  dP=:/3  und  y=6 


felglich»  wenn  man  nach  ^  potenxut. 


Daher  ist  -s  der  Logarithme  ?oa     fftr  die  Gruodsahl  —  • 
P  ff  ff 
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Macht  man  wie  ietst  abHch  ^»1  md  ß=l,  also  LoglssQ, 
und  Log6=1»  so  ist 

also 

2.  Bei  der  nach  Neper  und  ßyrg  vorzunehmenden  Zusam- 
menstellung  einer  arithmetischen  und  geometrischen  lieihe  gibt 
von  deo  zwei  hieftir  giltigen  Gleiehungeu  (aus  ß) 

die  erste 


daher  die  andere 


Heht  die  arithmetische  Loparithmenreihc  mit  0,  die  geome- 
trische Logarithniandenreihe  aber  mit  (f  an,  d.  h.  ist  Xq=-0  und 
yQ=Q,  folglich  0=^Lug^;  so  ist 


$•-99*  • 

Gehört  dann  ß  iUs  Logaritbme  zu  6»  ist  neoilich  acn^ß  uod 

ifm  =  b,  HO  ist 

daher 

Mithin  ist       der  Logarithnie  von       iiit  die  Grundzahl  ^» 

Macht  man  wie  üblich  ^—1  und  (i  =  i,  also  ljogi=0  und 
Log6=s|,  so  Ist 
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aluo 

b 

3.  Nach  Kepler«  Dmftelluog  der  LogariUinien  hat  nuui  (in 
C)  die  Gleichungen 


mithin  l«t  sogleich  naeh  Ealer  n  der  Logarithme  fon  fferdi« 
Grundukhl  ^' • 

GeirOhoUch  macht  maa  yo=3i>  ^Im  0=Logi«  daan  iat 

also 


12. 

RQci[blick  auf  die  bisherigea  Erklärungen  de»  Lo- 
garlthi 


t^htendenkmal  Nepert. 

Vergleicbt  man  die  biaher  aufgestellten  Erklärungen  der  Lo- 

uarithroen,  so  erkennt  man  leicht  folgende  Vorzüge  iler  nach 
meiner  Weise  dargeatellten  Mepe rächen  Erkl&rung  vor  den 

übrii^en. 

I.  Die  mit  einander  zu  Verbin<lenden  stetig  Veränderli- 
chen T,  X,  y,  d.  i.  die  HilfsveränderMche  T,  der  Logarithmus 
Ä,  und  der  Logarithmand  brauchen  nicht  eben  neue  Zahlen 
SB  aeiu,  aoodem  sie  kSaneo  auch  nngemeaaen«  atetige 
Gr dase  n  j  e  g  1  i  ch e r  Art,  als :  Strecken  ,  Bogen ,  Winkel,  rlft* 
chen,  Kurperräume,  Krälte,  Gewiclite,  Zeiten  u.  s.  w.  seiii ,  so 
das»  also  der  Logarithme  das  Schätzungsmaas  oder  der  Rech- 
nungsMcrtb  des  Logarithmands  ist. 

Bringt  auch  diese  Allgemeinheit  keinen  erheblichen  Vortheil 
rOr  die  znmeist  ausgebildete  und  beachtete  Anwendung  der  Lo- 
saritbmen  auf  da«  Ausrechnen  gewisser  besonderer  Zahlen:  so 
nhiht  aie  sMehwobl  flir  die  allgemeine  Theorie  der  Logarifnien 
Mehat  «rientig,  wenn  man  diese  —  was  doch  auch  Ton  wiaaen 
aobafHiehem  Warthe  iai  ^  apeeabtiv  weiter  varrolgen  will. 


Itt 

2b  Neper's  EricISrung  läaat  scboo  fflr  sieh  seihst  M  dem 
Logariflimas,  wenn  er  als  Zahlwerth  einer  stetig  veränderlichen 

Grösse,  oder  als  Zahl  im  weitesten  Sinne ,  hetrachtet  wird,  heide 
algebraische  Beziehungen,  die  negative  eben  so  wohl  als 
die  positive,  und  jedwede  Zahlforni,  die  ganze,  gebrochene 
und  irrationale  (!)  zu;  w&brend  alle  anderen lErklfiningeD  diese 
unerlSssliche  Eigenschaft  erst  mühsam  und»  Anfitngern  nur  sehr 
schwer  fassüch»  nachweisen  müssen.^ 

3.  Dieselbe  Erklimng  Usst  bei  der  Zasaronienstellung  der 

das  logarithmische  Sistem  bestimmenden  Uauotwerthe  des 
Logarithmands  und  Logarithmus  freie  Hand;  nach  ihr  kann  man 
die  ^iull  jeder  Grösse  als  Lo^arithme  zuweisen,  oder  man  kann 
das  V^erbältniss  der  gleichzeitigen  kleinsten  Aenderungen  des  Lo- 
garithmands  und  Logarithmus  neliebig  festsetzen. 

4.  Sie  enthält  —  was  für  die  Grundlehre  der  Differential- 
rechnung bedeutsam  ist  —  in  sich  auch  so&leicb  den  Ausdruck 
des  Differentials  des  Logarithmen,  da  sie  eigentlich  das 
Int^ral  einer  Dilbrentialgleichung  ausspricht 

5.  Von  Neper's  Erklärung  ist  die  Byrg'ische  und  Vlacq*!- 
sche,  so  wie  von  dieser  die  Kepler'lsebe  nur  eine  Speciallttt» 

blos  die  Euler'ische  hat  vor  ihr  den  Vorzug,  in  dem  sistemaä- 
schen  Lehrgebäude  der  Algebra  den  Schluss  der  rückscbreltea» 
den  Rechnungen  vom  Potenziren  zu  machen. 

Auf  solche  Weise  glaube  ich  denn,  durch  Zurfickleltung  der 
Neper'schen  Erklärung  des  Lojiarithmus  auf  ihre  eigentliche  rein 
analytische  Bedeutung,  die  Gründe  ihrer  Merkwürdigkeit  (num.  2.) 
dargelegt*  und  durch  die  Hervorhebung  ihrer  bisher  nicht  geahne- 
ten  Vellkommenheiten  und  Vorzüge  dem  genialen  Geisle  des 
Entdeckers  der  so  äusserst  nützliclien  Logarithmen  ein 
bodi  ehrendes  DenkmaJ  gestellt  zu  haben. 


IB. 

Die  von  mir  selbst  erdachte  Erklärung  der  Loga- 
rithmen. ^ 

la 

Bei  einer  elementar-aritbmetiacben  Darstellung  der  Lehre  von 

den  Logarithmen,  vornehmlich  für  Schüler  höherer'  Volks-  und 
Bürgerschulen,  und  überhaupt  für  jene  Pniktiker,  welche  nicht 
die  Algebra  erlernen,  denen  aber  gleichwohl  die  Kenntniss  der 
Logarithmen  für  ihre  vielerhaud  Zifferrechnungen  von  ungemeinem 
Nutzen  sein  ksnn,  bleiben  alle  bisher  gegebenen  Begriffs  vom 
Logarithmen  äusserst  schwer  za  erfassen,  und  daher  solchen 
Rechnern  diese  so  höchst  nützliche  Lehre  unzugänglich.  Darum 
erlaube  ich  mir,  hier  einen  den  Zweck,  leichte  und  vollständige 
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Vfr.<tändlichkeit ,  besonders  wo  es  nur  auf  Anwendung  der  Loga 
htbrneo  im  Zifferrecbnen  ankommt,  vollkommen  erreichenden  Be« 
ffif  der  Logarithmeii  fifentlicb  mitzutheilen,  den  ich  bereits  i« 
Ml  Jahren  1826  — 2H  erdacht,  und  bei  Privatunterricht  mit  dem 
frü»iten  Vortheil  benützt  habe,  und  den  auch  im  Jahre  1846  der 
«iamalise  Gymnasial-Professor ,  H«^rr  Johann  S ch  o  I  z  zu  Tarnow, 
fliit  m<  hreren  Frei\viHii»en  nua  seirirn  JSchiilern  der  vierteil  Ciram- 
aitikaJ'Klasse«  als  gauz  genügend  erprobt  hat.*) 


Unentbehrlich  zum  wahren  Verständniss  dieser  Erklärung  der 
Logarithmen  ist  jedoch  folgende  einleitende  ErOrternng. 

I  Die  Beschwerlichkeiten,  mit  denen  das  Rechnen  oberhalb 
'  «  A^^regirens  (Addirens  und  Suhtraliirens)  zu  kämpfen  hat, 
'\  srt  II  Anlas>j  zur  Krlindiin*;  des  Auskunftsmitteis ,  anstatt  mit  den 
•e^tiebenen  Zahlen  selbst  jene  beschwerlichen  Hechnungen  zu  füh- 
ren, lieber  mit  gewissen  Hills  zahlen  einlacher  und  leichter  zu 
Rdnen,  die  man  Loffarithmea  nannte  —  was  etwa  «o  viel  ab 
Beiiebonge-  oder  Besngssahl  heissen  mag  und  welch« 
■aaals  Stellvertreter  oder  Zeiger  derjenigen  Zahlen,  denen 
M  sQgehCren»  ansehen  lann« 

Nothwendig  muss  aber  hiezu  bedungen  werden,  dass  jede 
Zihl  nur  einen  einzigen  ihr  ausschliesslich  angehörioen  Logaritb- 
■CS  fcesitse  und  daher  auch  aroi^ekehrt  ieder  Logaritbme  nnr  einer 
dozigen  Zahl  zui^ehore ;  damit  Zahl  und  Zeiger  (Logarithmus)  mit 
vifi^  BestiflomUieit  auf  einander  hinweisen. 

'  Man  will  demnach  zuvörderst  anstatt  jeder  in  Rechnung 
bringenden  Zahl  ihren  selbsteigenen  Stellvertreter  (Logarith- 

n»)  nehmen,  sonach  mit  diesen  StellTertretem  auf  eine  pass- 
!  Bebe  bequemere  Weise  rechnen,  um  den  Stellvertreter  (Logarilh* 
I  nm)  der  aa  suchenden  Zahl  zu  finden  und  endlich  wieder  za 

(diesem  die  angehOrige  Zahl  bestimmen,  die  dann  nothwendig  das 

Tfiriaagte  Recbnungsergebniss  sein  muss. 

Rflefcsichtlich  der  erwähnten  mit  den  Logarithmen  vorzuneh- 
tBOidce  Rechnungen,  gibt  die  Wahmefamnng,  dass  mehrere  mit 


Ordnung  dasselbe  Prodnct  liefern,  an  die  Hand,  dass  auch  die 
Bit  den  Stellvertretern  (Logarithmen)  der  Factoren  anszußlhrende 
t^Kbnong  die  Ordnung  dieser  Stellvertreter  (Logarithmen)  der 


*)  Ich  halte  ihm  so  dlm>m  .aetterorieotliehea  Uoterriehte  ehw 

^'nrhrift  meiner  vom  27.  Jänner  bis  22.  Mai  1846  Terfassten  Schrift 
"^crfAA««!.  welche  «^Pf^enwärtig  unter  dem  Titel:  ,.Rl,pnientnrlehre  von 
^  l««gftrttbmea  t  aul  einen  neuen  verständlicheren  und  iirofaNApnderen 
Nniff  üeter  Hilliisahies  gegründet*'  im  Verlane  der  hietigtn  Uuch- 
■■ÄMg  J.  O.  Gslve  (InhsMr  F.  Tempak;)  ertchebc« 
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I 


Willkflr  ÜberiaMM  mütm.  Vom  den  wwU  MditBr  die  Ikl^ 
tiplication  «nsIlSlirliareo ,  ßechnunf^en  —  der  Addition  and  Siri^ 
traction  ^  gestattet  jedoeli  aar  die  Addition  eine  solcbe  IW- 
heit  in  der  Aiiordnung  ihrer  Elemente  (Daten).  Mithin  mnse  maa 
folgende  Grundeigenecbaft  von  den  Logaritbmea  fordern: 

i,So  oft  iDekrere  Zahlen  mit  einander  an  muitipiicireo 
aind»  müssen  ihre  Logarithmen  addirt  werden.'* 

Danach  stelle  ich  nun  folgende  Erlciärnng  der  Logaritb^ 

meu  auf:  I 

Logarithmen  von  Zahlen  sind  tj^ewiaae  nach  diesen 
Zahlen  dergestalt  heineasene  HiTfszahlen,  daaa  der 
Logarithmus  des  l^roductes  bellehis  vieler  und  was 
.  immer  für  ivelcher  Zahlen  die  Summe  der  Logarithmeiri 
dieser  Zahlen  (Factoreo)  ist 


15. 

In  lehrender  Form  ausgesprochen  vem-andeit  eieh  dieae  Er- 
klirung  in  folgenden  Grnndlehraats: 

I.  Der  L  o(>;aiith  nie  jedes  Pro  du  ctes  ist  die  Sunne 
der  Logarithmen  seiner  Factoreo. 

Log(a6c ... ) = Loga  -f-  Log6  -f  Loge  -f ...» 

Daraus  fo|f;cn  nun  sogleich  auch  die  drei  weiteren  llau|ft< 
lehrsätze  mit  Logarühmen,  oemiich 

IL  Logj-ssLega-^LogA; 
dean 

I 

also 

Log^  +  Log6sLegff  I 

und 

LogT-s:Logs«-*Log». 

I 

IIL  Log(a")=siiLoga, 
weil  I 
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ssftLüga 

»  I 

IV.  LogVa  =s  -  Loga , 

(Va)"s=a. 
iiIjOgVassLoga 

nd 

•  1 

Log  Va=:- Loga 

kl 

Für  den  Ziffenrecbiier  genflgt  es,  die  beiden  letzten  Shize 
m  ftr  absolute  ganze  Exponenten  n  su  erweisen. 

Ueberdies  ersieht  man  leicht »  das« 

Logl=0 

hL  Denn  es  ist 

l.a=:a. 


Logt  -|-  Logo = Loga » 

dabei 

LoglssLoga  —  Loga=0. 

Tm  den  Zahlen  ihre  mit  dem  Namen  „Logarithmen'*  beleg- 
leti  Zeiger ,  der  obigen  Grundforderung  gemäss ,  anzupassen,  mnsa 
iBao  mit  irgend  einer  ausgewählten  Zahl  einen  gewissen  Logarith- 
atn  verknüpfen.  Am  zusagendsten  ßndet  man  es ,  sich  fßr  eine 
ZiU  M  entscheiden»  der  man  den  Logarithmen  1  beilegt.  Diese 
Zabl  San,  deren  Logarithme  1  ist,  wird  die  Grtiidsahl 
(^m)  der  nach'  dieser  Annahme  l)eroessenen  und  ein  sogenann- 
^  Sistea  ausmaehendea  Logarithmen  aller  anderen  Zahlen 
fcmaat 

Di«  Herieitong  der  \'ergleichnngen  der  Logarithmen  aus  jenen 
^  Zahlen ,  wo  wie  die  Ueberaengnng  von  dar  MSglichIcelt,  su 
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jeder  Zahl  ihren  Lot^arithmen  zn  berechnen,  grfiDdet  mao  sofort 
auf  folgeoden  leicht  zu  rechtfertigeodeu  ^»atz:  ^ 

„Hat  man  was  immer  fliriwoiTOu  0  uod  I  yerscbiedene  Zah- 
len, so  Hillt  jede  der  von  der  ersten  an  aiifsteicenden  Potenzen 
der  einen  Zahl  oder  ihres  Umgekehrten  entwetier  ajif  eine  der 
von  der  nullten  aus  aufsteigenden  Potenzen  der  anderen,  oder 
iwischen  zwei  uomittelbar  naeh  einander  folgende  aolche  Potenzen." 

Ist  daher  a  irgend  eine  Zahl,  deren  Logarithrae  in  jenem  Si- 
steme  zu  suchen  ist,  dehnen  (irundzahl  b  ist,  so  mxiaa  die  mhe 

Putenz  entweder  von  a  oder  von  -^zwisclien  die  nte  nnd  n-flte 

a 

Potenz  von  ö  fallen,  in  Zeichen 

a"=6»....Ä"+*  oder  l~  \  as6«.....6*H-i 

•ein. 

Dann  ist  entweder 

iRLoga=ji...»-f  1  oder       Loga;sii....ii -l- 1, 
also  entiveder 

l'Oga=~...-^-    oder  Logo=— — 

Man  erkennt  iittn  leicht,  dann  man  sich  iiier  auf  gebahntem  nnä 
hekaantem  Wege  hefiodet* 


16. 

Die  Haupt  vortheile  meiner  Ericlärung  der  Logarithmen 
bestehen,  nie  nicht  zu  verkeimen,  darin,  das«  zu  ihrem  Verständ- 
niss  schon  die  Kenntnisse  des  Pntenzirens  und  Radicirens  nach 
absoluten  ganzen  Exponenten  hinreicht,  und  daas  aua  ihr  ao- 
gleich  ohne  Beweia  einleuchtet,  dase  die  Logarithmen  Ton  bei« 
derlei  (positiver  und  negativer)  algebraischer  Beziehung  und  von 
jeder  der  dreierlei  ZahU'ormen  sein  können.  Ein  Nebenvorthei  1 
derselben  ist  der,  dass  man  leicht  eiujiiielit,  dass,  sohaU  ein  lo- 
garithmiscbes  Sistem  der  Grundforderung  genügt,  ein  auderes 
gieichfalls  genfigendee  sich  ergibt,  wenn  man  sSrnrotliebe  Loga- 
rithmen de«  enteren  durch  einerlei  Zahl  multiplicirt  oder  diviiuri 
Denn  iat 

Log(a6c. . . .) = Loga  -|-  Log6  -f  Loge  4*  » 

so  ist  auch 

inLog  (a6c....)  s  mLoga  -f^mLog^  f  mLogc  -K  ..... 
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Eex«icboet  man  ood  die  m  mal  so  grosMii  Lc^aritlmieii  itutali- 
log,  Mtzt  naa  Benlich  Oberhaapt 

log  (a^...)s&liog« -I- log6 -flöge -f  «j. , 

milliin  geou^en  aneb  die  miadieD  also  dw  Bwattea  Systam*  an* 
§eliiltigen  Logatitlimen. 

Siod  die  Grundzahleo  dieser  Systeme  B,  b,  also 

hogS=sl,  log6=l; 

BO  Ist 

fliLogB=:fiislogBi  mLog6=!og6=l< 

daher 


Zweiter  AbtcJmitU 

VerAuch  einer  oaturgemSssen  und  mCglicbat  lelclli 
faaaUchoii  Horleitaog  der  naiüriicken  Logarithaea. 

17. 

Eialeituog. 

Die  Lehre  von  den  naturlichen  Logarithmen  hat  bisher  Iii 
den  Lehrbüchern  der  Algehra  oder  Analysis ,  meines  Krachtens, 
weder  die  mdiiihrendc  Stelle  noch  die  richtige  liehandlurig  erhal- 
ten.  Gewübniich  enttviokelt  mau  entweder  in  der,  die  Differential- 
leelmiinff  Gleitenden,  sogenannten  ^Analysia  dea  Endlichen'*  oder 
Id  der  nifferentialrechnung  seihst  nach  Aufstellnng  der  Taylor« 
acben  Reihej  die  ReiheBsunune 

-  i 

oder  die  Grense  der  Potenz  (1 4-«)"  fiir  die  uiiendlicEe  Aboalbtlie 
der  VerStoderlicben  u,  und  sagt  dann,  »jene  Summe  oder  diese 
GraoM,  d.  L  die  beallmmte  jedoch  fa>tafionale  Zahl  i'7iä2S 
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die  man  zumeist  durch  den  Uucbstaben  e  bczeicbntt,  nehme  maa 
snr  Grandsahl  der   sogenannten   natarlicben  Logaritbnen 
oder  man  äussert  sich  wohl  gar,  .. Ne per  habe  sie  rar  Gnudr 
sahl  seiner  Logarithmen  angenommen.'' 

kt  es  einem  scharfsinnigen  SchOler  erlaubt  sein«  Meiamig 

frei  zu  äussern,  so  muss  er  wohl  fragen,  wie  doch  Neper  oder 
sonst  jemand  auf  diese  sonderbare  irrationale  Grundzahl  gera- 
then  sei.  W  ie  inuss  er  aber  erst  staunen ,  wenn  man  ihn  dagegen 
bescbeidet,  Neper  habe  von  dem,  was  man  heut  sn  Tage  lojgh' 
rith mische  Grundzahl  nennt,  gar  nichts  gewosst?  Aa^eter» 
seits  hat  man  ihm  in  der  Algebra  begreiflich  gemacht,  dass  es 
wohl  am  n.itürlichstcn  sei,  die  als  Grundzahl  des  allgemein  ttbU- 
«hen  dekadischen  Ziffersystenis  verwendete  Zahl  10  zur  Grund- 
sahl  der  Logarithmen  zu  nehmen.  Deswegen  dflrfte  er  sicfaer 
fragen,  >\arnm  »an  nicht  lieber  die  dekadischen  Logarithmeo 
natürliche  nennen  wolle. 

Eben  so  unhaltbar  ist  die  Erfcllmng  der  natürlichen  Lo^arith- 

men  als  jene,  deren  Modul  =1  Ist,  wenn  man  den  Begriff  den 

Moduls  nicht  fest  bestimmt;  wie  z.  U.  Pasquich  (Anfangsgr. 
der  gesaninit.  tbeoret.  Mathematilc.  4.  J.  Bd.  Wien.  18ri.  8.  102. 
6.  780  —  78*2)  in  folgender  Weise  irrig  getban  bat  „Für  jede  zwei 
Grundzahlen  bleibt  das  Verhaltnlss  der  Logarithmen  einer  und 
derselben  Zahl,  G,  welche  diese  auch  werden  mojic,  bestSodtg. 
Daher  sind  immer  zwei  Zahlen,  ^,  n,  denkbar,  deren  Verhaltniss 
ft:;s  zu  einander  jenem  bestaudieen  Verhältnisse  gleich  ist;  der- 
gestalt, dass,  wenn  ilf,  P  die  Logarithmen  jener  Zahl  Cr  lämA» 
allemal  M:P=.u:n  sein  muss.  —  Diese  bestimmten  Zahlen  |^ 
»nun  heissen  die  Moduln  (!)  beider  lo^arithmischen  Systeme. 
—  I^eijt  man  sonach  ein  logarithmiscbes  System  deriiestalt  zu 
Grunde,  dass  sein  Modul  =1  seij  während  der  Modul  jedes  an- 
deren  Svntemes  irgend  einer  bestimmten  Zahl  m  gleich  soU: 
80  wird  j^nes  das  natürliche  System,  und  dieses  ein  künst« 
Ii  che  8  genannt."  —  —  Nun  iSsst  .sirh  aber  jedes  Verhältniss 
dadurch,  dass  man  seioo  Glieder  durch  eines  aus  ihnen  theiit, 
80  umstalten,  dass  in  ihm  ein  Glied  =1  werde;  es  ist  nemlicfa 

Mithin  konnte  man  den  Modul  jedes  logarithmischen  Systems  su 
1  machen,  folglich  jegliches  System  als  das  natfirllehe  lihislelleB« 

Engländer  und  Franzosen  nennen  die  natürlichen  Logartthmeo 
„hyperbolische  oder  Neper*8cbe*';  sogar  jetst  noch,  wo  doch 

schon  erkannt  ist,  dass  auch  bei  der  Untersuchung  anderer  Linien» 

als  der  gleichaxigen  Hyperbel,  Logarithmen  in  Anwendung  kom^ 
men,  und  alle  Arten  von  Logarithmen  durch  Flächeninhalt  Hyper- 
bolischer Sectoren  sich  darstellen  lassen;  so  wie,  dass  JNeper's 

Logarithmen  nicht  die  Zahl  e,  sondern  ihr  Umgeitebrtes  —  zur 

e 

Grund/.abl  haben.  (Vergl.  unten  Art.  23.).  VVollte  man  diejenigen 
Logarithmen»  deren  Grundxahl  t  ist,  nach  ihrem  Entdecker  oe- 


Mmm;     tähM  wm      iiaffii  im  Sdnreiier  fiyrg  die  Byr 

Will  man  nun  nicht  zu  dem  jetier/.eit  misslichen  Schaffen 
tmt  BeioameD  seine  Zuflucht  nehmen;  so  bleibt  es  wohl  am 
fcaUfemtee^  iS»  auf  die  Grandzahl  e  beiflglicbeo  Logarithmen^ 
tie  Mdiy  die  Bat dr Hobe D  zu  nennen;  aber  avchzudeidh  Ilm 
AMcitnog  so  natorgemätia  dorchsuführen,  dasa  diese  ßenenniug 
fMWBil  anduDgeswangeo»  also  eelbat  aatfirlldi*  eracbeioe. 

Dabei  bleibt  es  jedoch  im  Interesse  des  wissenschaftlichen 
Systems  der  Algebra  sowohl  als  der  Diflferentialrechnung  auch 
•tch  wOefldieBcwertby  daaa  dieae  Ahleltoog,  die  aehvflerig  za  be* 
^niodeode  md  der  hSberen  Analyma  unbedingt  zu  überfaaaende 
LHire  von  den  convergenten  Reilieo  umgebend»  bloaa  el«nien« 
Ure  üilfamiUel  bendtze. 

Das  Folgende  soll  ein  Versuch  einer  solchen  Elemcutarlehro 
aatirfiebeo  Logarithmen  a^n.  DIeae  liaat  aich  augleich  theils 
ttch  den  bereita  erörterten  Teracfaiedenen  Begriffen  vom  Logarlth- 
atB  richten,  theils  aua  ge^vissen  Grenzverhältnissen,  theils  end« 
aas  der  Lehre  von  den  logarithmischen  Proportionaltheilen 
•e^>^(BB;  wonach  unaere  UntertheiluDgen  sich  richten  werden. 


Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen  nachte 
pers  Begriff*  vom  Logarithmus. 

18. 
Modul« 

Nach  Nepers  Erklärung  dea  Logaritbmiia  fanden  wir  In 

d.,  wenn  x  einen  Logarithmen,  y  den  Logarithmand, *  dem 
*f  n^^Srt,  und  Ja,       ihre  beziehungsweisen  Zunahmen,  end-*' 

m  rinc!  irrwisKe  bcständic^  Cirnsse  aua  der  Gattung  der  x 
Zeichnet,  für  lim^;i;=:0  und  lim^^=ü 

DtT  (Quotient  des  Zuwachses  des  Logarithmus«  durcfi  den 
^'^kkitnijisniässigen  Zuwachs  des  Logarithmands  strebt  demnach, 
^  wendüelier  veiihigetutig  dea  einen  und  anderen  Zuwachses. 
teEade  einer  feat  atehenden  Grenae  m  ao. 

fliese  Grenze  m  nnn ,  nach  der  sich  nothwendig  das  betreffende 
'^^rithmische  System  .seihst  moditicirt,   pflegt  man  den  Modul 
Logärithmeosystems  zu  nennen. 

IV 
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in  er  setxt,  ausgehend  ima  den  Logarithniaiid  Jr=^* 
er  die  Null  al««  Lo<rarithmen  beilegC  Jyss^Jx,  dbMr  lat  4er 


Neper  setxt,  aus^ 
Jie  Null  als  Loi;ari( 
Modul  des  Neper'schen  Logafitbinensystenie  1»=— 4^ 

Führt  uiaii  lür  Jx  und  Jy  ihre  ursprflnglichen  Bedeatudken 
te  +  ^a:)— a:  oder  Log(y+^M)  —  Logy  und  (v  +  ^y) — y  ni  oli^ 
Gren^eichung  ebi  •  so  lisst  sich  ihr  aoch  die  Form 


Log(y+^y)  — Logy  _  m 

ertbeiien    Setzt  man  noch  5=^  und  Jif=fj,  so  ist  auch 

nm  J-'oy  (P  -f  ^)  —  tiogg  _  "» 
17=0     .(^  +  1?)—^  P.' 


oder  wegen  Log^=0 


19. 

Einf nTirnfnf;  und  Rechtfertigang  der  BeneAnnng: 
«»natüjrücbe  Logarithmen." 

Gewiss  ist  es  sehr  aogeitaesseo» 

1.  die  Null  der  Zahl  1  zum  Lo&arithmeo  zu  geben, 
also  ^=1  zu  wählen,  weil  dadareh  in  den  allgemeinen  Ausdrfl- 
ckcn  der  Logaritiiinen  von  Producten,  Quotienten,  Potenzen  und 
Wurzeln ,  und  sonach  in  alloni  llechncn  mit  l^ot^arithmeo  die  be- 
deutendste Vereinl'acbuog  eintritt,  (vergL.  Art.  4.}; 

2.  die  Logarithmen  mit  den  Logar ithmanden  zu* 
gleich  wachsen  zu  lassen,  folglich  Jx  and  /it/  gleichstimmig 
und  dadurch  den  Modul  m  positiv  zu  machen»  nicht  aber  die 
einen  wachsen  und  die  anderen  abnehmen  zu  laj$sen,  also  und 

entgegengesetst  und  dadurch  den  Modul  negativ  zu  machen; 
denn  im  ersten  Falle  werden  die  Logarithni<Mi  der  zumeist  in 
Reclinun«:^  kommenden  ganzen  Zahlen  positiv,  im  anderen  aber 
widematOrlich  negativ; 

3.  diese  gleichstimmigen  und  gleichzeitigen  Aenderuasea 
Jj- ,  ^1/  der  l^ogarithmen  a:  und  der  Logarithmaude  y  am  TJr- 
Sprunge  heider ,  no  nemlich  der  Logarithine  Null  und  der  Loga- 
rithmand  =q  iiit,  einander  gleich,  Jx=^Jgf  anzunehmen  und 
dadurch  den  Modul 


I 
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mitiacbeD,  folglich,  nachdem  mau  (vermü<;e  1.)  bereitä  ^=1  ge* 
RÜiU  hat,  den  Modul  in  1  zu  verwaiiuelu. 

Dl iiiggiBiiiü  iot  es  auch  emu  passend,  das  »o  vorgerichtete 
Ugaritfamensy  st  cm,  in  welchem  die  Null  der  Logarahine  tod 
Ein  und  der  Modul  uleich  Eins  ist  und  die  Los^arithmcn  mit  deo 
Lösarithmanden  zugleich  wachsen  oder  abnehmen,  das  nutür- 
üciic  und  jeden  in  selbes  gehörigen  Logarithmen  einen  natürli- 
clkea  (oaturaliä)  zu  nennen.  Diesem  entgegen  nennt  man  jedes 
nkn  System ,  bo  wie  jedea  ia  daeeelbe  gehörigen  Logärithmen 
Hiitlieh  (artificialui).  Einen  natürlichen  Logariämen  bezeichnet 
oao  fotweder  durch  log.  nat.  oder  gewöhnlich  nur  ganz  InifZ  dliieh 
i,  daea  kfinstllcfaen  ä»erbaopt  durch  log.  artiC 


ao. 

Muglichkeit  derBerechn  u,n  g  <1  e  s  L  o  g  a  r  i  t  h  ni  e  n  einer 
bestimmten  Zahl  in  Bezug  aut  einen  festgestellten 
Modal,  und  umgekehrt  der  Zahl  zu  einem  gegebenen 
U|irithmen. 

Seien  nach  Art.  4  mehrere  in  durchaiw  gleichem  Verbiltniaae 
^atichrtitende  Zahlen 

^0  Vi  y%  Uz  >  ^"+1  — • 

i 

od  die  Mgthgflgen  am  gleiche:  Unt^chlede  fortachrettenden 
|i4gtttthmea 

3pQ        {t%  X%  •••••  Xn  ^«4^  \ 

•<i  femer  die  Ausgangszahl  der  ihr  zuständige  Ausgangs- 

l^gariUuae  jrQ=ü;  endlich  sei  der  Unterschied  yi^~yQ  —  JyQ=zti. 
maa  iat  ^  meb  gleich  hleibende  VerhUtniaa  der  Logarithmande 

I 

yiii^o  =  l+^* 

^mA  nach  Art  5.  Ii.  der  darct|weg  gleiche  Unterschied  der  Lo* 


^Ate  bat  man,  weil  die  aufgestellte  Reihe  der  Zahlen  (Logaritii- 
^'*^)  2f  geometrisch,  die  der  entapiechenden  Logarithmen  m 
ari&metlacb  iat. 
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Sei  nm  y  eine  gewinse  ZiU»  *  ihrLoearithme,  eo  IMt  «etwe- 

der  ausofthmsvreise  y  mit  einer  der  berechneten  £ahlen,  yn>  Tol^ 
licli  X  mit  dem  Logarithmen  Xn  zusammen;  oder  es  lieirt  /umeis^ 
y  zwisclipii  yn  und  y»f|»  folglich  aucb  o?  swiftcheo  j;«  und  Xn^^ 
was  wir  kurz  durch 

3fs,fi....j^i  und  #ssjrii«..a:^| 

andeuten  wollen. 

In  jenem  Ausnahmefalle  ist  ' ' 

und  wenn  man  den  Aafldnlci^  von  ^  ans  einer  dieaer  Gleidiimgen 
in  die  andere  «nbstitairt,  erfolgt 

In  den  gewGhnlichen  Fällen  aber  bestimmen  wir  einmal  aus 
den  eiuschränkeadeu  Grejuaasdrücken 


>•  Ii 


in  umgekehrter  Ordnung  den  Quotienten  . 

nnd  setzen  die«e  Grenswertiie  in  die  gleichstolligen  Einschrin- 
knngsgrensen 


•  •  • 


Logycsd^sm.  ii  ^     m(n  -f  1)  r » 
erhalten  daher  den  Logarithmen 

nachmalen  bestimmen  wir  aus  diesen  Grenzausdrddken  ton  Log3f 
in  omgeicehrter  Ordnung  den  Qnotienten 

?-"TO(ii+i)-'"Är' 
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nnd  setzen  ihn  in  die  eleichvielteo  £iu«chräskuiigttgreuzeD  von  if, 
•tfcaltett  denmach  den  Logaikkaiuid 

Ml  die  BOTecbnanff  der  LonHUiiiien  mMkhst  geoau  ee- 
adiehen,  so  moM  da«  utervalf  mt  waprÜDgliclieD  efoeDgeodeD 

Grensen  Ton  Logy,  d.  i.  m^,  MiiTeiclieiid  klein,    daher  aoch 

schon  die  Differenz  recht  klein,  luithiii  uneodlich  abnehmend, 
Bny=0 ,  angeoonuien  werden.  IHnn  moM  aber  fiir  jeden  endll- 
dion  Werth  von  Logy  die  Zahl 

.=  i.iL«w-l....'.AL.g, 

anendllch  wachaen  oder  linin=OD  sein.  Führt  man  dieae  nner* 

reichbaren  Grenzen  in  ohi(;e  Ausdrucke  fon  Logy  md  jf  «in,  so 
findet  man  die  äussersten  ÜKenzwerthe  ^ 


BeaMuMt  mtm  daa  Uaigekohrte  wmknmH  m,  also        «o  wird 
1 

fiir  Umii=a»=s|p  offenbar  limw=0«  daher  ist  auch 

Ffir  natfiriicho  Logarithmen   ist  o=l  und  ms 
daher  bat  man  die  einechr&nkeiiden  iyrensauadrliche 


<*)    Von  des  hier  sefunileaen  äquivalenten  vier  Grenzglcichungen 
iit  dcnmach  jede  das  Mtegral  der  tan  l.  ^btcho.  Art.  5.  aufgeslellUa 
DUÜMTMiMiglmchaBg 

9  m^'^' 
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und  die  Susserstta  Grenswarthe: 

> 

« 


In  i\en  jetzt  gebräuchlichen  Lnt^aritbniensystemeu 
man  durchweg  der  ZM  I  diu  NuU  al»  Logarithmen  bei«  d.  i. 


legt  man  durchweg  der  ZM  I 
me  eetBt  ^ssl,  dadurch  fHfd 

Jjogy =iii(Vy— 1)  n ....  m  ( Vy— l)  (n  + 1) , 
und  Yelletindig  ^ 

n  <f  '—1 

LofNfsfn.lim(\/y-<-l>ii  ssm  .  liiki  *  t 


21. 


Verffleldning  der  Logarithmen  pron.  einerlei  Zahl 
in  Fersei  lied  enen  logftrithmlechen  Systemen, 


Gehören  zur  selben  Zahl  y  in  ztvei  losaritbmischen  Systemen, 
deren  Modnin  tn  und  m'  sind,  die  Logarithmen  x  und  .r',  die  wir 
durch  Logjf  und  logy  unterscheiden  wollen;  so  bat  man  nach 
Art 5.«  ineofem  die  Amdening  Jif  der  eich  gleichbleibenden  Zahl  « 
auf  fifr  die  nemliche  angenommen  werden  daif  ,  sowohl 


als  auch 


-:*=--4rfa?  und  Logtf=:;r, 
y     m  ^ 


^  ^—fJic  und  lügi/  =  x'. 
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üolart  W 

■ 

also  tach,  wenn  man  snmmirt,        -7  4-  Const.   Sind  nun  d!e 

LoKarUhmen  o;  unU  or'  bei  der  oemiicheo  Zahl  ^==y  zugleich  Mull, 
ao  ist  Const  s=0,  dalmr 

m     w'  * 

oder 

m       »'  * 

d.  h.  in  zwei  losarithmischen  Systemen,  welche  beide 
derselben  Zahl  die  Null  als  Logarlthme  beilegen,  sind  die  Lo- 
garithmen  von  einerlei  Zahl  den  Moduln  dieser  Systeme 

proportionirt. 

Diese  Proportionalität  bestätigt  auch  die  in  Art  20.  gefundene 
Gleichung  ' 


Logys^m 

Denn  ist  in  Terschiedenen  Systemen  Noll  der  Logarithme  dersel- 
ben  Zahl  q,  so  muss  för  einerlei  Zahl  y  die  angideatolei  Gnins» 
dteseliie  sein»  danach  ist  Logjf  propertbnai  mit  m. 

*  Ist  Bun  das  eine  System  das  natürliche,  also  m'=:l,  und  das 
aader«  ein  küBStliches,  in  welchem  auch  Log  1=0  mid  der  Modul 
m  ist*  80  ffbergebt  die  vorlettle  Gleldipg  in 

log.artif.y  _ 

•  m  '  ^ 

wid  bieraoe  folgt 

log .  artif.jy  ==  m .  1^ . 

Diese  Gleichungen  dienen  zum  II  ehe  rgang  von  künstlichen 
Logarithmen  auf  die  natürlichen,  und  umgekehrt 

Es  geulkt  demnach  iiir  jede  Zahl  y  vorerst  ihren  natürlichen 
Logarithmen  nach  den  Art.  '20.  aulgeste Ilten  Grenzausdnlcken 
oder  nach  dem  zwischen  sie  beide  fallenden,  Tulglich  genäherten* 
Ausdrucke 
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=s  ,,gepSbert  gleich"  bedeuten  soll»  za  beradMo.  IM 
gemÜM  bat  man  aus  der  vorliegenden  ZabI  y  eine  eebr  bibtt 
VVurzel  za  sieben  und  ihren  Ueberschuss  über  die  1  mit  dem 
Wurzelexponenten  zu  multipliciron  Das  Product  wird  den  natur- 
lichen Loi^arithnien  von  y  desto  «genauer  ausdrücken,  je  t^rüsser 
der  Wurzelexponent  ist.  Am  bequemsten  rechnet  man ,  wenn  man 
fQr  n  eine  Potenz  von  2  annehmend  sehr  oft  nach  einander  die 
zfveite  Wurzel  zieht.  —  Erläuterungen  und  Beispiele  fiadel  nui 
in  Callet  Tables  de  Lngaritbmes.  pag.  11—15. 

Will  man  jedoch  mit  dem  naturlichen  Logarithmensysteme 
eines  vergleichen,  in  welchem  der  Zahl  p  die  Null  als  Logarithnie 
zugeschrieben  wird,  so  wird  man  mit  Berfickaichtigiing  des  Art. 20. 
in  dem  Ausdrucke 

♦ 

«SB« 

1/  in  7*  verwandeln  y  wonach  er  in  « 

n 

|3'-=iim(i/  ^—1)» 
Logsf=mHm(y 

bi  «Ke  aHgeoMinalB  Vergleiehmig  I 

Iiogysiiil^ji 

der  man  dadurch,  dass  man  y  mit  ^  vertauscht,  auch  die  Form 


snweiMn  kann. 


Diesen  Vergleichungen  zufolge  erhält  man  für  Nepcr's  Lo- 
gi^citbroen,  bei  denen»  vermöge  Art  4.  und  5..  oi=: — q  und 
^ssl(F  Ist«  di«  Vergleiebamgen  mit  den  natftrUckeo  Lo- 
garitbmen 

•  •  « 

log.nep.^       IflF'lDg.iiat  jj^ , 

1 

log.Dat3fss'||plogJMp..vl(F- 
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Am  4»  ersteo  Gleichung  folgt  auch  ^ 
log.nat  ]^  ==  —  log.nep.^, 

nd  hierin  liegt  folgender  Satz : 

SdMieidet  man  von  deta  Neper*acbeD  Lo^afUbmen  wod  ton  ^ 

k  Zablen,  zu  denen  sie  gehören,  7  DeciroalileUen  ab,  oder 
M  man  in  der  Neper*achen  Logarithmentafel  sowohl  die  Zab- 
h  ab  aoeh  ihre  Logaritfameo  Zehnmilliontei  zählen,  nnd  nimmt 
MDMch  die  JUogaritbnee  negativ«  «o  übergehen  sie  in  natäriicbe. 

WOrde  man»  wie  es  am  angemesaenalmi  wäre,  m  Nepera 
CiMa  (Tafel)  die  ganzzabligen  Logarithmen  und  Lc^arithmaiuie 
ik  ZahmnillioDtel  leseo»  folglich  ^al(F:  10^=1  und  m=~f=s— 1 
<ftzen,  so  wäre  jeder  solche  Nep erwache  Logarithme  Log.nep.jf 
r— Ijf,  nemlich  der  entgegengesetzt  besieblicbe  natfiriiche  Loga- 
nüiaie  des  nemlicben  Logaritbmaoda. 


33. 

GreDsaabl  e. 

Der  in  Art  18.  eefuodene  Auadruck  dea  Moduls  verwandelt 
ack  in  jedem  lognidunlflclieii  Syateiho»  welehea  ^=1  aetzt,  in 

0 

«=limi2l<LtJÖ. 

n 

■d  ^  aefbfft  auch  (Art  4.) 

iRSsIbnLogCl I^ogfim  ( 1 -f- i])f9 . 

Da  nun  m  eine  üxe  Grenzzahl  ist,  und  zufolge  der  im  Art.  20. 
j^pfiogeoen  Uotcrsuehuog  jeder  reelle  Logarithme  x  nur  einer 
gewissen  Zahl  y  cugeboceo  .kann«  ao  muaa  auch 

lun(l4^fl)v 

fioe  bestimmte  Grenzzahl  sein,  welche,  weil  die  Grenze  der 
Vwänderlichen  eine  besondere  Zahl  ist,  gleichfalls  eine  be- 
sondere Zahl  sein  niuss  und  einem  herrschenden  Gebrauche  zu- 
Mge  mit  e  bezeichnet  werden  aoH,  ae  daaa  wir 

• 

limj^l-f  i;2)v=^ 

1J=0' 

Wim.  Dadurch  wird 
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* 

msshoge, 

folglich  kommt  in  jedem  logaritbmischea  Systeme,  wo 
Logl=0  ist,  der  Modal  m  mit  dem  Logarifbrnen  der 
Grenzzahl  e  überein« 

Insbesondere  Ist  Im  natflriicben  Logaritbmensysteme  «1=1» 
daher  I<>=1,  d.  h.  der  uatfirllche  Logarithme  der  Grenx- 
zahl  e  ist  gleich  1. 

■Zat  nibemngsweieeo  Berecbnvnir  dieser  Grensaabl  # 

dienen  daher  die  in  Art.  20.  iiu  natürlichen  Systeme  fflr  dm  Lo* 
garitbmand  y  aufgestellten  einschränkenden  Grenzansdrucke»  wenn 
man  daselbst  y^ze  und  iy=:ie=l  setzt.  Danach  wird 


Sndit  man  Torlftnfig  nur  mbdestens  die  swei  engsten  gans- 
zabligen  Grenzen  (Schranken)  fär  die  fraglicbe  GrenszabI  e,  so 
setze  man  allmälicb 


fi=l,  2,  3,  4,  5,.. 


dann  Ist 

.  .  .  ■ . 


<4,  3-4,  31.  3-03.  2-9,.....; 
mithin  liegt  e  zwischen  2  und  3. ' 

Ffir  bebe  Zahlen  n  Ist  die  Veniebiedenbeit .  der  Potentiande 

dieser  Grenzpotenzen  etwas  unbequem,  deshalb  umsetzen  wir  in 
der  tintern  Grenze  n  in  n  —  l,  wodurch  wir  denselben  Potentaand 
wie  in  der  obc^r^o  und  sobin 


» t  • 


erhalten.   Das  Verhäitniss  dieser  Grenzen  ist  =  ali»o 
% 

nahe      +  - . 

n 

Wenn  demnach  f»  auch  schott  sehr  gras«  Ist,  ao  betrSgt  di« 
tr^ergrense  doch  immer  noch  wonig^ens  —  des  unteien  Grana- 

werthes  Ton  e,  und  da  dieser  selbst  wieder  mindestens  8  ist»  so 

4 

fiUlt  diese  Fehlergrenze  nicht  unter  —  • 
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Wählt  man  «.  6.  sis=1000,  so  ut  . 

«=(1'001)MM.^.(1-001)M«N-1  •  • 

mnd  die  Fehlergrenze  geringstcDs  0*004.  In  der  That  findet  man 
mit  Hilfe  der  dekadischen  Logarithmen  e =2714^1.. .2  7190,  alj>4^ 
die  Fehlergrenze  =0*0050,  so  dass  mao  bucb^teos  ^=*iS'7l^. 
setzen  darf. 

Wenngleich  die  hier  gezeigte  Berechnnngsneise  der  Grenz* 
zahl  e  eiu  sehr  ungenaues  Ergehniss  liefert,  so  (;etiüi;t  doch 
schon  der  von  uns  gegebene  Nachweis  der  Müglic|)  keit  einer 
beliebig  zu  Terschlnenden,  wenn  auch  Xaaserst  schwer  und  ledig- 
lich in  der  £in!>ildui)u  ausführbaren  Berechnung  derselben,  weil 
der  wirklirhe  Zifferbetrag  dieser  Zahl  (ast  nie  io  des  Ziffeifech- 
soBgen  4er  Aualysis  verwendet  wird. 

Führt  man  die  Grenzzahl  e  in  die  im  Alt.  20.  für  ly  gefilR' 
dene  allgemeine  Grenzgleichung  statt  y  ein,  so  erhält  man  den 
sehr  folgenreichen  Grenzausdruck 


23. 

Grundzahl  eines  logarithmischen  Systemes  und 
Berechnung  derselben  aus  dessen  Modul. 

Was  man  heat  sn  Tage  MOtiAidzahl  eines  Logarltfamensystems'* 
nennt,  kann  in  einem  Systeme,  Wo  man  die  Null  einer  andsres 
Zahl  als  der  1  zu^veist,  wie  im  Neper'schon  Systeme,  streng 
genommen  gar  nicht  vorkommen-  Denn  will  man  allgemein  jene 
Zahl  ö  die  Grundzahl  eines  Logarithmensystemes  nen* 
Den,  deren  Logarithmus  eine  bestimmte  aasgeseichnete  Zahl 
ß  ist>  SS  hat  maB  nach  Art  11.  L  < 

welche  Gleichung  mit  der,  den  gegenwartigen  ndet  Culer'schen 
BegrilT  vom  Logarithmus  begründenden 

zwar  ähnlich  geformt  ist,  aber  in  sie  doch  nur  übergehen  kaoü, 
wenn  man  entweder  sämmtliehe  Logarithmen  x  des  Systemes- 
durch  ß  und  gesammte  Logarithmande  y  durch  q  dividirt,  oder 
prrl  und  wählt:  dann  aber  hat  man  beide  iVlaie  SMi  asdqWMi 

logaritbmiscbes  System  als  das  eigentlich  betrachtete. 


IM 

In  der  That  stOtsto  N«p*r  sein  Logaritfamensystem  nicht,* 
wie  viele  Analysten  vorgeben,  auf  eine  hestiminte  Giondsahl;  w 
hat  und  benotbigt  dies«o  ii«gciff  gar  oicbt  • 

Da  nun  der  ausgezeiebneto  Logarithme  ß  der  GriHidzahl  man- 
nigfaltig cjowhhlt  werden  kann,  so  würde  die  Grundzahl  6  seibat 
unoe^timmt  bleiben;  indess  wird  sich  doch  im  Verlauf  unserer 
nächsten  Untersuchung  eine  begrfindete  Wahl  von  ß  treffen 
huvan. 

Insofern  in  Neper's  Systeme  der  Modul  m  festgestellt  ist, 
Apigt  sich*»  nun ,  wie  zu  ihnöi  allgemein  die  Grundzahl  ö  gefu^den 
wwden  könne. 

Zur  Beantworton»  dieser  Frage  beniltzen  wir  das  in  Art.  20. 
aligemein  gezeigte  Verfahren,  wie  man  zu  jedem  gegebenen  Lo- 
garithmus a:  die  ihr  angehOrige  Zahl  y  berechnen  icOnnei  indaoi 
wir  «:=:lioey=/3  und  «=6  aetzen.  Dadmch  afhaUao  wir  Rlr  die 
Grundzahl  die  aUgememeo  Anadrflcfca 

Anstatt  des  letzteren  Grenzanadruckea  liaat  aich  Mcfat  die 
Grenazahl  e  einflihren.  Denn  aetzt  man 

aa  iat 

in     1     1  1 
und  mit  limtt=:0  auch  limi}=0  verbanden;  und  nan  indet 


falglich  naeh  Art  tfi. 

als  den  einfachaten  allgameinen  Aaadruck  dar  Grand- 
aahl. 

Bezeichnet  man  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmen- 
systemes  mit  B,  so  hat  mau  gleichzeitig  9=1 »  ni:=l  uad 
zu  setzen,  und  erhält  sofort 
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Demnach  wäre  allgemein  die  Grandzahl  B  des  natürlichen 
'.o^arithmensystems  die  /3- Potenz  der  Grenzzahl  e.  Da  nun  er- 
hellet leicht ,  da.HS  68  am  passendsten  und  einfachsten  wäre,  ko- 
|ieieli  diese  Grenzzabl  selbst,  nicht  aber  er^it  eine  Potenz 
illltfkii,  Bor  GmiidsftM  der  natfirlidieD  Locarithmeii 
»■aeheii»  nemlich  B^e  md  «omlt  de»  Air  Jede  uraiulsahl  6 
fcii|Mtuilten  auegeseichDeteo  Logarithmen  psi  an 
salBaB. 

Geht  man  auf  diesen  Grund  ein ,  der  auch  noch  dadurch  be- 
dhltwtrd,  dass  ans  Eulers  BeRfi ff  vom  Logarithmus  notbweodig 
Ihiilasa  der  Lo^arithme  der  Gnmdaabl  =1  sein  muss;  eo  ge- 
mM  man  folgende 

Erklärnnpi 

Die  Grundzahl  eines  logarith  mischen  System  es  ist 
4iejeui^e  Zahl,  welche  1  zum  Logarithmen  hat. 

Diff>se  Elrklftrong  haben  auch  Karsten,  Kästner  und  Kld- 
!pl  (rergl.  dessen  Math.  VVurtcrb.  III.  Bd.,  Logarithnui.«^ ,  iSr.  110), 
»elch^  mit  der  Ermittluntr  von  Neper's  logarithmi.scher  Gruml- 
nhl  sich  bei«chäft igten,  an(;enommen»  wenn  auch  nicht  so  uis- 
ftäudlich  wie  hier  gerechtfertigt. 

Setzt  man  min  in  deo  -Gleicbangen  dieses  Arttkele  so 
ibwgtbea  sie  in 

1 

6=ps«. 

In  den  Jetzt  üblichen  L o garit hmensyatero en  fallt  die 
^dl  der  Zahl  1  als  Logarithroe  zu»  also  ist  pssl  und  sofort 

t 

Bei  Nepers  Grundxahl  der  Logarithmen  mnsa  mut 
ivi^hen  seinem  System  und  seinem  Canon  (Tafel)  der  Loga- 
wen  unterscbeideo. 

Iq  seinem  logarithmischen  Systeme  setzte  er  t]^Jff  unend- 
ibaebmeod ,  ^=10^  und  m  —  —  ^  voraus,  also  ist 
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die  Grandzahl  des  Neper*schen  LogarlthraensyffteiBei 

Id  seinem  logarithmischen  Canon  dagegen  erthcilte  Nepef 
indem  er  iit^sjd^Qssl  nräbite»  der  Zahl 

y=99<JUÜ99=10^— 1=^  - 1 

den  Logarithmen  also  ist  nach  der  ersten  der  obigen Crid 

chiingen  die  Grnndiahl  des  Meper'nchen  Logarithmen 
Canonn 

6=^-1=^999999. 

Karsten  hingegen  behauptet,  sie  sei  =0*9099909«  (Kittgel  a 
a.  O.  S.  d37n  Z.  7.  n.  jS.        Z.  2«  u.). 

Neper  erinnert  aber  in  seinen  Schrillten  zweimal  (ebeodas 
8.  537.»  Z.  4—7  und  8--«  10),  der  I^garithme  seiner  ersten  Pra 
portfennzaM  0090900=^-1  falle  swiMsben  1  vnd  1*0000001 

=  1  -|-  —  t  daher  man  denselben 

^  1 


9 


setzen  mag« 


1 

Nimmt  man  dalier«  nachdem  man  xnr  AbIclbtaDg  fS^ 


setzt  hat| 


nnd 


so  findet  man 


=  (l-0'*' 


9 

oder  wenn  man  liir  eioen  Augenblick 

l 

•etat: 


•••• 
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=1— 1  +  £«  — 


1.' 

2  *  ••••  > 


i#eh  ist 

* 

Mit  man  dagegen 

1 

■i  ftr  dnen  Augenblick 

1+2 


J=(l_)-=l_«.+i2il^..... 

—  l  — «-f"J— "g  •••• » 


Dieselben  Ereignisse  l'aud  Kästner  und  Kiüeel  (a.  a.  O 

Würde  man  (vergl.  Art.  21.)  in  Neper's  System  die  ^anzznh- 
ligen  Logarithmen  und  Logaritnmande  als  Zchnmilliontcl  lose», 
liwicb  ^  =  1  und  /«=  — ^= — l  setzen;  so  wäre  die  Grund- 
Ukldes  auf  diese  Welse  abgeänderten  Neper'schen  Lo- 

üritbmeosyAtems  oemlicb  das  Umgekehrte  der 

^Mabl  e  der  natflrlicben  Logarithmen. 
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24. 

Berech nuog  des  Modole  eines  logarithiQischeiiSystemee 
aae  dessen  C  rund  zahl,  oder  sligeineiner  aus  oen  fest> 
gesetzten  Logarithmen  zweier  Zahlen. 

N  e  p  er  hatte  seine  Logarithmen  vomehmlieh  bloss  ftr  seine 
astronomisch'  oder  sphärisch -trigonnmetrischen  Rechnungen  aus- 
gedacht; sobald  er  aber  diose  nichtige  Kntdeckung  meinem  rreunde 
Heinrieh  liriggs  mitgetheilt  hatte,  rieth  dieser,  um  selbe  lür 
die  gewöhnliche  dekadische  Zifferrechnuog  mit  Zahlen  nutzbar 
einzurichten,  die  Logarithmen  dergestalt  zu  bemessen,  dass  die 
dem  dekadischen  Zi^ersysteme  zu  Grunde  liegende  Zahl  10  den 
Logarithmen  1,  und  die  Zahl  1  den  Logarithmen  0  erhalte. 

Hier  hatte  man  demnacli  die  umgekehrte  Aufgabe  der 
vorigen,  nemlich  aus  der  für  ein  neu  zu  schaffendes  Logaritlimen- 
system  gegebenen  Grundzahl  ö  =  iO,  oder  noch  allgemeiner,  aus 
zwei  Zahlen  und  deren  Logarithmen,  von  denen  jeuoch  eineirliull 
ist,  des  logarithmischen  Systemes  Modul  m  zu  berechnen. 

Zu  ihrer  Losung  dienen  am  besten  die  in  Art  20.  Idr  Logjf 

aufgestellten  AusdrflcKe,  in  denen  LoicpsrO  ist,  weil  in  ihnen 
der  Modul  m  als  Factor  vorkommt.    \Vc2en   der  CompUcirtheit 

«eines  Mitfactors  und  der  Einfachheit  des  Products  bleibt  es  je- 

1 

-  doch  rathsamer,  dieses  Moduls  Umgekehrtes,  ~  #  aussndrficken. 
Fflr  selbes  findet  man 

m~   LogjfM^  Log3F  • 

und 

■ 

,     lim.(vy-l;n  lim.>^^  

w         Logy  l'Ogif 

Ist  nun  die  (Irund/ahl  ö  gegeben,  so  setze  man  «=;6  und 
Log^=  Lug6=p;  dadurch  uird 

I      l  »M^  1.«*  , 

«=i<^f-*>"->^v'— l)(«  +  l). 

und 
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In  der  Neuzeit  setzt  man  durchweg  die  dem  LogarithiMli 
M  eotsprechende  Zahl  ^=1,  daher  hat  maft  hUa  die  einÜMshereii 

i=  Iv  6-1)  n .... (w  -f  1) , 

]  n  f,ta  I 

— = lim.  ( — 1  )n  =  iim.       ■  . 

Ffir  daa  dekadische  Logarithmensysten  iat  ^tslO,  da« 

Erfindet  man,  mittels  vielfach  uicderholtcr  zweifirradlger  Wur- 
teiziehaog  au«  10,  wie  Caliet  a.  a.  O.  zeigt»  den  Modul  dieaaa 
jSfitQBa 

»4=0-4342944819.... 

» 

Im  naturlich  en  L  o «jari  t  lini  e  nsy  te  nj«   ist  der  Satzung 
^m$9fn=l,  und  ^eluiulen  ward  6  =  e  =  2'71...,  daher  eiht  die 
fihte  Gleichung  wieder  den  bereits  (Art  22.)  erl.alteno»  Grenz- 
et—'1 
iu4nick  iim  ssl. 

«0=0 

Den  Z u s a m m  e ri h a n  i.\\  \s ch e  n  (i  r  u n  d  z a h  I  und  IVI  o d  u  I 
11  jeglichem  Losar  itbmen«ysteme,  welches  Log]  =0  setzt» 
vermag  man  am  einfachsteo  durch  Vermittel ung  der  natariiehea 
tt^thoieo  aofaoateileii.  Benatat  man  nemtich  cHe  In  Art  21. 
^f^ntmit  logariAoiiache  UrawandeluDgagleiehung 

log.artir.y=iR%, 

iadaa  aian  fß=^b  setzt,  so  erfolgt 

111.16=1, 

^  ailgemsüier  Ausspruch  des  fraglichen  Zusanunenhanges.  M  o  ^ 
h\  and  natiirlicner  Logarithme  der  Grundzahl  sind 

»flnlich  in  jedwedem  I  o  ijari  thmi  s  chen  Systeme  ümge- 
lUhrte  von  einander.  Und  danach  können,  wenn  einmal  die 
\  »»turlichcn  Logarithmen  berechnet  und  intabuürt  sind,  Modul  und 
I  lin<D<iiabl  leiciit  aus  einander  gerechnet  werden. 

i  Denselben  Satz  liefert  auch  die  (in  Art.  23.)  entwickelte  Glei' 
f  l 

4=e'",  wenn  man  in  ihr  die  naturlichen  Logarithmen  bei- 
ivSdIet  nimmt;  da  sie  I6=rl  giht. 

la* 
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Lehre  von  den  natflrlichen  Logarithmen  nach  Byrg't 
Begriff  vom  Logarithmus  und  nach  Ntper't  Berech- 
nungeweise der  Logarithmen. 

25. 

Bei  (h'm  (in  15.  Art.  i).  erörterten)  Zusammenhalten  der  gleich- 
stelligen  Glieder  einer  geumetrisclien  Reibe  von  Logarithmanden  y 
mit  einer  arithmetischen  Keihe  von  Logarithmen  hatten  die 
sieichBeitigeD  Scbupfer  dieser  AnNchaunngetreise  der  Logarithmen, 
Neper  twd  Byrg,  nebst  den  A usgangs^li ed  ern  yo  =  Q  ^^"d 
;ro=0  beider  Reiben  noch  ihr  gleichzeitiges  Fortschi  ci  tcu 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  in  Zusammenbang  zu  bringen. 
Hierliei  scheinen  sie  von  Betrachtungen  folgender  Art  geleitet 
worden  zu  sein. 

In  einer  arithmetischen  Reihe  bleibt  sich  die  abtoiuie 

(unvergiichen  genommene)  Zu-  oder  Abnahme  derselben  von  Glied 
z!i  (iluMl.  diirehwei;  gleich,  in  einer  geometrischen  jedoch  nur 
ihre  vcrhäilnissmütsige  Zu-  oder  Abnahme«  d.i.  das  Verhält- 
niss  der  absoluten  Zn  -  oder  Ahnahme  zum  Jedesmaligen  voraus- 
gehenden Gliede.  Ist  nemlich  d  der  stete  Ünterechied  der  arith> 

metischen  Reihe,  so  diese  von  Glied  zu  Glied  um  df  wenn  d 

negativ        Wenn  dagegen  in  einer  geometrisclien  Reihe  der 

stete  Quotient  g  nnd  irgend  ein  Glied  //  ist,  so  ist  das  folgende 
=s^;  daher»  da  wo  9  >  1.  ist  die  absolute  Zunahme  =9y— jf  nnd 

die  verhSitoissmSssige  =^^^^^ — ^=^  —  1,  oder  dort,  wo  9<1,  ist 

die  absolute  Abnahme  =y — nnd  die'  verhältmflssige  =^ — ^ 

y 

ssi—q.    Mitbin  bleibt  in  einer  geometrischen  Reihe  die 

verhftitoissmissige  ^hnfbrne        ^^^^^^       "^'«^       Quotient  q 


durchgehend«  sieb  gleich.  Bios  wo  das  voraosgehende  Glied  y=l 
ist,  kommt  die  verhältnissmissige  Aeudemeg  der  Glieder  mit  dec 

absoluten  selbst  uberein. 

Damit  aber  einerseits  in  der  arithnietischen  Reihe  der  Loga- 
rithmen :r  jeder  vorgelegte  Logorithnie ,  tirid  :md<-rerseits  in  der 
geometrischen  Reihe  der  Zahlen  y  jede  vorgelegte  Zahl,  auf  einen 
roSglichst  geringen  Fehler  vorkomme,  mnss  dieser  Fehler,  nem- 
lich in  jener  anthmischen  Logarithmen -Reihe  das  .i!»suliite  Inter- 
vall (I,  in  diesrr  gi^o-netrischen  Ijogarithmanden-  oilri  Zahlen  -  K'eihe 
das  verhiiltnissniiissigc  Intervall,  1,  der  benachbarten  tilieder, 
möglichst  klein,  nnd  jedenfalls  bei  der  Gr  undanlai;e  beider  ein- 
ander zugesellten  Reihen  entschieden  festgestellt  werden.  Dadarch 
wird  aber  auch  das  VerhfiJtniss  beider  dieser  Intervalle  oder  Zu- 
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nahmen  der  Rcilienglieder,  d  .{(j — 1),  uel<  li«'>  mit  m  lu'zt'ichnet 
werden  müge,  festgestellt;  und  man  erklärt  .sdnatli  m  als  da^ 
Grenzverniltoiss  der  unendlich  sieb  verringernden  In- 
tervalle  oder  Acndernngen,  d  und  9.— >1,  der  Glieder  in  der 

arithmetischen  Reihe  der  Loijarithmen  um!  in  der  geo- 
metrischen der  Zahlen j  nemlich  für  Vimd—ii  und  iini(iy— 1) 

wird  ntslim^^  gesettt  llieeee,  die  Art  oder  da«  Syetem 

der  Logarithmen  beistimmende,  Crenzverbältnise,  m,  pflegt  man 
den  Modal  des  logaritbmiecbeo  Syetemes  au  nennen. 

Neper  Hess  (ve^.  Art.  5.)  die  aritbmetische  Reibe  seiner 
Logarithmen  steigen  und  mit  dem  (iliedernaare  0,  k  anhohcTi.  aisu 
die  absolute  Zunahme  der  iilieder  d:=.k  {lositiv  sein;  da^e^eu 
Uess  er,  geleitet  von  seinen  sphärisch  •astrunouii.schen  Rechnungen, 
die  geomelrleebe  Reibe  der  sogeburigen  Zahlen  elnken,  und  mit 

dem  Gliederpaare  ^»  ^  — x  anfangen,  also  den  Quotienten  r/= 
=1— -  nnd  die  relative  Zanaluue  der  Glieder  o— la=-^^ — ^ — - 

8     —  negativ  sein.   Er  aetste  daher  überhaupt  den  logaritbmi- 

d      '  K 

sehen  Modul  in  =  •rz^^k:  —  -    Insbesondere  nahm  er  (nach 

Alt  7.) 


folglich 


-=(H)UUUüOi 
9 


Byrg  dagegen  liess  für  die  gev\ühnlichcn  Zifferrcchnungen  iu 
ganzen  Zahlen  beide  verbundenen  Reihen,  foli^lu  h  die  Logambnen 
und  Logarithniande,  mit  einander  wachsen,  aUo  in  seioer  arithme- 
tischen Logarithmen  -  Reihe  (vergl.  Art.  7.)  ebenfalls  die  Anfangs- 
giieder  0,  k  und  die  absolute  Zunahme  der  Glieder  d  =  k  positiv, 
dagegen  in  seioer  geometrischeo  Logarithmanden  •  Reihe  die  An- 

faogsglieder  q,  q -\  x,  folglich  den  Quotienten  ^=  ^ —  =1-|-  - 

mnd  sofort  die  verhältnissniüsslge  Zunahme  der  Glieder  9'— f 

^^i*Lz^s3^  nach  positiv  sein.  Er  setzte  demnach  tiberfaaapt 

d  X 

den  logaritlimisehen  Mdol  mss^^j  =A::-*  Insbesondere  nahm 
er  (laut  Art  7.) 
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i=10,  f=s  100000000,  »=10000; 

-=0  0001  und  m  =  100000. 
9 


26. 

Spiter«  Math— latikw  erkaoateo  jedoch  bald 

1.  dass  es  rathsamer  sei,  von  dem  4alBalig«n  Gebrauche,  bloa 
mit  cranzon  Zahlen  zu  rechnen  und  (Icin'jpinii.s*;  nicht  nur  die  Lo- 
garit^imandc,  sondern  auch  die  Loiiarillituen  in  ganzen  Zahlen 
dai/.usleilen,  ganz  abzugeben  und  sonach  Logaiitbniandc  und 
Logarithmen  mroh  Decimalbrflche  auBiudrdckeo,  und 

2.  dass  die  logarithniischen  Rechnungen  sich  ungemein  verein- 
fachen,  wenn  man  die  NuU  ale  Logaritbraiis  nicht  roeht  einer 
höheren  delcadischen  Einheit  ^,  sondern  der  Stammeinheit  —  der 
Eins  — «  zuschreibt»  also  analog  ('  =  1  macht. 

Dazu  bedurfte  es  demnach  nur  sänimtliche  geometrisch  ge- 
reihten Zahlen  durch  diese  dekadische  Kitiheit  (j  zu  theilen. 
Hiebei  blieb  der  Quotient  g  dieser  geonietrichen  Reihe  ungeän- 
dert,  weil  sein  Dividend  and  Divber  dureh  ^oertel  Zahl  getbtit 
wurden,  daher  f/  =  f/.  Sonach  blieb  auch  die  verhältniMliiissige 
Zunahme  der  Glieder  dieser  geoeMtriechen  Zahlenreihe  angest«^ 
j'— 1  =  V-L 

In  Bezug  auf  die  Logarithmen  ersah^'n  sie, dass  esangemesi^ener 
sei,  denindenZifferrecbnungengewuhniich  vorLommendeuganzeuZah- 
len  posittve  Logarithmen  aiisnweisen,  folglich  nicht  allein  die  geo- 
metrische Logarithmanden -Reihe,  eendern  auch  die  arithmetische 
Logarithmen  -  Reihe  steigen  zulassen,  sonaeh  in  jener  den  Quotienten 
'V  1  und  in  dieser  die  Differenz  d'  positiv  zu  machen.  Zugleich 
enützten  sie  den  von  rSeper  (vcrgi.  Art.  1,  Cup.  1.  Def.  6)  ber- 
atammenden  Gedanken,  die  absolute  Zunahme  d*  der  arithmetisch 
cereihtmi  Logarithmen  der  vcrhfCltnissmässigen  Zaoahroe  ^ — 1 
d^r  geometrisch  gereihten  Logarithinande  gleich  zu  machen,  also 
d'=^^'  —  l  zu  setzen,  folglich  den  Modul  dieses  abgeänderten  Lo 

faillhaiensirstens  m' = -^^ssl  zu  wShlen.  Weil  aber  ^'^-Is^r— I 

und  wegen  m~  r  also  o — 1  =  —  ist,  so  hatte  man  auch4i'=— » 

g'—i         ^         m     '  m 

d.  i.  man  nuisste  /tin-it  list  die  "Annahme     der  liOirarithmen,  folg- 

licb,  weil  das  Ausgaitg.sglied  ihrer  arithnieti>chen  Reibe  Null  iat^ 

«ämmtliche  Logarithmen  durch  den  Modul  m  theilen. 

Diese  neue,  dem  .Modul  7n'~l  entsprechende,  Art  von  Lo- 
garithmen ergab  sich  demnach  aus  ISeper's  Logaritbmentafiel, 
Indem  man  alle  Zahlen  durch  und  alle  Logarithmen  durch 

Äiat  — Wl'  idli^dSrte,  folglich  blos  vtm  den  Zahlen  «nd  Loga- 
rithmen 7  Decimalstellen  abschnitt  (oder  lienie  als  Zehniiiilliontel 
las)  und  noch  die  Logarithmen  mit  entgegengesetztem  Vorzeirben 
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naliin.  Aus  Byrg's  Logarithmentafel  ergab  »ie  sich,  iiuieni  niuo 
die  Zalilen  durch  Qz^ii)'^  und  die  Logarithmen  durch  fM=lü* 
theille,  (ol^lich  nur  von  den  ZMm  6«  ▼<»  de»  LogaiMune»  abar 
5  Decimalstellen  abschnitt  (oder  jeoa  ab  Handtttmilliontel  und  diese 
aia  Hiioderttauaendtel  las). 

InsoferD  nnn  dieses  abgeänderte  Logaritbroensystenk  den  hier 

als  naturgemSss  nachgewiesenen  Anforderungen  (ver|^.  nodl  Art. 
19.)  genügte,  und  beide  Entdecker  den  Logarithmen,  wenn  man 
blos  die  2ähletoheiten  ihrer  ganzzablig  dargestellten  Logarithniande 
und  Logarithmen  und  höchstens  noch  das  algebraische  Be- 
siehmigsseicheii  der  letutoren  abSndert,  in  ihren  Logarithmen* 
tafeln  dieses  logarith mische  System  aufgestellt  haben;  erkannten 
die  ^lathematULer  es  iur  passend,  diese  Logarithmen  natfiriicbc 
zu  nennen. 

Im  natürlichen  Logarithmensysteme  ist  demnach  der  Modul 

d 

m=lim^-3;^  =  l  fär  linif/=lim (7— 1)  =  0,  und,  wie  man  gegen- 
wärtig zu  schreiben  pflegt»  i«t  lpg.uat.1  oder  11=0. 


27. 

Fflr  die  BerecbmiDg  des  Logarithmus  x  einer  bestimmten  Zahl 
y  für  einen  festgestellten  Modul  m  hat  mao  demnocb  in  mner 
ihnllchen  Weise  wie  in  Art  20.  die  Ciieichungen : 

Xh=Xo  +     =        ^»+1        +  (n  +  1)   =  (w  +  1)  ; 
d  . 

Eliminirt  man  nun  hier  d  und  g  so  wie  dort so  findet  man 

leicht  auch  die  daselbst  aufgestellten  Gleichungen,  sobb  auch  die 
auf  sie  gegründeten  in  den  Art.  21—24  durchgeführten  Lehren; 
weshalb  wir  uns  der  Wiederholung  derselben  hier  enthalten. 

Für  die  Grundzahl  des  Byrg'ischen  Logarithmen- 
sy Siems  setzt  man  in  Art.  23.  die  Zahl  ^=10^  und  den  Modul 
m=  10^;  danach  findet  man 

=  100001000*0080000186... 


17t) 

Zur Berecbnang  der  Gruudzalil  b  der  Byrg'Ucheu  Lo- 
garithmen {a/eibeiififst  man  die  aus  Art  U,  1.  ood  3.  so  vrle 
auch  am  Art.  23.  folgende  Gleicevng 

indem  man  auf  den  von  mir  (in  Art.  23.)  ^erechtfurtigteo  Begriff 
der  logarithmischen  üruntlzahl  einlochend  ^  =  1  wählt. 

Setzt  man  nemlich  uach  Byrg's  Aonabmen  (Art.  25.) 

also 


uud 
so  ist 

=  100000999^550012.... 

C. 

Aufbau   der  Lehre    von  den  natürlichen  Lot^arithmen 
Aber  einem  gewissen  Greuzverbältnisse  uu^  auf  dem 
gewObnlScheu  Begriffe  Tom  Logarilhmaa, 

28. 

Wenn  y  eine  beliebige,  n  eine  absolute  gaoze  Zahl  ▼erstellt, 
so  ist  bekanntUcb 

y-— l=(y-l)(y«-i  -j-  y»-»  +  y- » -f ...  +  ^  +  1) , 
dak»  der  Qnotlent  oder  dss  Verbfiltniss 


Um  über  die  Rctrn^R  dieser  Luxiiisahien.  die  man  Ncpcr't  und 
Byrg's  logarithmicche  Gruadzablen  nennt«  knn  and  ticher  abaprecbea  eu 
koBOM,  babe  Ich  mit  erlanbk  aocnabmiweiie  hiw  on4  ia  Art,  24.  die 
cOBvirgeBt«a  Reihen  ansnwendeii. 
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Würde  man  nan  die  wiHlriihrliehe  Zahl  y  geradehin  =  1  setsen» 

M  mOchte  jener  Quutieot  die  unbestimmte  Form  q    annehmen , 

dioe  PotenzenaoBme  aber,  weil  n  gliederig,  in  die  Summe  von  n 
EioseD  abo  in  n  selbst  übergehen-  Mao  muss  daher  diesen  Po- 
teiitiaod  tf  als  eine  der  Grenze  1  unablässiij  zustrebende  verän- 
«ieHiche  Zahl  ansehen,  wonach  auch  alle  ihre  natürlichen  flöten- 
leo  derselben  Greoze  1  zustreben ,  und  die  n  gliederige  Poten- 
lonnme  der  Grenie  n  ohne  Ende  näher  riicict  Da<mrch  wird 
■an  berechtiget»  diese  Grenze  der  PetensensumiDe  ab  Grenze 
jdti  Qnotienten  anmseben,  folglich  sa  setsen 


lim  ä2--*-_„, 

Soll  die  Zahl  y  ihrer  Grenze  1  stetig  sich  nähern«  so  muss 
ift  wenigstens  in  den  späteren  Stadien,  ebenso  wie  ihre  Grense 
(NÜ  oBd  positiv,  dabei  jedoch  entweder  kleiner  oder  grosser  als 
deie  Grenze  sein,  folglich  entweder  um  Wachsen  ooer  im  Ab- 

lehaen  dieser  Grenze  zostrebcn;  es  ist  nenllch  ^  ^Inndlhn^ssl, 

»ofir  wir   im  Zusanunen bange   \n\\if  —  \  schreiben  wollen. 

Daoacb  ist  io  der  obigen  I'otenzensumme  jeder  Summand,  als 
Potenz  ?on  y,  so  wie  diese  positiv  und  dort  grosser  hier  kleiner 
>h  1,  od  sfrebt  der  gemeinsamen  Grenze  I  zo,  folglich 

> 
< 

I 

Bweichnen  wir  den  Unterschied  zwischen  «  und  1  mit 

>  ^ 
■cntch  so  ist  für         dieser  Unterschied  ;r  =  0,  und 

^,  <  < 

ne  Mite  Greos?ergleichnng 

*      <  < 

Heliiicheidet  man,  zur  genauen  Erforschung  der  Verslei- 
' —  ob  X  positiT  oder  negativ  sei,  so  bat  man  znnfieM; 


*«iDQ  X  positi?,  also  lim:r^O  ist 
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 X  

daher  wenn  oian  beiderseits  des  Verffleicbiu^(ti«icheiM  üil  def 
|M>atiUveii  2alil  x  miitti|)licurt  und  J  addirt, 

und  weiHi  mau  beiderseits  die  »te  Wurzel  aus  diesea  zwei  die 
1  fiberaleigeDden  positiveo  Zahlen  siebt« 

endlich,  wenn  man  noch  beide  ebeu  solche  Zahlen  oacb  dcu  po« 

1 

sitiveo  £^»oyeuteu"  poteuzirt, 

ist  dagegen  x  negativ,  also  iiiux^O,  su  bat  oian 

(H-j)'-I=_ 
 5 — 

oder,  weil  Dividend  and  Theiler  negativ  sind,  nach  Verindenmg 
ihrer  Vorzeichen« 

1-0+^= 

— Iii — 

Multipiicirt  man  nun  zu  beiden  »Seiten  des  Vergleichuugszeichens 
mit  der  positiven  Zahl  —  dr,  no  wird 

dabei;»  wenn  jman  heideraeits  (1  -f      und  tue  addirt^  lat 

folglicb,  wenn  man  von  beiden  verglichenen  ZaUen  Üira  togabeUh 

ten  nimmt,  das  heisst,  durch  beide  die  1  theilt,  muaa  fit  Un- 
gleicbheitaBeicbeo  angewendet  werden»  and  ea  erfolgt 

I    =  I_ 

edar 
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ItMti  waa  mm  beide  positive*  Zablen  aur  Potena  de<f  poal- 
lirci  Cxpooenten  >  ao  wird 

(l  +  iur)5S^(Uj:)'- 

Soaacb  iat  im  Zneammenbange«  Air 

> 
< 

1>  -I 
üni(l-i-;r)'=lini  (l  +  nar)»'^ 

^\  • 

ffieraoa  erbellet  nun,  dass  beule  diese  Potenzen,  von  denen 
^le  eilte  nor  von  .tr,.die  andere  nur  von  na  abhängt,  bei  glelch- 
niligar  anendlicber  Abnahme  dieser  Veränderlichen  x  und 

einer  und  derselben  Grenze  zustreben  mOssen»  oder,  nenn 
faan  diese  Veränderlichen  durch  eine  neue  mit  ihnen  zugleich  un- 
<^ch  aboebmeode  Veränderhebe  •>  vorstellt«  dass  die  Potenz 

(If      einer  gewissen  Grenze  ohne  Ende  sich  nähern  mnss. 

1 

Diese  tyreaszahl  kann,  weil  dre  in  der  Potenz  (l  -f  ^)'^  einzig 
vtHniaaiende  Veränderliche  o>  in  ihrem  änsseraten  Cirenaivertiie 
in  Noll  überseht,  lediglich  eine  völlig  bestimmte  oder  besondere 
IM  sein.  Kinem  allgemeinen  (icbraucbe  gemta  pflegt  man  sie 
Ml  den  Buchstaben  e  zu  bezeidiaea;  also 

1 

lim(l+ 


Eiforscbeo  wir  nonmeh^  ob  diese  Grenze  s  bei  unendlicher 

1 

le  von  w  von  der  Potenz  (1  -f-m)'^  im  Wachsen  oder  Ab- 
angestrebt werde. 

Weil  NX  mit  x  gleicbzeitii!:  positiv  ist  und  unendlkb  abnimmt, 
»0  mu6«,  vermine  4er  zuletzt  auigestellten  Grenzverglci^hung,  die 

Neu  (14*«)'^)  wem»  m  von  nx  auf  seinen  nten  Theil»  ab- 

^t-  .  r~_  positive  «7   .,  1       zunehmen  , 

negative  von  :i,  na:  und  w,  und  öo- 

■ü  ms  diese  ^^^^^^^  audi  fortbestdhen,  wenn  die  jeweilige 
Afcmfcae  der  Veränderircben  u  auf  iliren  »len  Theil  sich  fort- 
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X 


wSfarend  wiederholt^  also  o  allmählig  auf  nx,  x,  ->  -f  >     t  u.&  ( 

herabsinkt 

Weil  jedoch  x  beliebi»  klein  und  n  beliebig  pross  angenom 
werden  kann  ,  so  münsen  die  hinreichend  klein  gewählten  tiliedei 
jeder  anderen  Reihe  von  Wertheii  der  Veränderlichen  w  xuischci 
je  zwei  Glieder  jener  abuehroenden  geumctrischen  Keihe  fallen 
folglich  mnss  aucn  ßir  die  neue  Reihe,  also  überhaupt,  wie  auch 
immeir  das  Gesetz  der  onendlicheo  Ahnahroe  von  m  lauten  mOge, 

die  Potenz  (i-|-a>)»  filr  ^""""'^ll^   Werthe  von  co  ohne  Code 
^  '    '  negative 

wa  ch  send 

abnehmend       tireozaabl  e  zustreben,  nemlicb  für 

limo)=0 
< 

ist 

Iini(l4-Q);<*'  =e. 

> 

Oarans  folgt  sogleich,  das  für  jeden  {^egativ^  ^ 
die  Potenz 


sein 


Setzt  man  daher  einmal  w  =  ^  und  ein  audermal  — x«» 
wobei  n  absolut  und  ganz  sein  soll,  so  ist 

und 
also 
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Inisbesondere  findet  man  fiir  w  =  1 ,  dass  die  fragliche  Grenz- 
»y  zwischen  den  ganzen  Zahlen  2  und  4  liegt.  Wie  man  diese 
duchrarikenden  Grenzausdrücke  zur  wirklicbeo  Berechnung  von 
I  fnwtndmi  kiSone,  ist  lo  Art  22.  gewiesen  worden. 


31. 

Aus  der  obigeo  allgemeiDen  Grenzvergleicbung 

Uni(l-|-»r— e  ffirlimw=0, 
>  < 

i^dit  positive  m,  der  Ordnung  uach^ 
dagegen  fitr  negative  lo,  wo  <— i»  positiv  ist, 

+   T<7'(  1)  <h)  ' 

f 

S  >  >  » 

I 

fliiüua  ist 

UmV — ^  =  1  fürUni(ö=0. 

Eint  BestätiguDff  dieser  wichtigen  Grenzvergleicbung  finden 
*v  an  der  in  Art  z9.  erwiesenen  und  ihr  eigentlicb  m  Grunde 
BefieBdeD 

lim  iLtf illll^«  Ar  fim«  =  0. 

Den  diridirt  man  dorch  setzt  nx=^m,  also  «rs^^  so  verwan- 
^  sie  sich  in 


lim  ö>=0- 
< 
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91 

Sei  lo  ßezue  auf  eine  beliebige  von  0  and  1  verschiedene 

absolute  Grundzahl  b  der  Logaritlinie  der  swlschcn  2  und  4  ent 

haltenen  absoluten  Grenzzahl      oder  —  wie  wir  ihn  kurz  nennen 

woUen  —  der  6-LogarLtbme  voo  e,  die  Zahl  in;  in  ZekJien 
* 

log  f =111,  also  Folht  mnn  diesen  Aosdruclc  von  e  in  die 

suletzt  gefondene  Grensglelclinng 

lim  ? — ^-=1 

10 


ein,  und  theilt  sie  durch  m,  so  wird 

6"^— 1  1 
lim  =s  — . 

Setzt  man  noch  abkürzend  mm^e,  also  auch  limf^O,  so  er* 
folgt 

Um — — =—  ss-r-* 
•  lir 

eine  bemerkenswertho  Grenzs^lcicliun^. 

Kehrt  mao  ihre  beiden  Theile  um»  so  ist 

Da  ff  eine  unendlich  abnehmende  Zahl  ist»  ao  ist 

limC60=ÄOÄl» 

also  darf  6'=1  |  tj  gesetzt  werden,  wo  auch  Iim7;=:0  ist  Dana' 
b 

iet<=log(l-|-q),  und  für  diese  Auadracise  fibergeht  die  GleiclioBgia 

»  ! 

k 

der  man,  ireil  log  1=0  ist»  auch  die  Form 


II    log(l  ft;)  — ioi^J  » 


ertbeilen  kann. 

Zu  jedem  Logarithmensystcni  ist  demnach  das  Verhältni^s  det 
geringsten  Aeoderungeo  der  kleinsten  Logarithmen  zu  den  entspre* 
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chenden  Aenderiuigen  ihrerj  der  Zahl  1  boiadibartesten,  Zahlen  ein 
basCiromtos,  m,  welchea  der  Modnl  dieses  logarithmischen  Sy- 
stemes  genannt  wird  und  mit  dem,  in  diesem  Systeme  vorkoinineo- 
den,  Logaritimien  der  GreunU  s^ä*?! fibereuillUt 

Da  mm  der  Logaritlmie  der  Gmodsahl  in  jegUdieni  Systeme 

=1  ist,  so  siebt  man  sich  durch  den  Aosdrack  löge  des  loga- 

ritbmischen  Moduls  aufgefordert,  sich  ein  liogarithmeosystem  an 

denken,  dessen  Grundzahl  die  gefundene  Grenzzahl  e  ist;  was 

muglich  bleibt,  weil  e  absolut  und  von  0  und  1  verschieden  ist 

« 

Durch  den  Uebeigang  tod  6  auf  e  wird  logesl«  daher  obige 
Grenzgleichung 

f=0     (1  +  !?)  —  ^ 

In  dem  Systeme  dieser  «-Logarithmen  sind  daher  die 
gerins^sten  Aenderungen  der  kleinsten  LojTarithmen  den  entspre- 
cnent^en  Aendeningen  ihrer,  der  Zahl  1  benachbartesten,  Zahlen 
gleich,  oder  der  iModui  ist  =  l. 

Insofern  nun  die  Analy^is  selbst  auf  dem  Wege  einer  ganz 
ungekünstelten  Erforschung  von  natur^emäss  zur  Frage  sich  auf- 
werfenden Grenzverhältnissen  zu  der  mit  e  bezeichneten  GrenzzabJ, 
und  danach  zu  den  auf  die  Grundzahl  e  heziehlichcMi  Logarithmen 
geleitet  wird;  und  insofern  diesen  die  in  Art.  V.l  auij^ezählten 
Eigenschaften  zukommen:  sieht  mau  sich  ohne  Zweifei  berech- 
tiget, diese  s»LegaritImieii  natürliche  an  nennen. 


33. 

Bezeichnet  man  nun  diese  nntürllrhen  Logarithmen  blos  mit 
dem  einfachen  Buchstaben  I,  so  lindet  man  aus  der  obigen  Glei- 
chung 6^  =  e  die  bekannte  mlA=L  Ferner  wenn  x  der  6-Lo- 
garitSme  von  y  ist,  also  b*=y  ist,  Imt  man  ancb 

also 

oder 

logjrssmiy. 

IN 

Daraus  folgt  auch  e=i/^  und  sonach,  mit  Bezug  auf  Art.  31, 

—  ml 
«•=jr  *»  oäwr,  wenn  man    «=-  setst, 
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0«i»srjf»«sVy  und  «=-•-• 
Bringt  mftD  diese  Atisdrficke  in  die  Grensvergleidiuiig 

<  < 

iiad  setBt  Docb 

i 

60  wird 

wobei  das  q^^^  Vergleirbungsaetclieii  giit«  wennciys:  ^  s& 

P***'*i7  ist 
negativ 

^immt  man«  wie  fiblich,  6>1»  also  ]n=^loge  positiv»  iemei 

I  i 

Ar  y  eine  Abeointsahl  über  1,  daher  auch  log^  poallir  an,  ii 

kommt  letztere  Bedingung  darauf  zurück,  dass  n  Q^^j^y  ^eL 

Fflr  diesen  Fall,  wo  b  und  y>i  ist,  findet  man  demnach  alli 

b 

gemein,  uenu  man  mit  der  positiven  Zahl  log^  die  Vergieicliuiig 
multiplicirt, 

< 

iegy =mlim(Vy—  t)«, 
> 

1  > 

fdr  lim-:=0,  oder  für  limii=:^o&; 

daher  insbesondere  für  natGrlicbe  Logarithmen,  d.  i.  für  6=«! 
m=l,  nnd  1, 

<  "  1  >  i 
k=:lim(V^— Ijn»  lim-=:0. 

<  "< 

Andets  dargestellt  ist 
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wenn  man  ncmlieh  n  erst  negativ,  dann  positiv  setzt.    Daba  ist 

■ 

das  VerbäJtniss  der  oberen  Grenze  zur  untern  s=V3f* 
Setzt  man  tiir  VereinCaclioiig  der  Recbnaag 

tobt 

I 

Da  nach 

Ist»  so  indst  nao  um  so  mehr 
maA  die  Foblergrensessir  F. 


D. 


Ahlcitiins;  der  Lehre  von  dennatilrltchenLogarithnieO 
nach  dem  dermalen  gebräuchlichen  Begriffe  der 

Logarithrooo. 


34. 

I.   Für  rioe  festfiresetkte  Oroiidsabl  6  sei     der  Lo^arlthme 

b 

*  einer  Zahl  y,  in  Zeichen  logy  =  a:,  »o  ist  (vermöge  Arl.  10)  b*  =  y. 

Zugleich  ist  aber  auch  nach  dem  Begriffe  vom  Wurzelziehen 
(Radiciren) 

h 

d.  b.  radicirt  man  eine  Zahl  y  nach  ihrem  Logarithmen 

x=logy,  oder  gewöhnlicher  aiisi;e.sprochen  ,  zieht  man 
aus  einerZahlydi^ejeuige  Wurzel,  oeren  Exponent  ihr 

Logaritbme  ^^log^f  ist«  so  erb filt  man  die  Grundzahl 

6,  auf  die  sich  jener  Logaritbme  bezieht. 

IL  Ist  dio  irowhhKc  absolute  (•nindzahl  h  —  wie  es  sein 
mnss  — ■  von  0  und  1  verschieden,  so  oibt  es  zu  jeder  Absoliit- 
zabl  y  einen  reellen  Logarithmen  x.   Denn  der  Ausnabmsfall  y=\ 

Baad  XV.  13 
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Ut  bekatntUch  durch  a:=0  erledigt,  weil  6^  =  1  wt.  In  j«d«d 
andmn  eigentlich  z«  crforscbendeQ  Falles  wo  y  ^1  ist,  »ei  der  in 

Frage  gestellte  Logaritbine  Oberhaupt  ein  rationaler  auf  die  re 
gehnÜMige  Form  (von  ganzzabligem  Nenner  und  Zähler)  ani 

rückgeführter  Bruch,  nemlich  jc-^,  so  soll  6*=  6»  =  y  sehJ 

Dann  muss  bP=y^;  nemlich  einer  Potena  der  Grundsahl  6  eio^ 
Potenz  des  Logarithmaoda  y  gleich  sein. 

Potenzirt  man  aher  sowohl  die  logarithmische  Gruiulzahl  < 
nach  allen  aljrebraisch  aufsteigend  geordneten  n 
sitiven  ganzzahligen  Exponenten  von  —  x  bis  -fco,  den  Logarith! 
mand  y  aber  nach  allen  absoluten  ganzzahligen  Elxponenten  voi 

0  bis  OD  }  80  mnae,  wenn  6^1  iat,  die  eratcre  Poteozeoreih^ 
radkwftm  genommen,  vom  üoendlichkleioen  an  bis  ins  üneodlichj 
grosse  anfateigen,  die  andere  Potenzreihe  aber,  wenn  y"^^ 

▼on  1  an  onendlich  abnehmen.  J****  ^  ^ 

teren  Art,  wie  y",  entweder  mit  einer  Potenz  der  erateren  Art 
wie  «P,  tibereinfallen«  oder  wenigsten«  zwischen  zwei  benachbartei 
aolchen  Potenzen,  wie  und  liegen.  Im  erateren  freUid{ 
seltenen  Falle  lat 


folglich 


I^sAf,  also  yss^i 


im  anderen  und  gewöhnlichsten  Falle  ist 

y»=:6P  ....61»+*, 


daher 


nnd  sonach 


y  =  6»  ....  6  » 


9 


I 

wobei  die  Fehlergrenze  ~  durch  allm&lidie  und  unendtiche  V«f{ 


gr5flsemn^  dea  Exponenten  n  nach  und  nach  immer  kleiner  ge 

macht  unci  dem  Verschtvinden  lieliehig  nahe  gebracht  werden  kann, 
mithin  der  geforderte  Logarithme,  seibat  wenn  er  inratiooal  wire 
mit  jeder  gewünschten  Sdifirfe  genähert  sich  bestiBimen  Utost.  I 
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35. 

Da  all||emein  lng^=x,  und  insbesondere  10^1=0  ist;  so 
wird,  weil  in  der  mit  der  er^tereii  Gleichung  in  den  Begriffen  un 
zertrennlich  verlmridrniMi  6-^  — ly  bei  stetiper  Veränderung  de»  Ex- 

Conenten  x  auch  die  Potenz  y  «tetig  sich  ändert,  folglich  umse- 
^  Art  eine  stetige  Aendcrung  dieses  bogarithniaod«  y  nothwendig 
jenen  Loi^^irithnius  x  anch  wieder  stetig  abändern  muss,  l>ei  der 
unaafhorliehen  Annäherung  des  Logarithniands  y  an  die  Grenze  I 
der  Loearithmus  x  der  Grenze  0  zustreben  oder  unendlich  abneh. 
meo.    fcls  ist  ncnilich,  für  lim^=:l,  rnnjr=0  oder,  Icürzer  darge. 

steUtJim  log^,  und  mit  Kücicblicit  aofi  Art34.  1.  ist  6=Um(«^X 

hei  noch  y  — l=sij,  also  jf=] -f  ij,  so  ist  liiny=:l  gleich- 
fsitfod  mit  iimiy^Ot  und  «a  Obetgebt  der  ietste  Ausdruck  in 

A=:iim(l-|-i|)',  ßfr  KnuisOsslim«. 

Eine  Bestätigung  dieses  Ausdruckes  liefert  auch  die  be- 
kamito  Gleichung  log^^l*  der  wir  die  Form  lim  (log«e=;ip)z=sl 
ertheiien  kSnnen. 

h 

Denn  setzen  wir  ^  =  //(i+^),  so  kann  j;  =  log^=l+c  ge- 
setst  iirerde%  wolem  mit  lin^sO  anch  lirnasO  TeHnind«»  Ist« 
Dann  ist 

ab« 

und 

I 

oder  volbitXndig 

1 

6  =  lim(l  i/S)«  Pur  limö=0=  limjS. 


ErforselMn  trir  noch,  in  welcher  Verffleichung,  wenn  x  und  ^  —  1 
elostininiig  sind,  die  Gmndsahl  6  mit  F  stehe. 

Bekanntlich  gehurt«  wenik  die  Grundzahl  Cder  Potentiand) 
6^  1  ist,  an  einem  positiven  Logarithmen  (Exponenten)  a:  ein 

13- 
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Logaritbiuaiul  (eine  Potenz)  1;  dagegen  zu  einem  negativen 
Logarithmen  x  ein  Lotgarithmand  y^\\  folglich num umgekehrt 
zu  einem  ho^>,arithniand  Tür  den  also  der  Unterschied  jf — 1 

negativ  »"  negaUven  1^08«^*"»»  «  jedenWIe  eine 

Grunfixahl  6>1  geliBren. 


37. 


Vermöge  Art.  34.  I.  lässt  s»ich  zu  einem  jeden  reellen  absolu- 
U\\\  Logarithmaud  jr^l»  oder  zu  jedem  positiven  oder  negativen 

IJiitersch'uMln  j/  —  ij  -  1  dieses  Logarithninnds  y  von  I,  und  zu 
jeglichem  ihm  lniiiiclegten  positiven  oder  nei^ativen  Logarithmen 
X  die  entsprechende  logaritnmische  (iruiuizahl  als  die  einem 
eegebenen  Radicand  (^)  und  Wurselexponenten  {x)  zugehörige 
Wurael  (6),  mit  rollkomroener  ßestiromtbeit  herechueur  l'nter 
diesen  Annahmen  fvlr  oder  fiir  y  —  1  =  »/  und  liir  x  ist  aber  die 
bemerkensv^  ertheste  geuist»  die,  wo  man  diesen  Logarithmen 
X  jenem  Unterschiede  völlig  (in  Grosse  und  Beziehung)  gleich, 
x~ii\:=z\j  —  1,  voraus^ietzt  und  beide  mit  einende  unendlich 
abnehmen«  lim«=0»  limq=0,  lim (y— >l)=:0,  seb  liest. 

Für  diese  ausgezeichneten  Bedingungen  müssen  die  in  Art.  35. 
aufgestellten  allgemeinen  (irenzausdriicke  der  Grundzahl  b  noth- 
vvendig  eine  ganz  absonderliche  logarithmische  Grundzahl 
darbieten,  die  wir  mit  e  bezeichnen  wollen,  wonach  wir  erhalten 

1  1 


e  =  lim  (y»- 1 ) = lim  (1+  . 

Von  dieser  Grundzahl  lässt  uns  der  Art.  3G.,  weil  der  Unter- 
.  —  H  mit  dem  ihm  gleichen  Logarithmen  x  auch  gleich- 

stimmig  ist,  sogleich  erkennen,  dasit  sie  grosser  als  Ems  sein 
muss. 


38. 


Erforschen  wir  sofort  den  Zusammenhang  dieser  ausgezeich* 
neten  logarithmischen  Grundzahl  e  mit  jeder  anderen  6.  Für 
diese  bietet  der  Art.  3S.  die  allgemeinen  GrensBusdracke 

i  i 
6=lim(y')=lim(i  I  1/)' 

KU 
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llmifsl,  liiiid;=Q^  Um^sO. 
Dakar  Ut  aneb,  wenn  mao  beidanaits  nach  -  =  ?  uotenzirt« 

Ilm(ft9)=lim(y»-I  , 
folglich  oach  obigem  Greuzausdrucke  vou  v, 

X 

Hianiach  iat  nnn 


oder  wegen 


anch 


lim  —  =  loup, 

n 


1=1       l  ^0 


Diese  Gleichung  hätte  sieh  auch  gefunden,  wenn  man  von 
obigen  Ausdrücken  der  Grundzahl  e  iWe  auf  die  Grundzahl  6  be- 
aiablicben  Logarithmen  genommen  hätte.    Sie  lä^st  sich,  weil 

loglsO  iat,  auch  ao  daratellen:' 

f=t     Sf-I         »=0     (1+«»)— » 

*  lim* 

Aua  dar  Glclebuog  llni(6^)=6"'f  =e,    und  nach  leichter 

ans  ihrernothwendigen Folge//- Iimr'  =  f  erhellet,  dass  die 
Grundzahl  6,  also  auch  der  gesanmite  Charakter  eines  jeden  lo- 
garith mischen  Systema  lediglich  von  dem  vßllig  heatimniten  and 

dem  log«  gleichenden  Grenzveihaltnisse  -  den  kleinsten  Loga- 
rithmen, .T,  zu  den  geringsten  Unterschieden,  tj=?/— 1,  der  Lo- 
eorithmande  w  von  1  abhänge.  Deswegen  wird  dieses  Grenzver- 
häitnibs  der  Modul  des  betraffeadeD»  dar  Gniadiahl  6  zugehöri- 
gen logarithmiacben  Syvtema  genannt.    Wir  baialchnen  ea  mit 

X 

m  und  haben  demnach  n{=liro^  oder 


•    Digitized  by  Google 


■ 


190 

y=i    ^— l       ^=0    (1  +  1?)  — 1  ' 

und 


Für  die  auf  die  Grundzahl  e  beziehlicheii  Logarithmen  i«t 
x=9,  also  der  Modul  01=:  1. 


39. 


Insofern  uuii  die  genauere  Erforsclmn^  der  LogarithiiiiMi  ganz 
•infaeh  und  naturgemä^is  auf  die  ausgezeichnete  logarithmische 
Grundzahl  e  hinleitet,  und  insofern  bei  diesem  logarithmiscben 
Systeme  das  zur  Betrachtung  sich  anfdrängcnde  mit  dem  Namen 
,,fogarithniischer  Modul"  helegte  Grenzvorlialtniss  in  das  Gleich- 
heitsverhältniss  oder  in  1  übergeht,  ist  es  angemessen,  derlei 
Logarithmen  natürliche,  alle  anderen  dagegen  künstliche  an 
nennen,  ersterc  durch  Ing.nat.  oder  nur  durch  I,  letztere  aber  all- 
gemein durch  log.artiil  zu  beseichnen. 

Um  /u  erfahren,  wie  man  von  den  einen  Logaritfamen  auf 
die  anderen  übergehen  kSnne,  sei  vHe  früher 

logf  3«,  also  yan^* 

fielst  man  hierin 
so  ist 

folglich 

log y  =s  log.  nat  y  =  -  =^ .  log^ , 
und  sofort  allgemein 

1 

log .  nat . ^  ^iSäii        ai^t'f  ' 

daher  umgekehrt 

log.  artif.y = modni.  X  log.  nat.  y. 
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40. 


Seheo  wir  um  nach,  wie  bei  onendiicher  Abnahme  von  9 

i 

die  Potenz  ij)''  ihrer  Grenze  e  a'ich  nähert,  ob  wachsend  oder 
äkebmend. 

AUgemeio  iat 

(i+D=i+of 

iIn  iicber 

I  •  1 

EMt  man  beidersdta  de«  Üngleichheitszeichena  zur  Potenz  -^t 
Nana,  wenn 9,  alsoancb  ^  negatW  **** 


Wenn  demnach  der  Werth  der  Negativen         ^  fortfrfibrend 

iif  tefaie  Halbacbeld  herabainkt,  so  muaa  die  Poteoa 

Schritt  für  Schritt  ^fn^^n"-   ^Veil  man  aber  von  jedem  beliebigen 

Werthe  von  tj  ausgehen  kann,  und  durch  fortgesetzte  Halbiruog 
desselben  endlich  unter  jede  angenommene  noch  80  kleine  Zam 
Abkommen  muss;  so  muss  auch  für  jederlei  Abnahme  von  tf 

^  betncbtete  Potenz  folglich  wird  ale  bei  unendUcher 

.y»Babme  von     ihrer  Grenze  e  ohne  Lade  ^^i^bnienil  ^^^^ 

^ra.  Es  Ut  demnach  für  lim  1^  =  U  enUchieden 

Wie  man  von  hier  aus  in  dieser  Lehre  weiter  vorschreiten 
kirne,  lässt  sich  aus  den  Artikeln  30.,  31.  und  3^3.  unschwer  er- 
tdea,  weswegen  wir  uns  mit  den  bisherigen  Andeatungeu  he- 
grtgm  d0rlen. 
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E. 

Aufstellung  der  Lehre  von  den  natfirlicben  Logaritb- 
men  aus  jener  von  den  sogenannten  logarithm ischeii 
Proportionalthcilen   bei  Zugrund legiing  des  gewubo^ 
liehen  Begriffs  vom.Logar itbnius. 

41. 

Elementare  Ableitungen  des  H auptlebrsatsee  tob 
den  logarithmischen  Proportlonaltheilen. 

Erste  Ableitung.  Sei  a  Irgend  eine  Zabl,  a  eine  Zugabe 
SU  Ibr,  durch  die  Rie  auf  a-ftf  gebracht  wird,  nebstbel  sei  n 
euie  absolute  ganae  Zahl,  so  ist 

0 

(a + «)» = a»  +  wa»-  *  a  +  Ja»-  ^  a\ 

wenn  man  diese  Potenz  auch  nieht  nach  dem  blnonilscliet)  Lebr-^ 
satze  In  seiner  einfachsten  Fassunjp,  sondern  btos  als  Prodod  ▼on{ 

n  binomischen  Factoren,  deren  jeder  a-f  er  ist,  (hirch  geregtite 
Multiplicution  entwickelt,  und  aus  allen  (iliedern  vniu  3ten  an 
a"~^a^  als  Factor  heraushebt  und  den  dazu  gehörigen  zusaoimen- 
gesetzten  Factor  durch  A  vorstellt.  • 

Die  Zugabe  a  sei  nun  im  Vergleich  mit  der  Zahl  a  selbst 

mir  sehr  klein,  nerolleb  das  Verh&ltniss  ^~  sei  ein  kleiner  Tbeil| 

tt 

Too  Eins,  und  zwar  so  klein*  dass  man  für  eine  erste  Annäherung 
wenigstens  seine  swelte  Potenz  vemaehUssigen»  oder 

Lun^^^^=0  annehmen  darf;  zugleich  sei  auch  die  ganze  Abso-i 

Itttaahi  II  aar  mfissig  gross.  DIvidirt  man  sonach  beide  Thelledcrj 
Cileichung  durch  i^so.oF"'^,  so  Ist  vollstSndIg 

und  lör  genOgend  kleine  Verhältnisse  j  zureichend  genShert 

(o-f-«\" j_  q-f  ytg 

Nimmt  man  nunmehr  hiervon  in  Bezug  auf  eine  beliebige  1 
Grundzahl  die  Logarithmen,  so  Ist  I 

"t-  na)  —  loga  =  it  [log(a  f  a)  — -  log«]. 
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Die  Zugaben  a  zu  jetler  beliebigen  Zahl  n  künnen  daher  im 
Wiiäituiäs  zu  dieser  jederzeit  f^u  iclein  gewählt  werden,  da^s  zu 
jidcB  —  mindestens  mässis  grossen  —  Vielfachen  einer  jeden 
tMm  Sonbe  in  der  Zahl  nOcIwt  nahe  das  EbaDsovidfaeli»  dar 
hmkmt  Stm  der  Zahl  zugehSrigen  Logaiitlunen  gehOrt.  Mithio 
iiMB  die  genügend  kleinen  Zanahnien  der  Zahlen 
Xorartthmande)  den  zu^ehoriiren  Zunahmen  ihrer  Lo- 
itritbrnen  ganz  nahe  proportional  sein. 

Sind  nemUch  a,  a'  irgend  zwei  verhäitnissmässig  nur  geringe 
/aaahiaen  der  Zahl     so  verlilUt  sich  sehr  nahe 

«   .  log(a  +  a)  —  loga 
a'     iog(a  -|-  a!) — loga  * 

Zweite  Ableitung*  Selen  zwei  Zunahmen  der  Zahl 
i.4iidi  die  sie  auf  a-f-«  ood  a-f-iir'  gelangt«  so  ist  das  Produet 

« 

«4  ircon  man  durch  m  dividirt:  - 

^  seien  die  Zunahmen  o,  u*  im  Verliältniss  zur  ur^priing- 

cr  n' 

iickcfl  Zahl  a«  nemUch  die  Verhältnisse --*'r>  *o  klein»  das«,  wäh- 
reod  das  Verhaituiss  —  dieser  Zunahmen  unter  sich  ein  endliches 

ist,  die  zweiten  Potenzen         »  jene  V' crhäituisse  unerheb- 

Reh  Idein  seien  und  deshalb  für  eine  erste  NShentng  vemachläs- 
Mgt  werden  dfirfen»  oder  dass 


Lim( =  0  undL 


stsetzt  werden  könne.    Dann  lässt  sich,  weil  —.  —  =  (-  J  •  —  ist, 

a  a     \o/  ff 

••eh  das  Product  —  •  —  vernachlfissigen  oder  Lira  (  -  .  — ^  =  0  se- 

a   a  °  \a  a  / 

^en.  Unter  diesen  Bedingungen  ist  demnach  in  zureichender 

ionähenuig 

a  u    '    a  * 

^  it  {edcD  logarlthmlscheii  iSfsteme 

*<»g  («  +  «  +  «0 — log« = [log  (o  +  ff)  -  löge]  ■\  [logfl] . 
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Die  Zanahmen  et,  a'  zu  jeder  beliebigen  2iabl  a  können  dem- 
nach im  VerhältniRs  zu  dieser  jedesmal  so  kJeio  gewählt  werdeiv-i 
dag«  der  Soiniie  jeglicher  Zunahmen  jeder  heliebigea  Zahl  mi{, 
wieder  die  Summe  der  Ihnea  entsprechenden  ZmnhM^ 
ihrer  zugebÖiii{en  Legarithmen  entepricht  Mitbin  gibt  es  zr 
jederZahl  so  ^ erhi ge Zunahmen  derselben,  dass  ihasi  J 
die  Zunahmen  ihres Logarit hrous  höchst  nahe  prepor^^-' 
tionai  s  ei  en.*) 

• 

Sind  nemlich      a!  was  immer  für  zwei  vcrhältnissmäaeig  ge* 
ringe  Zunahmen  der  Zahl  a,  so  verhält  sich  höchst  nahe 

a  j_log(o  +  «)— loga 
log  (a  +  o') — loga 

und  swar  am  so  geoener,  je  kleiner  dieee  Znnahinen  elml. 


■ 

Diese  erwiesene  Proportionalitat  der  Zunahme  des  Logaritb-j 
nien  zur  hinreichend  kleinen  Zunahme  a  des  Logarithniaods  ä\ 
kann  nun  bekanntlich  einfacher  auch  durch 

I 

[log(o  +  a)-loga]::« 

aiisi^edrückt  \verd(>n.  Verwandelt  man  den  hier  vorfiudigen  Untei^ 
schied,  so  darf  man  schreiben 

oder  auch 

weil  o  hest&ndig  und  u  allein  veränderlich  vorausgesetat  iat 


Diese«  einfache  und  leicht  anwendbare  KennselcheB  der  dircctca 
Proportionalität,  doMen  ich  mich  bereit«  in  mehreren  Anfsätzea  im 
Affchiv  loit  rielem  Vortheil  bediente,  hatte  bereit«  Or.  J.  J.  Jde  ia 
■einen  „Anfan^^s^ründen  der  reinen  Mathematik'*,  1.  Thl.  Arithin.,  Berlia 
tS03,  §.  187.  St  115«  iuitg;elheilt  uud  im  2.  Bde.  auf  die  Gcnmetrir 
angewandt,  und  dech  haben  meine«  Wi««m«  blu«  Prof.  W.  A.  Förste* 
mann  ia  aeineirf  „Lehrh.  d.  Geometrie'*,  Thie.,  Danalg,  1927  nall 
Prof.  J.  Knar,  in  seinen  „Anfangs/^ründen  der  reinen  MatheiDütik'S  S 
Thic.,  Graz,  1829,  selbes  benützt.  Die  Schriftsteller  über  Mechanik  und 
Physik,  MO  sich  mittels  die§c4  Kennzeichens  so  viele  Proportionalitäten 
aufs  einleuchtendste  erweisen  lassen,  scheinen  es  bisher  noch  vornehm, 
▼dllig  ignnrirt  sn  haben«  Kmdk  in  den  s.  g.  esaeCea  WiMWiachaftwi| 
sdieiat  alte  Mdwieas  noch  Anterilät  iber  cagewdhate  Manieraa  oh- 
«iegen  zu  können;  darum  möge  zur  Anempfehlung  dieses  Satzes  nodi 
erwähnt  worden ,  dass  —  wie  ich  schon  anderswo  angeführt  habe  — 
bereit«  Lia  Place  in  der  Vorrede  zu  seiner  M6canique  Celeste  I7dd  des- 
lolbea  gedacht  het 


üigiiized  by  Google 


195 


Scbreilit  imo  »obin  nocb  abkäricend  -s«,  «o  bleibt,  bei  dei 

h'wr  bosteheiMleii  Proportiunalitut ,  Ans  \>rhaltnis8  unge- 
achtet der  Aeiidcriini;  von  rj  unveriindert  und  nms;  sonach  hier  durch 
die  unveräuderliche  Zahl  m  vorge»telU  v%  er(feü ,  ao  daüs  mit 
Rficksicbt  auf  die  bedangene  uiieiralicbe  Abnahme  vod  17  imd  auf 
die  lofaritboiiacbe  Graudiabl  6»  voUntiindig 

9} 


iai  Üafiir  bann  man  wegen  biglsO  aaeb  achraiben: 

und  selaugt  deoioach  wieder  zu  dem  ersten  in  Art.  32.  autige- 
aptodenen  Lebraatta. 

Sebraibt  nan  die  lorlalite  Gleicbnng  in  der  Fenn 


m 


oder 


i 

Iim(l-|>^)ts4«, 

und  erwägt,  daaa  6  aod  m  bestiuunte  Zahlen  aiud;  ao  eraiehk  man, 

dass  die  Potenz  (i  -|- 17)^  M  unendfieber  Abnahme  von  tf  einer 
beafimmten  Grenze  zutitrebt,  tvelche,  weit  diese  Potenz  weder  6 
norli  m  in  sich  fflhrt.  sondern  lediglich  die  an  der  ausscrsten 
Grenze  verschwindende  Veränderliche  rj  enthält,  noth wendig  eine 
be&u ädere  Zahl  sein  mu&s,  die  wir  dem  Gebrauche  der  mei> 
■ten  Anderen  felgend,  dntcb  i  beaeiebnan  wollen. 

Sonacb  setien  wir 

1 

lim(l  + 1^)'  =e 


und  ea  ist 

Und  so  sehen  wir  uns  denn  wieder  aut  dem  durch  unaeren 
frabeiea  Artikel  (22-24,  29—33)  bereite  gebabnten  Wege. 


Digitized  by  Google 


IM 


43. 

ScblussbemerkungeiL 

Ich  schmeichle  mir  demnach  durch  die  That  ernie.soti  zn  ha- 
ben, d&sa  die  Lehre  von  den  uatüriichen  Logarithmen,  ohne  Zu- 
hilfenahme der,  einer  bu  «veitw«ndigen  ErSrlerunf  bedfirfenden, 
convergirenden  unendItchenKeihen,  sogar —  wie  die  in />.  und  £J.zer- 
gliederten  Verfahren  darthun  —  höchst  un2;ez\>  uni^en  nnd  einfach  ah- 
gehaudelt,  und  sofort  unhedenklich  in  die  niedere  Algebra  auf- 
genommen werden  könne.  Elementare,  diese  Reihen  gleichfalls 
ansecbiiessende .  Methoden  der  wirklichen  Berechnung  natflriicher 
und  künstlicher  Logarithmen  der  Zahlen  mittels  Hilfstafeln  ,  welche 
diese  Lehre  beschliessen  müssen,  darf  ich  wohl  hier  übergehen, 
da  sie  ohnehin  schon  von  mehreren  »Schriftstellem  gelehrt  worden 
sind.  Die  bequemsten  darunter  scheinen  mir  die  von  Thibaut 
in  seinem  „(irundriss  der  allgem.  Aritbm.  o.  Analysis'S  GOtlingeo, 
ltiü9  und  1830,  mitgetheilten  zu  sein. 

Dadurch  habe  ich  zii<;leich  das  Versprechen  erfüllt,  welches 
ich  in  meiner  jüngst  veröffentlichten,  von  der  kön.  höhm.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Prag  der  Ehre  der  Aufnahme  in 
ihre  Sammlung  von  Abhandlunsen  (V.^  Folge.  Band  6)  ßfitigst  ge- 
wCrdigten,  grlisseren  Monographie»  betitelt :  ,, Versuch  einer  riclltf- 
gen  Lehre  von  der  Kealitfit  der  vorgehlicli  imaginären  Grössen 
der  Algehra,  oder  einer  Grundielire  von  der  Ablenkung  algeb. 
Grössenbezeichnungeu'S  4.  1850.  l^rag,  (Calve),  6.  57,  ^iote,  ge- 
geben habe.  Und  sonach  dOrlten  beide  diese  Äbbandhingeii  Ken* 
nern  genugsam  verständlich  zeigen,  wie  zur  "  noch  immer  sehr 
noth  thuenden  —  streng  wissenschaftlichen  Vervollständigung  und 
folgerechten  liichtuug  der  späteren  Partien  der  Algehra,  nach  den 
7  Grundrechnungen  und  ihrer  Anwendung  auf  die  erst-  und  zweit- 
gradigen Gteiehungen,  nach  einander  die  Lehren  von  den  natur- 
lichen Logarithmen,  von  der  Ablenkung  der  algebraischen 
Grösseribeziehungen,  vom  Poten/.Iren  nach  inwiiiinären  (ablenkend 
beziehiichen)  lOxponenten  und  von  den  damit  engstem^  zusammen- 
hängenden, folejicb  nur  allein  in  die  Algebra  gehörigen  s.  g.  uo- 
niometrischcn  Functionen  abgehandelt,  and  schliesslich  auf  die, 
ihrer  bedürfende,  Lehre  von  den  allgemeinen  höheren  Gleichun- 
gen angewendet  werden  können. 

Nebstbei  wird  eine  solcbe  elementare  Darstellung  der  Lehre 
von  den  natürlichen  Logarithmen  auch  von  einer  systematischen 
Grundlage  der  Diferenmüreebnnng  geheischt,  damit  man  die  Her- 
leitung  der  Differentialverhältnisse  exponeotieller  logarithmischer 
und  goniomctrischer  Functionen ,  ohne  Hilfe  der  convergirenden 
Reihen  und  der  Geometrie,  durchzuföbren  und  sofort  zur  Entwick- 
lung der  Functionen  in  convergente  Reihen  nach  dem  Taylor'schen 
Lehisatse  Oberxugehen  vemSge. 
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IV. 

Das  Halfatttaehe  Problem.  Beweis 

der  istelnersclien  Construetlom 

Tob  dfln 

Herrn  Oberlehrer  A.  Quid  de 

Am  Gyrnnstinni  sn  Herforil. 


Die  folgenden  Untersuchungen  vrurden  veranlasst  durch  die 
vf<n  Adams  im  Jahre  1846  heraue||[egehene  kleine  Schrift  liher  das 
Mallattische  Problem.  Die  Analysis,  welche  Adams  zu  <ler  ele- 
ffniten  Constniction  von  Jakob  Steiner  gibt,  befriediüte  mich 
rii<bt.  weil  sie  nicht  rein  planinietrisch  uar,  sondern  auf  eine  Glei- 
diUQg  zweiten  i»rades  sich  sffitzte.  Die  folgende  Analysis  hält 
neb  in  rtie  geonetriseheo  Betracbtongen  und  ist,  wenn  die  rat' 
l»ereiteriden  ^Bime  einmal  bekannt  aind,  sngleieb  aebr  einfach  and 


Ohne  den  Ort  der  Punkte  weiter  zu  erörtern,  ron  welchen 
^-n  zwei  Kreise  Tangenten  mit  bestimmter  Summe  oder  Differenz 
.'f'hen,  welcher  Ort  ein  Kesrelschnitt  ist,  leuchtet  doch  so  viel 
^  den  ersten  Bliek  ein ,  dass  die  Tangenten ,  die  von  den  Punk- 
lei  der  geroeinachaftlicheo  inneren  oder  gemeiifuchaftlicben  äua- 
•ra  Tangenten  an  die  Kreiae  geben,  ateta  eine  beatinimte  Summe 
»<ier  Differenz  haben,  nämlich  das  zwischen  den  BeHlbrungspunk- 
>n  Hegende  Stflck  deraelben.  Dass  dieser  Satz  auch  umgekehrt 
silt,  das.«  also,  wenn  die  Summe  oder  Differenz  der  von  einem 
i^unkte  an  zwei  Kreise  gehenden  Tati^eiiten  der  Län^e  der  von 
i«t  Berühnjniispunkfen  bcjjrenzten  inneren  oder  äusseren  gemcin- 
'  fdnftlicben  Tangente  der  Kreise  gleich  ist,  dieser  Punkt  auf  einer  / 
I  nKrea  oder'Suaaeren  geroeinaclraftlichen  Tangente  der  Kreiae  lie- 
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gen  muss,  läasi  sich  leicht  zeii^en.  Es  sei  M  (TtS.  III.  Fig.  4.) 
ein  solcher  Punlct>  dass  MB—JUA  =  PQy  uod  es  liege  lU  nicht 
auf  PQ;  seien  D  und  C  die  Schoittpunkte  von  BM  und  AM  mit 
PQ,  so  DBzsDP,  CAz=zCQ:  MB=:DB^DM,  MAzsCA-^-MCi 
e«  soll  Mß''MA  =  PQ,  also  JJB—DM-CA—MC=PQ,  oder 
DP-DM~CQ—MC=PQ  oder  DC^PQ-DM-M(^PQ  oder 
DC=  DM-^-  MC  sein,  ivas  nicht  muftlich  ist,  wenn  if  nicht  auf 
liegt 

Man  habe  nun  drei  Kreise  l,  "ly  3,  mit  drei  gemeinschaftli- 
chen Tani^enfen  (Taf.  III.  Fig.  5.;,  die  durch  einen  Punkt  P geben ; 
A,B  seien  die  Berührungspunkte  des  ersten,  dD  des  zweiten, 
des  dritten.  Es  seien  ferner  die  gemeinachalUicheo  Tangen- 
ten innere  wie  in  der  Figur.  Man  bat  dann 

PAi^PF=zAF,  PD^PE=DEi 

.  folglich,  da  PF^PE, 

PA~PJ}=^AF-DE, 

da  aher 

PA  -  PD=PB  -  PC=BCi 

80  iet 

AF-~  DE^BC. 

Construirt  man  nun  für  die  Kreise  3  und  1  die  zweite  innere  ge- 
nieinscbafÜücbc  TiinLiente  /'V^i'  cIm-iiso  für 3  und  2  die  2te  EiU^, 
welche  sich  in  l\  i>chneiden,  8o  bat  man 

P,A,  ^P,D,r=A^F,^D,E,; 

und  da 

AiFi=AF,  i>^Ei^DE, 

also  auch 
so  ist  auch 

P^di^PtihsmBC, 

d.  b.  Pi  «muss  nieder  auf  einer  der  inneren  uemoinschal'tiicben 
Tangenten  der  Kreise  I  nnd  2  liegen,  dieses  Mal  zuischeu  den 
beiden  BerQhrungs punkten.  Diese  kann  nicht  wieder  die  erste 
BC  sein,  wenn  sich  nicht  die  Kreise  1  und  2  seihst  beffihreD* 

Denn  man  <>nenne  (Taf.  IV.  Fig.  G.)   .S  und  U  die  Üurch- 
schnittsptinkte  ron  FA  und  FiAi ,  aud  von  EÜ  mU  Et  Di ,  und 


Digitized  by  Google 


vtraclite  diese  vier  Tangenten.  Wäre  nun  PPi ,  die  Diaeonale 
•b  Vierecks  liPSPi,  die  gemeinschaftliche  Tangente  der  Kreise 
1  nd  2  mit  den  BeruhruogspunliteD  B  und  C,  so  wäre 

'  zzzP^E^^REg  —  REi^PR^P.R^  RP; 

PB=PC. 

Es  lässt  sich  aber  die  obige  8chlii9S\veise  nicht  auf  jede  Art 
i^meinschaftlicher  Tangcnteti  anwenden.  Hatte  man  z.  B.  ^^fatt 
des  KreiHeüi  3  (Taf.  III.  Fi^.  5.)  den  Krei«  4  mit  den  Uerührungs- 
piukteo  G  und  //,  60  hatte  man 

PG^PD^DG,  PA---PIi=rJJA; 

'Tid  wollte  man  nun  PO^PH  verschwinden  raachen,  so  erhielte 

PD^PA^DGi^AU, 

Hekhes  keine  Beziehung  zwischen  den  Längen  der  von  den  Be- 
niiniDeüpunktcn  begrenzten  genieinschaftiichen  Tangenten  BC, 
AB,  DG  ergibt  Eine  solche  findet  überhaupt  nur  statt  für  ent^ 
weder  direi  isnere  oder  eine  innere  und  swei  ftiuwerc  gemeie- 
MhtlUi^e  Tangenten »  Mt  die  Betraehtung  eioer  Figur  mit  Leidi- 
lehrt  Semit  bitten  wir  also  folgendeo 

Lehrsatz  1.  Wenn  drei  innere  gemeinschaftliche 
TiDgenten  dreier  Kreise  oder  eine  innere  mit  zwei 
ivsieren  einen  gemeinscbaftlicben  Durchschnitts- 
pvnkt  beben,  so  beben  die  drei  anderen  gemelnecbaft- 
iicben  TanL'eiiten  derselben  Art  ebenfalle  einen  ge* 
•eiaecbaftlichen  Dorebecbnlttepunkt 

In  dem  besonderen  Falle,   da«*<  zwei  solche  Tangenten  eine 
fcradeLioie  bilden,  ist  der  Berührungspunkt  als  ihr  Durchschnitts- 
pmkt  n  betracbten.  Z.  B.  TatlV.  Fig.7.  Die  ilaeeeren  Tangen*  * 
tes  der  Kreiee  l  und  3,  2  und  3  fallen  in  die  Gerade  GH  zusam- 
■ca.  Weuo  nun  die  anderen  äusseren  Tangenten  dieser  Kreise  GB9 

eich  aof  der  inneren  der  Kreise  1  und  2  in  P  schneiden,  so 
*(r4  die  andere  innere  von  1  und  2  durch  den  Berubrungspunkt 
'  geben;  denn 

F/1-Ff;=  KB^DE=zPB  -'PÜ=^PL''PM=^Uf. 
Meb  dem  Obigen  die  Bebauptang  eicb  ergibt. 
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Wir  sprechen  den  hiermit  erwiesenen  Satz  in  RflciEsicbt  ftmf 
onMte  Ani^e  vfirzugswelse  tät  den  folgeaden  beMiuler«o  Pili 
aus:  I 

Lehrsatt  %  Wenn  die  Süsseren  gemeinschaftlichen 
Tangenten  (TaC  IV.  Fi^.  7.)  de«  Ifen  «nd  3ten,  Sten  und 
3ten  dreier  Kreise,  und  DE,  sich  auf  der  inneren 

de«  Iten  und  2ten  /^vT/ schneiden,  in  P,  während  die 
anderen  äusseren  At\  CF  eine  perade  Linie  bilden 
so  i^eht  die  andere  innere  durch  dpn  Beruhrangspanki 
F  des  3ten  Kreises. 


Wenn  (Taf.  IV.  Fig.H.)  4  durch  denselben  Punkt  gehende  Ge- 
rade (Strahlen)  von  zwei  geraden  Linien  geschnitten  werden,  die 
erste  in  A  unA  Ai,  die  zweite  in  B  und  die  dritte  in  C  und 

Ci,  die  vierte  in  D  und  so  sind  die  aus  den  Abschnitten 

entwprecbend  gebildeten  annarmonleehen  VerliSItihlsee  eioande^ 
gleich.  Ein  solches  .anharmonischee  Verh&ltniss  ist  bekanntlidi 
das  Verhältnis«  von  zwei  Verhältniseen.  Die  Glieder  des  einen 
.sind  zwei  von  demselben  Punkte  ausgehende  Abschnitte,  die  de> 
anderen  erfiait  man,  wenn  man  den  Ausgangsnunkt  in  jenen  mit 
dem  noch  ii brisen  vierten  Punkte  vertauscht.  Die  Figur  ist  leicht 
zu  entwerfen.    Es  wäre  demnach 

I 

AB,DB_AiBi  DjB^ 
» 

oder 

'    Aß  CH_A,n^  CJi^     AC  BC     Ai(\  ^BiQ 
AD  CD  —  A^ü^  (\Di'    AD  BD^'^i  '  BiDi' 

Der  Howeis  ivst  leicht  /.u  führen,  wenn  wir  ihn  nicht  als  bekannt 
voraussetzen  wollen.   ISehmen  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung. 

AS  A  B  AB 

ASAC  AC 

wegen  der  gleichen  Hohe;  eben  «o 

ASpn     im     ylSi.Bi     A^ßi  JSDiß^  D,ßt 
ASDC  "  DC*    AiiAiCt  "  AiQ'  ASD^d  "  D^d  ' 

Wegen  der  gleichen  Winkel  an  der  Spitze  verhatten  sich  aber 

AS  Aß  SA.Sß  SAG  SA.  SC  SDß  SD.S/i  ; 
ASAi Bi  ~  SAi.SBg '    Ä^, €\     SA^.SC, '    SD^Bi — SDi.6Bi ' 

SDC'_  SD.  SC 
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Mglick 

SAB  SAtB^     SA.SB  SA^.SBj     SB  SBt 


SDB  SD^         SD. SB  SD^^SBi  SB^SB^ 
SDC  SÜgCi  ~  SÜ,SC  Si^t  .SCg  -  SC'SCi' 

«rortus  die  BebauptuDg  sich  ergibt. 

Ob  die  Lhiieo  mtf  derselben  oder  auf  efitgegengesetiteii  Sel- 
ten von  iS  gezogen  sind,  ist  ganz  gleichi^ultie.— ^  Otfenbar  kommt 
es  oicbt  darauf  an,  dass  die  Strahlen  SA  und  jS^i,  SB  und  SBi 
u.  8.  w.  in  derselben  geraden  Linie  zusammenliegen;  die  Strah- 
lenbüsebei  können  auch  eine  getrennte  Lage  haben  >  wenn  sie  sich 
nur  sasaimiieiilegeD  lasten«  wenn  also  mir  die  eotsprechenden 
Strahlen  gleiche  \Vinkel  mit  einander  bilden.  Wenden  wir  nun 
diesen  Satz  auf  4  Tansenteo  eines  Kreiset»  an.  Es  seien  (Taf.  V. 
Fig.  9.)  B  und  £  die  ueruhrungspunkte  zweier  von  A  ausgehen- 
den Tangenten  eines  Kreises  um  M;  eine  dritte  sehneide  Aß  in 
C,  AE  in  G,  eine  vierte  AB  in  D,  AE  in  Fi  zielic  MA,  MB, 
MC,  MD,  MG,  MF,  ME.    Winkel  CMD^ACM-ADM 

^\aCG''\aDF%  Wfaikel  GMFz=z^AFD --^AGC.  Es  bt 
aber 


also  aach 


aba 


fener 


ACG-^AGC^ADF -{-AFD, 


ACG  r-  \  ADF=  ^  AFÜ  -  \  AGC, 


CMÜ^GMF. 


ÖMB^W'-\aDF, 

FMA  =  \  DAF  +  \  BFA + ADFz^  90°  + 1^  ABF, 

so  dass  FMA  =  dem  Winkel«  den  die  Verengerung  von  BM 
über  M  hinaus  mit  MD  bildet  EüilKefc  AME=AMB  oder  ancb 
der  Winkel,  den  die  Verihngerune  von  EM  mit  AM  =■  dem,  den 
die  Verl&ngerang  von  BM  mii  AM  bildet   D4e  beiden  Strahlen« 

XV.  14 
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bflschel  MCDBA  und  MGFAE  lassen  sich  also  in  einen  elinig««i 
zosamraenlegen ,  dass  MC  auf  MG,  MD  auf  MFy  MB  auf  die 

Verlänffpnint?  von  MA  und  MA  auf  die  Verlängerung  von  ME 
f&Wi.  Daher  hat  man  zuisclien  den  Abscbnittea  der  von  A  aus- 
gehenden Tangenten  folgende  Beziehung: 

GE  AE  _CA  BA 
UF'  AF—Cb  BD' 

oder,  da  AB^ME: 

GE , AF. CD  =  GF.  CA.  BD, 

Beschreibt  man  Dim  einen  Kreis»  der  DF,  nnd  AD  in  C,  ond 
einen  zweiten ,  der  CG,  nnd  AG  kk  F  berOlwt,  mit  den  Mittel- 
pnnliteD  iV  uod  P,  so  ist 

PF  _  FG     NC  CD 

und  dies  in  obige  Gleiehnei^  eingesetst: 

AF.  ME.NC^  AC.  PF.  MB . 
oder  da  MBssMJB: 

AF.NC^AC.PF,  AFiFP^ACiCN, 

woraus  sich  ergibt»  dass  Wiolcel  PAF=NAC*  Also 

LehrMatz  3.    Weno  vier  gerade  Linien  ^,  2»  3,  4 

e i n e n  K r e i s  berühren  und  man  beschreibt  zwei  Kreise, 
deren  einer  die  Tangente  1  im  Durch  sr  h  nit  t.s punkte 
mit  3,  und  Tangente  4,  der  andere  '2  im  D  urchlschnitts- 
pnnlcte  mit  4,  und  Taneeote  3  berOhrt,  so  bildet  die 
Yom  Durchschnittspunkte  der  Tangenten  1  und  2  nach 
dem  Mittelpunkte  des  ersten  gezogene  Linie  mit  der 
Tangente  1  denselben  Winkel,  wie  die  nach  dem  Mit- 
telpankte  den  iwelten  gesogene  mit  der  Tangente  2. 


Nach  'diesen  Vorbereitungen  schreiten  wir  zur  Malfattischen 
Aofgabe  «elbst.  Sie  betest: 

In  ein  Dreieck  drei  Kroise  /.u  beschreiben,  welche  ein- 
ander und  einzeln  je  zwei  Seiten  des  Dreieck;» 

bertlbren. 

Wir  nennen  im  Folgenden  die  vorkeimnendcu  Kreide  mit  ihren 
Mittelpunkten. 
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0.  Jb»  6mk9  «M  in  4lw  Dreieck  AßC  drei  Kiwae  bcachri« 
b0D  y,  VW  Aeoflii  «  die  Seiten  und  AC,  ß  die  Seiten 
und  aCy  y  die  Seiten  CA,  Cii  beröhrt  und  die  im  Uebrigen 
ee  beschaffen  seien,  da«s  drei  ihrer  eenieinitdiafUicben  iiiBeren 
TaBgento«  ideb  H  «fnttfi  PuibM  P  seboeideii.  Die  d«r  Krelae  - 
ß  wad  y  schneide  ferner  die  Seite  BC  in  i^i ,  die  der  Kreise  v 
und  <t  schneide  AC  in  /|,  die  der  lü-eise  a  und  ß  schneid«»  Aa 
io  nti.  Man  beschreibe  drei  Kreise,  welche  je  zwei  der  3  };e- 
meiuschartiichen  Tasgenten  von  a,  ß,  v  ,  und  je  eine  Seite  des 
Dreiecks  berllltteni  und  swar  jedesmal  die  Seite«  welche  von  dem 
Kreise,  an  vrelcbem  jene  zu  gleicher  Zeit  Tangenten  sind,  nicht 
feerOhft  wird;  Meo  einen  Kreis  «,  welcher  Pii,  Ptn^  und  BC, 
eben  6,  welcher  Piut,  P/it  «nd  AC,  einen  c,  welcher  Picm,  PL 
Httd  AB  bMhrl.  Es  hdbta'dano  dl«  KmIm  c  md  6  die  Linie 
AMi»  A  «ttd  c  die  c  und  a  die  /Vi  ww  gemeraschaftlicheo 

Inneren  Tangente.  Da  derasach  drei  itmere  gemeinschaftliche  Tan- 
geoten  dieser  Kreif^e  <i,  b,  t  sich  in  demselben  Punkte«  in  P 
eehneiden,  so  werden  auch  die  zweiten  ieneren  gemeinschaftlichen 
VMreeiitea  (oeeli  l^ttinnatE  1.)  eisen  geaMlnsamen  Durcbschnitts- 
IpOnkt  haben.    Er  heisse  iS.    Betrachtet  mnn  die  Kreise  a,  h  und 

I\  so  zeigt  sich,  dass  cwei  äussere  und  eine  innere  gemeinscbaft- 
icke  Tangente  P  zum  gemeinsamen  Durchschnittspuokte  ba- 
Nft,  ijwlwh  di*  inwMre  ▼on  «  nnd  j',  die  Terlitog«nMi|r  von  1^, 
Ae  taMM  Ton  6  und  y,  Pk^ ,  die  innere  ton  a  und  b ,  A/i, .  ha 
werden  also  auch  die  anderen  äusseren  imd  die  andere  innere  sich 
in  demselben  Pimkte  i>chneiden.  Uie  /weite  fiuss^e  von  a  und  y 
i«t  BCt  von  (j  und  y,  AC,  so  Asx&a  ul^iu  die  zweite  innere  von  a 
nod  b  dmeb  C  gehen,  SC  sein  muss.  Auf  gleiche  Art  ergibt 
nch,  dass  die  zweite  innere  gemeinschaftliche  Tangente  von  b 
■nd  e,  SA,  von  c  und  a,  SB  sein  muss. 

Es  haben  aber  die  nrsprflnglichen  Kreise  noch  drei  andere 
innere  Kcmeinschaftliche  Tangenten ,  welche  sich  ebenfalls  in  dem- 

seihen  Punkte  schneiden  müssen.  Dieser  Punkt  heisse  Pj  und  es 
sei,  der  obigen  Bezeacbnuns  entsprechend ,  k  der  Punkt,  in  wel* 
ehern  BC  von  der  an  ß  mna  f,  i  wo  AC  von  der  an  y  und  er,  m 
vto  AB  von  der  an  a  und  ß  getroifcn  v%ird.  Man  construire  wie- 
der dr»'i  Kreise,  berdhrt  von  BC,  Piin  und  P,/;  ^,  berührt  von 
ACt  P^m  und  Pik\  Ci  berührt  von  AB,  I\k  und  P^f.  Dun  h 
Anwendung  derselben  Schlösse  auf  diese  drei  Kreise,  wie  oben 
anf  a,  6,  c,  ergibt  sich,  daes,  da  ihre  ersten  inneren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  in  Pi  zusammenlaufen ,  ihre  zweite»  ebenfalls  in 
Feinem  Punlcto  zusammenlaufen  müssen,  den  wir  Si  nennen;  und 
dass  diese  zweiten  S^A,  S^B ,  SgC  sein  müssen. 

Ferner:  a  hat  mit  y  die  gemefaMchaftllche  Äussere  Tangente 
P/i :  mit  ß,  Pmi]  die  eine  inuTp  von  y  und  ß.  /V.-,  geht  eben- 
falls durch  P;  die  anderen  äusseren  von  aundy,  a  und  ß  fallen  in 
die  Gerade  zusammen;  also  muss  (nach  Lehrsatz  t2)  die  zweite 
ionere  von  ß  and  y,  Pik,  durch  den  Berfibrangspnnkt  von  a  mit 
fiC  gehen;  k  nitiss  der  Bernhrungs|Minkt  von  n  mit  BC  f^v'm. 
liiernach  ist  es  Icirht  /,u  zeigen,  dass  der  Bcrühniiigs|)unk( 
voD  tt|  mit  BC  sein  muss,  so  wie  /  von  ü,  von  6|  mit  AC,  m 
ron  e,      von  C|  mit  AB. 
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Eine  Anwendimg  des  LehrgalMS  3  auf  den  Kreis  ß  x.  B.,  mit 

den  Kreisen  q  und  a,  wo  Bmi ,  Bk,  P^k,  Pm  vier  Tangenten 
von  ß  sind.  Cy  die  Bni^  in  m|,  ausserdem  PiA;  a  die  i^^  in  k, 
ausserdem  Pmi  berührt,  zeigt  man  sogleich ,  dass  4tm,aBk=-ciBmi 
oder  SBC^S^BA,  Ebenso  SCBs^Cil,  SJCs^^ilfi. 

Wären  nun  die  ersten  Kreise  o,  ^,  y  so  geDOBunen,  dass 

sca=\acb,  sbc=\abc,  sac=\cab, 

HO  würden  SC  und  SB  und  SiB,  SA  und  SiA,  S  und  i$| 

msammenfalleD  und  dtnit  auch  die  Kreise  a  nsd  ,  &  und  Ib, 
c  und  Cy  Es  fiele  dann  aber  auch  P/i  mit  Pj/  zusammen,  ab 
zweite  innere  gemeinschaftliche  Tangente  der  vereinigten  Kreise 
a  und  Ol  mit  den  vereinigten  h  und  6j ,  deren  erste  SC,  femer 
Pky  mit  Pik,  PtHi  mit  /^r/i,  P  mit  P^.  Somit  uären  die  l>eiden 
inneren  gemeinschaitlichen  Tangenten  der  Kreise  u  und  ßt  der 
Kreise  a  und  y,  der  Kreise  ß  und  /  jedesmal  in  eine  zusammen- 
gefallen; die  Kreise  würden  einander  berühren.  Hiermit  sind  wir 
bei  der  Striner'schen  Auflusune  unserer  Aufgabe  angelangt:  Ual* 
blre  die  Winkel  des  Dreierlw»  Deschreibe  io  die  dadorch  entstan- 
denen Dreiecke  {SAB,  SBQ  SCA,  wenn  SA,  SJB^iSCdie  die  Win- 
kel halhirenden  sind)  Kreise,  constniire  ihre  inneren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten;  diese  werden  die  gemeinschafUichen  Tangen- 
ten der  gesuchten  Kreise  sein. 
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V. 

MaewMioB  eUier  Corre  der  dmien 
OrdDuiiff  UDd  Dreltheilungp  des  WiD- 
M»  mit  Httlfe  dieser  dorre. 

Von  den 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boyman, 

GjrniiiaiiaUehrer  za  Coblcns. 


1. 

B»Mifli»en  bei  der  Annabme  eine«  techtfnnkJigen  Ceeidioe- 
^*SyitfiM  a  and  6  swei  constante  Geradeilt  die  wir  Parame- 
ter Hmen  wollen,  so  drfickt  die  Gleichung 

I  (:p-a)x*  +  (0:+  a)y«= 2Ä«y 

m  Uele  der  dritten  Ordnnng  ans,  wie  man  sogleich  ereiefat, 
•ein  man  diene  Gleichung  nach  der  VerSnderlichen  Jr  ordnet, 
«o^Kh  nuin  aimlich  erh&lt: 

cw«— 26ary  +       +  a^*  =0 . 

"^^rejoij  den  beiden  Cooatanten  die  eine  6=^0,  so  gäbe  die  re- 
I  ^HNnde  deiclnn^ 

•ner  Docb  «ine  Carve  der  dritten  Ordnung,  und  die  Form  die- 
^  Gleichung  seigt,  dass  die  durch  dieselbe  dargestellte  Cnrve 
SM  Absctssenaxe  symmetrisch  liegt,  also  durch  dieselbe  in  awei 
gpiente  Zweige  getheilt  wird.  — •  Wir«  dagegen  as=0,  so  er- 
■wte  luaa 
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die  GleichuDt;  eines  Kreises  (bezogen  auf  einen  Puiilit  der  Peri- 
pberic).  ~  Wären  eudlicl)  beide  Coostanten  gleich  Null,  so  er- 
gäbe 8icb: 

die  Gleicbuiig  eines  Punktes ,  des  Aniungäpuuktes  der  Coordinaten. 


Gehen  wir  zur  allgemeinen  Gleichung  zurück ,  utn  zunächst 
dieCieatalt  4er  dnidb  diet^lbe  au«gedciM&tien  Curif .  (X«^ö,Fig.lO.) 
kennen  %u  tmen. 

Setzt  man  zu  dein  Ende  :r  =  0,  so  ergiebt  sich  y=0,  d.  h. 
die  Curve  gebt  durch  den  Anfangspunkt  dfer  Coor- 
dinaten. Dies  war  schon  a  priori  daraus  ersichtlich,  dass  in 
der  obigen  Glelcbnng  tcein  constantes  Glied  enthalten  ist. 

Setzt  man  sc^a,  so  erhält  man  ^=0  und  y  =  b,  d.  h.  die 
•Curve  schneidet  die  Abscissenaxe  in  einem  Punkte  U 
In  der  Entfernung  a  vom  Coordinaten- Anfang,  und  die 
auf  die  Abscissenaxe  in  //  errichtete  Senkrechte  in 
In  einem  Punkte  E  in  dem  Abstände  6  von  diest>r  Aze. 

Die  in  der  Gleichung  vorkommende  Coustante  a  ist  alsovem 
Anfange  der  Coordinaten  an  auf  der  Absdasenaxe ,  die  Constante 
b  dagegen  auf  einer  in  der  Entfernung  a  vom  Coordinaten-Anfang 
znr  Ordinatenaxe  parallelen  Geraden,  und  zwar  voo  der  Ahectssen- 
axe  an  eenonmeB.  Die  Gerade  m  Ist  d^-Hauptparaaietetj  dl« 
Gerade  6  der  Nebeni^araneter  der  Cinrve. 

Sets!  man  x=^a,  so  ergibt  sich  y^'g't  d.  h,  die  in  der 

lintferoung  -^a  vom  Anfang  der  Coordinaten  sur  Ab- 
scissenaxe errichtete  Senkrechte  begegnet  der  Curve 
nur  in  einem  einaigen  Punkte  L,  dessen  Ordinate 


3. 

Setzt  man  x-.b,  «o  flndet  man  n~b  und  u=—j— —  .  d.  h. 

die  in  der  Entfernung  OB  —  b  vom  ronrdiuaten- Anfang 
zur  Ordinatenaxe  parallel  gezogene  Gerado  sehuetd«! 
die  Curve  in  zwei  Punkten  H  und  H;  ffir  diesen  istidl« 
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Ordiiate  gleich  ^er  4b«eiMe,  fflr  jeDen  Ui  die  Ordi« 
Site  der  vierten  Preportienale  zu  der  Samine  beidef 
P«rameter»  ilirer  Differees  Qod  dem  Nebenpsrameter 
gleicb. 

Settt  man  x  =— 6,  so  ergibt  atcb  y^Ö  und  y=^^~^ 

i  \l  auch  die  in  der  Eotfernung  OIU=^ — 6  vom  Coordiua- 
tti'Anfang  cur  Ordinatenaxe  parallel  gezogene  6e- 
nde  schneidet  die 'Curve  in  zwei  Punkten  «#  nnd  N; 
•idi  hier  ist  ffir  diesen  die  Ordinate  gleich  der  Ab- 

>nsse,  während  für  "  jenen  die  Ordinate  der  vierten 
Froportionaie  zu  der  liitfcrenz  heider  Parameter, 
ilter  Summe  uod  dem  ^ebenpararaeter  gleich  ist. 

Man  wird  bemerken,  dass  die  Ordhtaten  der  Punkte  L  und 
E,  daen  Absdssen  dem  Häuptparanieter  gleich,  aber  einander 
entgegengesetzt  sM,   sich  wie  die  Quadrate  des  Haupt-  und 

Nffenparameters,  und  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  J  und  R, 
deren  Abscissen  dem  Nebenparameter  s^leich  ,  jedoch  auch  ©iiiun- 
kt  entgegengesetzt  sind ,  sich  wie  die  Quadrate  der  •Summe  uod 
its  Differeuz  beider  Parameter  verhalten. 

Setzt  man' X  =  4:  o»^  «e  ersieht  man  ane  der  In  Beiiehnng  anf 
fidjplto'ten 


alsdann  fanagnilr  Ist;  -auch  eikennt  man,  dass  if  so  lange 
sein  wild,  ab 

die  Abscissen  der  Curve  sind  also  immer  kteiuer 
als  die  Quadratwurzel  ans  der  Summe  der  Quadrate 
beiden  Parameter. 


4. 


Seilt  man  jf=0,  so  oraibt  steh  je^O  und  a^a:  die* 
Cvrvs  schneidet  also  die  Ahscissenaxe  ausser  im  An* 

faeespünkt  der  Coordinaten  noch  in  einein  zweiten,.  • 
iaf  der  positiven  Seite  der  Ordinatenaxe  geles^enen 
Pookte  H;    die   Abscisse   dieses   Punktes   ist  dem 
Hauptparameter  gleich. 

Sctst  man  «f=6,  so  folgt  :r==a,  xz=.b,  x— — 6,  d.  h.  die 
CtTfe  wlfd  aureh  eine  in  dem  Abstände  b  aar  Abscis- 
Hisxe  parallel  geaegene  (ierade  In  drei  Pnnkten  £ 


I 
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D,  N  geschnitten,  von  welche»  der  erste  den  Haupt- 
parameter» die  beiden  andern  (der  eine  auf  der  uoaiti- 
reu«  der  andere  auf  der  negativen  «Seite  der  Ordieaten« 
axe)  den  Nebenparameter  aar  Abaciase  haben. 

Setzt  man  ^  =  db'*>       er£;ibt  sich: 

Da  in  dieser  Gleichung  eines  uni^eraden  Gradea  da»  letzte  Glied 
positif  ist,  so  hat  dieselbe  eine  negative  reelle  Wnrsel;  die 
beiden  andern  Wnraeln  der  Gleichung  werden  DBr 

wo  -f  6  dem  Werthe  -f  n ,  und  -^6  dem  Werth«  entipilcht» 
imaginär;  (ür  kleinere  Warthe  von  n  sind  beide,  vrie  man  aus 
dem  doppelten  Zeichenwechsel  ersieht,  beständig  pof^itiv  und 
reell:  die  Curve  hat  demnach  nur  einen  Zweig  mit  po- 
aitiven  Ordinaten  und  negativen  Abscissen,  und 
ebenso  nur  einen  Zweig  mit  negativen  Abaciaaen  uad 
jBugleich  negativen  Ordinaten. 

Setst  man  endlich  jfs dbo^»  so  ergibt  aich        a»  d.  b.  die 

Curve  erstreckt  sich  sowohl  auf  der  positiven  als  auch 
auf  der  negativen  Seite  der  Ahscissenaxe,  aber  nur 
auf  der  negativen  Seite  der  Ordinatenaxe  ins  Gneud- 
liehe.  Winrend  aber  die  Ordinaten  in's  Unendliche 
wachaen»  nähern  sich  die  Abaciaaen  einer  endlichen 
Gränae»  welche  den  Haaptparameter  gleich  iat 


Man  lege  durch  den  Anfangsponkt  der  Ceordinaten  eine  be- 
liebige die  Curve  schneidende  gerade  Linie  OA,  welche  den 
^Nebenparameter  HE  oder  dessen  Verlängerung  in  dem  Punkte  C 
begegne.  Die  Gleichung  einer  solchen  durch  den  Coordinaten- 
Anfang  gehenden  Geramn  hit  bekanntlicb 

Daher  iat  CU=r.a,  und  da  EC=EH^CH^  ae  iat 

Seien  ferner  Xj^  und  «|  die  Ordinaten  dee  Pnrchaehnlttepnnhlee  A 
der  Geraden  OA  mit  der  Gnrve»  und  aei  iE  mit  il  verlMBideii, 

ao  ist 

Aus  den  beiden  (Gleichungen,  der  Curve  und  der  Geraden.  In  8e* 
xiehung  auf  diesen  Durchschnittspunkt,  n&mlich: 
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findet  man  aber  für  die  Coordinaten  und  gi  des  Durcbicbnitto- 
inrnklM  A  fönende  Wertbe: 

SaMlHlrt  OH»  diese  in  dee  obige*  WmelMMdnMk  veo  KA^  eo 
ergibt  sieh  necii  Aueiiebaog  der  Worsei  ead  eliiigeii  nfitblgea 
KedoctioDeii: 

EA=ib^ya.  8) 

Aus  (1)  und  (2)  folet  nun,  dass  EA^EC,  d.  h.  in  Worten: 
Jede  beliebige  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  gelegte  gerade  Linie  schneidet  ilen  Neben j»ara- 
meter  oder  dessen  Verläiigeruoe  und  die  Curve  io 
swei  Pnokten»  welche  von  dem  Endpunkte  E  dieses 
Parameters  gleich  weit  entfernt  sina;  —  diese  drei 
Punkte  bilden  also  immer  ein  gleichscheaküges  Drei- 
eck>  dessen  iScheitel  der  Punkt  £  ist. 

Diese  Eigenschaft  der  Cerve,  auf  welche  wh  später  noch  zu- 
rückkommen werden,  gibt  uns  zunScbst  ein  leichtes  Mittel  au  die 
Uaod,  dieselbe  durch  eine  Keihe  von  Punkten  zu  construiren, 
■ad  darnach  hat  dieselbe  die  Gestalt,  wie  Taf.  V.  Fig.  10.  zeigt. 
Aeeh  liej»se  sich  wohl  ein  Inslrament  angeben,  mittelst  dessen 
■MUl  die  Curve  durch  cit)en  continuirlichen  Zug  beschreiben  künnte, 
indem  luan  beachtet,  dass  der  Fusspunkt  F  der  die  Grundlinie  ^C* 
des  gleichschenkligen  Dreieckes  halbirenden  iSeukrechteo  EF  in 
der  ober  OE  als  Durchmesser  besehflebenen  Krelalinie  liegt,  dass 
also  die  Durchschnittspunkte  der  Curre  nnd  des  Nehenpenuneters 
mit  jeder  durch  den  Üoordinaten-Anfanff  gehenden  geraden  Linie 
OAt  nämlich  A  und  C,  von  dem  Durchscbnittspunkte  dieser 
Kreblioie  mit  derselben  stets  eleicb  weit  entfernt  sind.  —  Dies 
weiter  nna— fllhfen,  ist  indefs  hier  nicht  nnaere  Absicht* 


6. 


Ist  der  Nebennarameter  6  =  0,  so  ßUlt  der  Punkt  E  mit  dem 
Pnnkte  ß,  und  die  Linie  OE  nüt  der  Linie  OH,  dem  Haupt- 
paranieter,  zusammen.  Alsdann  hat  man  (Taf.  V.  Fis.  11.)  eben- 
talls  HR.=.HC,  und  der  Fusspunkt  F  des  die  Grundlinie  ttC  des 
rieiclischenkligen  Dreiecks  KUC  haibbenden  Perpendikels  UF 
Hegt  Wer  Immer  anf  der  Aber  dem  Parameter  n  ais  Durchmesser 
liescbriebenen  Kreislinie.  Daraus  also  fol^t,  d<is8  die  beiden 
Punkte  H  und  C»  in  welchen  eine  beliebige  durch  den  Anfang 


der  Coordinaten  gohende  gerade  Linie  diese  «peuelle  Curve  und 
die  den  Nebenparameter  vertretende  Senkrechte  HE  schneidet, 
wiederum  von  dem  DurchschnitUpunkte  derseiben  mit  dieser  Kurfi 
liuie  gleich  weit  entfernt  sind. 


7- 


Bezeichnen  v  und  w  die  Segmente,  welche  eine  an  die  Cane 
gelegte  TaBgeota  reap.  von  der  Ahacisa^n-  und  QrdvMi^naie 
aliedbiieideft,  so  Ul  beUwillidi: 

dx  dy 

Durcii  Differentiation  der  allgemeinen  Gleichung  der  Curve  erhül 
man  aber: 


BHdet  mal»  hterao»  die  OtfereaHalqiioitfenten  ^  und      ,  aadl 

substituirt  dieselben  in  die  veratehanden  Formeln»  hq  ergibt  sich: 

SSetat  maa  4a  diesen  AuadrQckea  (ttr  jf  and  x  dieWerthe,  weMi 
den  Punkten  4eK  Com  in  naeiiclliener  Entfenmng  entsprechen 
oämUcb  jTv^^liO»  ttpd  «^»a»  ««  geben  dieselben  Sa  foljjfeiidi 
Ober: 

i>=  —  a,   a?  =  iao. 

Die  Curve  hat  also  eine  Asymptote,  welcbe  au  bei 
den  sich  in's  Unendliche  erstreckenden  Zweigen  gehurt 
CH  ist  diejenige  Gerade  KL  (Taf. V.  Fig.  10.  undfl.),  welch* 
auf  der  negativen  Sei  te  der  Ordinatenaxe  mit  diese 
in  der  Entfernung  a  parallel  gezogen  ist. 


a 


Aas  den  sacbstebendea-  Ausdhuke  des-DMTeiSMtialqaoliaalQii 

dx  ^     2Ax— 2»y — ^2ay 
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ergfUeo  «kb  durch  Subatitution  «ler  eoteprecbenden  W*rthe  von 
JT  und  ^  tüf  di«  tritofionietriüchen  Tuugepten  der  Berübreiiden  in 

in  weicben  die  io  der  Entlernufig  a 
mit  der  Ordlnatenaxe  und  in  der  Entfernung  6  mit  der  Abscissen- 
aie  parallel  ^ai»g«iieii  Uerü^eu  die  Cmv«  #chiieIdeo»  (olfeDde 
Wertbe: 

— a         ^ — o  ^+?, 

"TO"*  f6'  — T"'  — 

damacb  lassen  sieb  Üe  M&iüktmAm  «eUisI  inidit  «ottstmireo^  — 
Dt  nun  ferner: 

^      6 — a      A+ff  _  ^—»g* 
26  ö         a  —  2a6  ' 

so  ergibt  sieb:  das  Product  der  trieonometriscbe u  Tan- 
gent^D  der  B«rl|lir«p4tn  fttr  die  einfaehee  Dnrcli- 
schnltlspunkte  //,  D,  N  tat  der  trigonometrinchen 
Tan<^ente  der  Bertihrend6B  ffir  den  deppelten  Dnrdl* 
scbnittspunkt  J&  gleich. 


9. 

» 

Die  Substitution  der  etltsnrechenden  Wertbe  von  x  und  y  für 
den  Anfangspunkt  der  Coorainaten  [lisui  obigen  Differentialquo- 
tieoten  unbestimmt.  Wir  difft^reutiiieu  daber  die  pifferentialglei« 
dmog  der  enten  Ordnung  uoeh  einmal,  nod  Indem  man  dx  und  • 
tfjf  constant  amilMt»  erhält  man: 

(a-3dp)<LrH9(6-^)cia7dy~(a-fj;)df^ssO, 

* 

aus  weicher  Gleichung  sich  eogleich  ergibt: 

dx  a  +  « 

Setzt  man  hierlo  dl«  dom  Anfangspunkt  der  Ceordinaten  entepre- 
cbenden  WertHe  jfm  z  und  >  nftmficli  j;=0  und  ys=0»  oe  er- 
hält man: 

Dieser  Ausdruck  cnthäft  aber  zwei  verschiedene  Wertbe: 
Die  Curve  wird  demnach  im  Anfangniuinkt  der  Coordi- 
naten  von  anei  Geraden  h-erahrt,  und  dieser  Huvkt  let 
folglich  ein  doppelter  Funkte  indem  z wei  Zweige  der 
Curve  sich  in  demselben  durchschneiden. 
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Mit  Hülfe  der  vorstehenden  trigonometrigcben  Tangenten  las- 
sen sich  die  beiden  Berührenden  tV  und  TT  im  Anfangspunkt 
der  Coordioaten  leicht  construiren ,  wobei  wir  also  nicht  verweilen. 

Nfannit  man  das  Produet  der  beiden  trigonometriecha«  Taa- 
genten,  ao  findet  nan: 

a       ^  a  

d.  h.  die  beiden  Berührenden  im  Anfangspunlit  der 
Goordinaten  ateben  aenkreebt  auf  einander» 


10. 


Will  man  die  Curve  auf  diese  im  Coordinaten*Anfang 
renden  Geraden  als  Coordinatenaxen  beziehen»  so 
die  bel^annten  Traosformationsformeln  und  setae: 


:'cos<p-i-^'Hinq)  und  y:=nf'coa(p—x'iiiüip, 
oder  de  man 

-  bj-e  . 


findet,  woe=V a*^f^  gesetzt  ist,  die  AusdrOcIce: 

Substituirt  man  diese  in  die  Gleichung  der  Curve 

80  erhält  man,  indem  man  statt  und  wieder  jc  und  y 
schreibt,  folgende  Gleichung: 

• 

(a5+o(Ä+c)«)a:'  +  rtt*(Ä+c)  +  (6-f  c)»)«^^ 

— 2(o«6-|-2a2(64-c)-6(6+c)'^)  V2^(6i c)  •  o:^/  ^-0. 

+  (a>-2a6(6-f  c)  -«(6+c)*)  V  2e(6  +  c)  .y*^ 
+  (m*^bi'C)*)xyH  (o«(6+c)+(6+c)'Xy' 

edsr  wie  sieb  dnreh  Entirickbing  der  Geeifiaienten  ergibt: 
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— .4(«*-62)(6  f  c)\^27(Ä-f-^.  .tJ=0, 
+  4a6(6+c)V^2c(6+  c)  .  y«l 

and  diese  Gleichung  geht  durch  Ausscheidung  dM  gWMioMaMS 
Factors  2(6-f<^)  eDduch  in  die  folgende  über: 

—  2  ( fl*    6«)  V2c(6 + c)  >=0. 

Fflr  de»  Fall,  dass  der  Nabenpanneter  glaicb  Noll  bt»  ar- 
akh  bianuia  dia  Glakteng: 

+ of^— 2  V^2 .  «wy +y  »= 0. 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  die  diesem  besondeni 
Falle  entsprechende  Curve  (Tw.  V.  Fig.  Jl.)  zu  den  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  berührenden  Geraden  als  ihren  Coordinaten- 
axeo  dieselbe  Lage  bat,  und  durch  die  gerade  Linie  OJJ,  welche 
daa  vao.  daoaallMii  gabildataa  fachten  Winkal  balbirt,  lo  awei 
glaleha  «mI  ihaOeba  Thalia  gethaUt  wird. 


IL 

Maa  diffaraatUra  dIa  allgamaiaa  Glaichaog  der  Cnrra»  aiaüieh: 

u=a: ' — (uc^ — 26 j:^ + .r^'  |      =  0 
der  Reihe  aaeh  in  Beslehnng  auf  x  ungjf,  ao  erhftit  man: 

dm 

Setzt  man  den  zweiten  dieser  Differentialqiiotienten  gleich  JNuil, 
so  gibt  die  Gl^chung  bx — xy— ay=0  unmittelbar: 

_  bx 
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Wenn  man  diesen  Werth  voo  y  in  die  abige  Gleichung  der  Curie 
sobstituirt  und  entwickelt »  so  kommt 

indem  man  wieder  a*-|-  6^=c<  setzt,  und  hieraus  ergibt  sich: 

he 

» 

Aus  der  bekannten  Formel  zu  Bestimmung  des  Masiniuuis  un^ 
Minimums  bei  uneDtwIckelten  FWncfioseii: 

folgt  nun  ferner,  wenn  man  für  die  Differentiulquotienten  ibre  oben 
geniiideneii  Wertbe  in  dieselbe  ebeelzt, 

 3a:»— awr-26y+^* 

Diese   Gleichung  geht  aber,    je  nachdem  man  xt^\^  und 
oder  jrss:— c  ued  usa*^^  «ettt,  in  ielgeode  «ibart 


ued 

r/«jr  _    2(f— n)»  

oder,  indem  man  deo  ^ieDoer  entwickelt  und  reducirt: 

Der  Differentialquotient  der  zweiten  Ordnung  ist  also  für  die 
einen  Werthe  von  x  und  y  negativ,  liir  die  andern  positiv:  die 

Abscieee  a^-^-e,  welcher  die  Ordinate  y=^qp^entepricht, 

ist  demnach  ein  Maximum,  die  Abscisse  :t:^-*-c,  wel« 

eher  die  Ordinate  tfs- —  angeordnet  ist»  ein  Mioimsm. 
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12. 

Bezeichnet  man  den  zuiscben  dem  Uu^en  der  Curve,  der  Or- 
dinate and  der  Abscissenaxe  entbalteneu  t'läcbenrauiu  mit  F,  «o 
hat  mtM  sar  B«rtini]iiiiog  4eMlbeo  die  lidKaniite  Formel 

Na  bt  aber»  IndMi  mm  wiedenim  i^-f  ^scP  mM, 


mithin 


AJber  es  ist 


ii6.1ognaL(a+j:)  +  ceiiet; 


soll  der  Flicbemmim  flfar  4^=0  Teradmlnden,  so  mus  const. 
=ii6JogBata  eetiu 

Setzeo  wir  ferner  a+x=:«,  also  0:  =  «— a,  so  wird: 


(M-fl)(6*i'2f7M— U«)dll 


Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  den  Wurzebrasdruck  mit  R 
so  ist: 


liwi  aber,  wie  Torbin  tt^-f-6^  =  c^  gesetzt,  ist: 
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/Mtt  . 
1^  =  ^ 


d — a 
mn  -— 1 
c 


^  b'^i-au—bR 


cu 

Mtt  Rflekiicbf  hierauf  findet  man  nach  einigen  Redactionen: 

'{u~aXbH"^au~uyiu 


f 


= g"  (»*^»*)arc .  aia    ^-  — aa  logoat .  ^ 
folglich»  wenn  man  atatt  m  den  Werth  a-f*^  wieder  einaetst: 

=  i(&^^arc.aln;  -otJogmit.^^*--^  V^c^::^ 

-f  const. 

Zur  Beatimmmig  der  Conalante  aetie  nmi  xssO,  wednreh  aich 
ergibt: 

c  ^ 

conat  =  «6 .  log  nat  1-  ae» 

Durch  Zusamnienfassune  Hc^j  Vorhergehenden  erhilt 
allgemein  für  die  von  der  Cnrve  begränzte  Fläche: 

F=&^ii6.log«at  ^ii^  J:  a4.lognat  

±[(6»-a«)are.alnf  db  l  (^-2a)V?=Pj:ac, 

wobei  zu  bemerken,  das«  da«  Zeichen  -f-  auf  die  positiven  resp. 
grüsaem  Ordlaaten,  daa  Zeichen  —  auf  die  negativen  resp.  klei- 
nen Ordlnaten  ahsh  beaieht. 
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Pdr  die  spezielle  Oiirvf»,  wenn  nSmlich  der  Nebenparameter 
NbU  Ut,  geht  diei»e  Formel  in  die  folgende  über: 

Für  den  lolialt  de«  von  der  Cum  gebUdaten  FoWun,  den  wir 
al  /  beielcliaeD  wolleo ,  findet  mm  i 

■4»  Fall»»  daa«  der  Nabenparametat  g|ak4i  Null  iat5 

Hieraus  ergibt  ^ich  (Taf.  V.  Fig.  11.): 

1)  Beschreibt  man  über  dem  Parameter  a  da«  Qua-« 
drat  OUEG  und  mit  demselben  Paramct er  a  den  Kreis« 
Quadranten  HQG,  so  ist  das  halbe  Folium  OURO  dem 
Streifen  HEGQH  ao  loh  alt  gleich. 

2)  Beschreibt  man  mit  dem  Parameter  a  um  O  als 
Mittelpunkt  einen  Krei»  und  um  diesen  ein  Quadrat, 
^oist  das  Doppelfoliun)  den  vier  durch  die  Kreiaiinie 
•^bgeschoittenea  Ecken  des  Quadrates  gleich. 

füiamt  man  a=s3,  b^Af  etc8,  tesp.  6=0,  a=rc=3,  so  fiiK 
4t  Mm  für  daa  FeKmn  f,  ao  wie  fiBr  daa  Folium  f  (fie  Wertbei 

13. 

Üie  (jieichung  des  um  den  Anfangspuukt  der  Cootdinateo  mit 
im  Radius  OEsze  beschriebenen  f&eiaea  tat; 

VcHNndet  ninn  diese  Gleictnmg  mit  der  allgemeinen  Gleichung  der 
Cine.  am  eiolachsteu  in  folgen  der  Gestalt: 

(«-•)(««4^=«y(te-i»), 

>Q  erhilt  man  zur  Bci^tiiunuiog  der  DurcbscbnittspuiilUe  der  Curve 
de«  kreises  die  beiden  Gleichungen; 

timu  w.  la 
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uiler  u  eiiu  man  eotwickeU  und  nach  den  Potenzen  der  Veränder- 
lich on  ordnet: 

Diese  Gleichnn{»en  sind  vom  vierten  Grade:  die  Curve  wird  also 
Ton  der  Kreislinie  in  vier  Punkten  geschnitten,  welche,  wie  sich 
leicht  zeigen  ISsst,  alle  vier  reell  sind.  Denn  da  eine  Wunelder 
vorstehenden  Gleichungen  resp.  a  und  6  ist»  ao  ergeben  aich  die 
drei  andern  Wnnehi  reap.  aus  den  Gleichungen: 

ia:»— 3c«ar— ac*=0, 

Da  nun  hierin  das  sweite  Glied  negativ,  Oberdies  e>a  und  c>6, 
also 


und 


4(|c»)<>27(y«c*)« 


(SO  hat  jede  dieser  Gleichungen  drei  reelle  Wurzeln,  und  zwar 
hat  die  erstere  Gleiehung  zwei  negative  und  eine  positive,  die 
zweite  Gleichung  eine  negative  und  z^ei  positive  Wurzeln.  Setzt 

man  cos9>=:^und  coa^=-->  ao  sind  dieselben: 

1  1  1  * 

+  c.cos  j  q> ,  —  c.cos(öO** y  9)  f  —  ccosCOO*»  +  ^  9); 

—ccos^ilf,  +c.6oa(a0o— ^^),  -|-exea(60o-|-g^t). 

Die  Wursetn  der  ur8[irünglichen  laleichungen  sind  also  alle  vier 
reell,  und  der  Kreis  schneidet  demnach  die  Curvc  in  vier  reel- 
len 1* unkten,  deren  Abacisaen  und  Ordiuateu,  wenn  man  be- 

rOeksicbtigt,  daaa  hier  immer  ^9  resp.  y^<00^y9  resp. 

ÖO^  —  und  daas  immer  a;*-fy*=c*  ist,  sich  folgenderroassen 
naammen  ordnen: 
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Wie  man  aus  den  Vorzeichen  ersieht,  lie<^en  immer  zvvei 
l>urch«chnittspunkto  im  ersteo«  Atner  im  zweitea«  und  einer  im 
dritten  Quadranten. 

Für  den  lallj  das8  a  =  3>  6^4,  c=5,  eigebeD  sich  für  die- 
MÜMii  folgeiide  Werthe: 

«^8  +  4,76904..  y=  + 14210.. 

«^=5^3,01674.  ^^s-^ZjnUl^ 
«^^"=-1,064»«.  y*'=-438541 « 


14. 


Nach  den  io  deu  vorhergeheoden  Paragraphen  gt^machten 
firBrteruDgea  wcidmi  wir  jetzt  im  Stande  Min  in  teitfen,  wientn 
mit  Hülfe  unserer  Curve  In  Folge  dör  6.  5.  angeg^enen  Eigen- 
schaft die  Trisection  jeden  beliebigen  Winkels  ?ornehmen  kann. 

Sei  nämlich  ein  beliebiger  Winkel  gegeben,  dessen  Schcit('l|uinkt  O 
(Taf.  V.  Fiij.  10.),  so  fiille  man  von  irgend  einem  I*uiikt(i  h  des  einen 
6chenkebi  auf  den  andern  oder  de^üen  V'erlüngeruug  eine  Senk- 
rechte EH^  eenstmire  an  Oü  als  Hauptparameter  imd  H£  als 
/Neben Parameter  nach  §.  5.  die  Curve  NORDEOS  und  bescbieibe 
mit  OE  als  H.wi  ius  um  O  einen  Kreis,  welcher,  wie  wir  gesehen 
liabeii,  die  Curve  ausser  in  E  noch  in  drei  Punkten  A,  A',  A*' 
schneidet  Man  verbinde  diese  nit  O  vnd  verlängere  nQthigen- 
falls,  trodnreh  man  die  L)iirchschnitte;punkte  C,  C\  C"  auf  dem 
iS'ebenpararaeter  erhält,  uiui  ferner  verbinde  man  E  mit  den  Punk- 
ten  A,  A',  A".  Alsdann  «ind  nach  §.  5.  dio  Dreiecke  EACt 
EA'Of  LAC  gleicbscbenklicb,  mithin  die  folgenden  Dreiecke 
paarweise  einaDdcr  ihnUch: 

iiOAEf>diiJEÄCt  ^OA'Ecio£^EA!a»  i^OATEco^EA'^C^, 

da  sie  gleichscbenklich  sind,  und  jedes  Paar  den  Winkel  an  der 
Grundlinie,  ret>p.  ^LAC  oder  ^EA'V  oder  ^LEA"C",  gemein- 
saa  bnt;  daher  ist 

^EC=z^OA,  ^A'£C=^OA',  ^"EC'=z^OA'\ 

Ebenso,  wenn  man  au«  E  die  Senkrechten  EF,  EF*,  EP'  nilit, 
smd  die  folgenden  rechtwinküchen  Dreiecke  paarweise  fthnlich : 

\COn:\j^CEF,  XOOHco^CEP,  ^C'Oilc^^C Eh  " . 

16' 
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Daraitf  ergibt  tkSk  bim  : 

^A"OFr=^i2B--C'OH)=:(^R-C"EF'')  =  l  {iO-^ECT) 

i 

HimM  folgt  nu: 
ZilOP:s^^JS;OP..»..(^£OP>0"md  <1A)» 

^i4'0/>'=i^£0/>'  (jC£OP'>iR  und  <2Ä), 

^i^''0/>'  =  icoDv.^OP'  (conv.^OP>2i2  und  <3Ä), 

^"0P  =  jconT.^OP  (conv.^O/*>3i2  und  <4/i). 

Demnach  ist  also  Tollständig  gezeigt,  wie  vermittelst  ansarar 
Cmwe  jeder  beliebige  Winkel,  sei  er  ein  spitzer  oder  ein  stumpfet 
oder  ein  erhebeeer,  fai  drei  gleiebe  Tbeiie  geCheilt  werde«  kann. 

De 

Z  JOP:=  ^ Z£OP  und  ^j|^OP»|eenT.^OP» 

ferner 

^A'OP'^^^^OP'  und  2il"OP's=j-conv.Z£OP'; 

so  ergibt  »ich  endlich  noch»  doss  in  den  Punkten  A',  Af* 
(Taf.  V.  Fig.  10.  und  11.)  die  gante  Kreieperipberie  in  drei  gleiebe 
Theile  getheilt  ist 
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VI. 

Sachtras  Bit  dem  AuAiatM  In 

ThL  Xin.  Ufr.  XSLXIII. 

Hemi  Theodor  Lange 


Bevor  ich  der  uffentlichen  Aufforderung  de«  Uru.  Prof.  Grunert 
nachkomme,  und  den  in  dem  Cr  eil  ersehen  Journal  erschienenen  Be« 
»als des  Um.  Prof.  Steiner»  dessen  in  derNmchschrifl zu  demAnf- 
iaiM  Thl.  XIII.  Nr.  XXXIIl.  Erwähnung  gethan  mrd,  mittheile, 
miiM  ich  auf  einen  Irrthum  aufmerksam  macheu,  der  sich  bei 
AaCstelluDS  de«  ailgemeinen  SaUes  in  erwühotem  AulsaUe  ein&e- 
•chlicben  bat  Der  daiellwt  KcfUhrte  Beweie  tttfitxt  sicli  nSmlfcfa 
•of  Eigenschaften  der  Figur,  welche  von  der  dort  angenommene n 
Lai^e  der  Winkel  «  und  6  abhäniiPn  und  bei  anderer  Lage  nicht 
stattünden.  Es  kann  demnach  nur  folgender  Satz  allgemein  auf- 
gestellt werden:  \Vir4  eine  Gerade  von  zwei  Strahlen  geschnitten, 
md  ist  die  Llniej  welche  «lue  dem  Schoittpunkt  dee  Einen  auf 
den  Andern  gezogeo  wird,  gleich  der  Linie,  welche  aus  dem 
Schnittpunkt  des  Andern  auf  den  Ersteren  gezogen  ist,  so  sind 
die  Gegenwinkel,  anter  denen  Jene  Strahlen  die.Gerade  schneiden, 
etneedet  jjlelch»  weea  Jede  gfelehen  Linien  diene  Winkel  in  giei- 
eheB  ▼enUttliriMen  edioeMen* 


Nach  der  Bemerkung,  welche  der  Herr  Professor  Steiner 
seinem  Aufsatze  ».Elementare  Lösung  einer  Aufgabe  über  das 
ehene  and  ephlrincbe  Dreieck'!  im  28.  Bande  des  Crelle'echen 
*  '  vufieeeriiiekt»  kaa  demaelbeo  im  Jahre  1840  tob  Umib 
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Professor  Lehmas  folsende  Aufsähe  im»  mit  der  Bitte  n^ii^e 
rein  geometrische  iiOsniig  derselhen  sa  finden.'*  h 

,,Wenn  in   einem  geradlinigen  Dreieck  die  zwei  Geraden,  ^ 
welche  dessen  Winkel  an  der  Grundlinie  Hälften  und  die  bis  an 
die  Gegeuseiteu  verlängert  geitomiuen  werden,  gleich  lang  sind^'v 
so  ist  die  Frage,  oh  dann  das  Dreieck  gleichschenklig  scKY**«^*! 

Darauf  habe  er  folgende] Lüsung  dem  Hrn.  Professor  Y«  e  h  muit 
roitgetheilt,  die  er  unter  anderen  desshalb  Temlfentliche«  da  efai 
gro'^r  Kenner  der  Geometrie,  Herr  Sturm,  der  von  seinen  Zo-  ^ 
hOrern  und  Andern  verschiedene  LSsungen  bestoe»  die  Seln|gt  * 
Iflr  die  eiementarste  gehalten  habe.  ^ 

üeber  die  Schwierigkeit  der  erwähnten  Aufgabe  sagt  der  HerrT 
Professor  Steiner  tki  (lemvselhen  Aufsätze:  „die  Schwierigkeit,: 
welcybe  die  Aafgal»e  darbietet,  mag  ihren  Grand  dariii  hatten,  daa^ 
die  eine  Voraussetxung  nicht  so  ab»olut  bestimmt  ist,  wie  BülB' 
auf  den  ersten  Blick  leicht  glauben  möchte»  denn  wenn  i;esagi| 
wird  „die  Winkel  an  der  Grundlinie  werden  gehäl  f tct**^' 
80  ist  dies  sowohl  auf  die  Innern  als  auf  die  äussern  Winkel  ain 
der  Grundlinie  anzuwenden,  was  dann  im  Wesentlichen  dr«i  ver-. 
schiedene  Fälle  giebt,  indem  nnmli^,  wenn  man  die  bis  an  diel 
Gegenseiten  verlängerten  Strahlen,  welche  die  inneren  Wink^ 
hamen,  durch  a  und  6  und  diejenigen «  welche  die  iusserenlfllii^ 
hcl  hfilflen,  durch  Oi  und  bi  bezeichnet,  entweder 

1)  a=6»  2)  a|s6i»  3)  a^^sdb  oder  a=6| 

angenommen  werden  kann.  * 

Im  ersten  Falle  Taf.  VI.  Fig.  ]/,  wo  also  die  inneren  Winkel 
gehälftet  werden,  würde  die  Annahme,  dass  die  Winkel  er  und 
ungleich  wären,  etwa  a>^,  einmal  zu  dem  Schlnss  fuhron,  dasS- 
der  Winkel  AI) Ii,  nämlich  '2/i*— gnisser  sei  als  der  Win« 
kel  BKA,  nämlich  2R—(ß-i'2a).  Andererseits  aber  folgt  aus  der* 
selben  Annahme,  wenn  man  das  Drelech  AEB  so  an  das  Dreieclr 
BDA  legt,  dass  A\ü  B,  B  \n  A  und  £  in  Ei  OUt,  daes,  dft 
DB'>AE=^BEi  wäre,  9>a;  sein  milsste,  mithin,  da  n  =  m  isl» 
der  Winkel  a:+w  kleiner  sein,  als  ^-|-7n,  oder  Winkel  ^/>^  kleioec 
als  der  W^inkel  BEA.  Dieser  Widrt-spruch  zeigt  die  Unrichtig- 
keit der  Annahme  und  dass  unter  obiger  Bedingung  das  Dreieck: 
gleichschenklig  ist.  ' 

„Im  zweiten  Falle,  wo  also  die  äusseren  Winkel  gehälftet 
, »werden,  kommt  es  noch  auf  eine  nähere  Untersuchung  an.  ob 
„nämlich  a)  heide  Strahlen  und  bi  die  verlängerten  Gegensei- 
„ten  jenseits  der  Spitze  C  oder  beide  dieselben  unterhalb  der 
„Grundlinie  AB  treuen,  oder  ob  ß)  der  eine  die  Gegenseite  jen- 
«,seits  der  Spitze  und  der  andere  sie  unterhalb  der  Grundlinie 
„tnWL  Unter  der  Hedingung  e)  ist  das  Dreieck  gleichschenklig; 
^dagegen  unter  ß)  nicht'* 

Denn  wenn  Taf.  VI.  Fig.  2.  die  Aussenwinkel  gehälftet  sind, 
und  die  Strahlen  Oi  und      die  Gegenseiten  jen«e&U  der  Spitxe 
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C  treffe«,  so  filvt  die  Annahme,  dass  die  Winkel  «  «od  ß  nicht 

eleich  »vXren,  etwa  aS^,  eiiierseitss  zt  dejip  Schlüsse,  dass  der 
Winkel  DAß,  Dämlich  m~a^,  kleiner  aU  der  Winket  EBA, 
■toBch  21? — ßi ,  also  dass  DBy-  AK  sein  ni{is8te.  Andererseits 
folgt,  da  n^x  ist,  l>ci  derselben  Constnictiun  wie  (»ben ,  dass  der 
Winkel  tiDB<,DEiB,  also  DB^BE,  oder  Db'>AE.  —  Die- 
ser Widersfwuch  xeigt  die  Unrichtigkeit  oitiger  Annahme  und  da- 
durch, daüä  dafi  Dreieck  gleichschenklig  ist. 


„Wenn  dagegen  beide  Strahlen  und  den  Geeenseiten 
„unterhalb  der  Grundlinie  begegnen,  wie  in  1  af.  VI  Fig.  3.,  so 
n^cheint  der  beweis  nicht  auf  analoge  Weisse  Statt  tu.  6nden." 
Daher  Mbt  dei  Herr  Proleseor  Steiner  folgenden  minder  elB- 
ftcheo  ceweU. 

Aus  der  Anna'ime,  dass  o  und  ß  ungleich  wären,  etwa  a>j?, 
folet  Br>Al\  uuL  daran«  F/>>F£.  l^lan  nehme  (Taf.  Vi.  Fig.  3.) 
FG^FA  nd  FBsFE  and  siehe  GH,  ae  ist,  wegee  der  Cee- 
gnienz  der  Ihdedn  HFG  und  EFA,  der  Winkel  fa=oi 
a-i>ßi  ,  woraus  fokt ,  dass  die  Gerade  GH  der  Seite  CB  jen- 
»eits~/>,  etwa  in  K,  begegnet,  und  zwar  unter  einem  Winkel 
ifss«,— /5i=a— /3:=2£,  denn  «— »=ilCF=/S-f€.  -  Da  der  Wlo- 
hel«i,  also  auch«=C^/>  ist,  so  i8ta>Z>,  täuoBD^AB,  Nfanmt 
man  JBL  =  BA,  so  wi;d  BAG  und  Ä6'C  congruent ,  also  f— f, . 
Da  aber  fi>y  ist,  st  ist  auch  «>y,  was  dem  Obigen  2£  =  y 
widerspricht  Es  nmss  also  a^ß  angenommen  werden,  woraus 
le%t,  claee  das  Dreieek  äCB  gleichedieiihlig  eehi  nms» 


„im  dritten  Falle,  wo  also  ein  innerer  und  ein  Süsserer  Win- 
„kel  an.  der  Grundlinie  zehälltet  wird,  ist  das  Dreieck  nicht 
,,eleiehsieheeklig.  (Nur  scfeint  die  Möglichkeit  vorbanden  sa  sein, 
nuass  es  in  ganz  besonderem  Falle  deichechenklig  sein  kann, 
»wobei  es  dann  aber  ein  der  Form  nach  ganz  bestimmtes  Dreieck 
Mist,  d.  h«  bestimmte  Winkel  hat*).  —  Da  nun  die  Aufgabe  alle 


«)    Soiite  da«  Dreieck  ACB  f  Taf.  VI.  Fig.  5  )  gieichacbeokUg  Mio, 

vihvesd   — =  ^  i«t,  «0  folgt,  veno         gemacht  wird, 
•  r 

dcoA 

Nr  «  =r  >a  iaiot  bmb 

il_ 
•=5+1" 

Wenn  also  zwischen  den  GrüMcn  a  und  n  dieae  Gkichiiojc  besteht,  ist 
das  Dreieck  gleichschenklig,  kt  »=2,  als«,  iviHi  üe  Wlakel  gehilf- 
Ml  mim  «ellM,  ae  mm« 
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»»diese  Fälle  für  die  Rpchnunr;  stilUchw pikend  zuGlleich  urt«f:i 

begreift  man^  w\e  diese,  wenn  sie  nicht  geschickt  acj^egriffeii 
,,ivird,  auf  höhere  Gleichungen  führen  niu.ss." 

Für  die  I^u^e  Tat'.  VI.  Fig.  J.UDd2.  lüüst  t»ich  aut  dieselbe  Weise 
wie  oben  zeigen ,  dass  aach  io  .dem  Falle,  wo  die  Winkel  aar 

unter  gleichem  Verh.'iltniss  2<^theilt  werden,  das  Dreieck  gleich- 
ßchenkVig  sei.  Für  Taf.  VI.  Fii;.  3.  ist  aber  der  Bewns  dem  Obi- 
en  nicht  analog  zu  fuhren,  und  auch  kein  anderer  Beweis  für 
ieseo  Fall  gegeben. 

Die)  Untersuchung  geht  nun  noch  auf  das  sphäriscke  Dreieck  (Taf. 
VLFi^.4.)  über,  fördeoTall,  das«  die  Winkel  geliiUltf  sind.  »;EafHnl 

,,gezeigtj  daas,  wenn  die  Winkel  ungleich  genoninen  wCirden,  etira 
„o>|S,  80  auch  BFyAF  und  daher  FüyFB  wäre.  Nimmt 
„man  nun  FGzzzFE  und  F//=zFA,  so  sind  de  Dreiecke  AFE 
^uud  HFG  symmetrisch  gleich,  also  un^  Da  das 

».Dreiefik  BFJJ  grösseren  Inhalt  bat»  als  das  Dreieck  BFG,  so 
„niuss  auch  die  Winkelsumme  grösser  sein  als  di3  des  letzteren.  Den 
„W'inkel  hei  F  haben  sie  gemein  und  von  dei  übrigen  ist  ffc>/3| 
„(weil  <x9'=ai>/^);  daher  muss  Wiukel^>j:i  uud  somit  auch 
»y>»  sein.  IIa  ferner  die  Dreieeke  BAD  am6  ABE  awel  Paar 
^gleiche  Seiten  und  dazwischen  die  ungleichen  W^inkel  a>-^  IuUhnIii 
„s«i  ist  Seite  rf>e  (d.  i.  FSDy  AE).  Älai  denke  sich  nun  daä 
Dreieck  ABE  in  der  Lage  von  BAEi ,  wo  näuilicb  Winkel  j:2=x, 
„yr^a-fttj,  Seite  {BEi—AE)  etc.  ist,  so  wird  man  —  falls 

„der  Wiukel  />i5Ji,  z^y-f  jJH- <j»,  d.  ii.  falls  die  Summe  der 
„Winkel  an  der  Grundlinie  AU  im  '»egeb^nen  Dreieck  ACB  klei- 
„ner  als  zwei  Rechte  ist  • —  durcn  llüfe  des  Hauptkreisbo<jens 
i^Et  auf  ganz  gleiche  Weise  wie  oben  bei  Taf.  VI. Fig. 2.  anf  den 
MWIdenpmch  geflihrt,  daas  ei^-d,  ala«  e^d  «ein  mflaata;  *or* 
„aus  sodann  auf  die  Gleichheit  von  aünd  /3  und  dbuMi  etef  4ia 
MCileichheit  von  AC  und  BC  geschlossen  wird.'* 

„Für  die  andere,  allgemeinere  Au%aUe,  wo  die  Winkel  an  der 
„Grundlinie,  statt  gehälftet,  in  ircend  einem  gleichen  A"crhaltniss 
„getheilt  werden,  folgt  auf  sleiche  Weise,  dass  das  Dreieck  deich- 
„schenkKch  aeio  mnaa,  faila  die  Siannie  der  beiden  Winkel  an 
,4n  Grundlinie  fclemer  als  zwei  Rechte  ist.'* 

»Wenn  dagegen  die  Summe  der  Winkel  an  der  Grundlinie 
„grösser  als  zwei  Rechte  ist,  so  wird  der  Beweis  für  beide  Auf- 
„gaben  unbrauchbar.  —  Ich  begnüge  mich,  —  schliesst  der  Herr 
„Professor  Steiner  seinen  Aut'satit  —  mit  dieser  Audeutuns  und 
MÜberbaae  es  den  Liebhabern,  die  TollstSndige,  aber  nOglidiist 
••elenentaie  h09an$  anfsafindeii." 


■cia. 
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Darch  die  Freundlichkeit  des  Herrn  Professor  Lefiinus  bin 
idia  deo  Stand  gesetzt,  folgende,  von  ihm  gefundene  Beweise 
AremfsiAmi  Satzes  niitzatbMlen.  ' 

„Lehrsatz.  Wean  die,  twelWinkel  eines  Dreiecks 
i.balbirend en  Transversalen  einander  gleich  sind,  so 
■.sind  es  auch  die  halbirten  Winkel,  d.  h.  das  Dreieck 
f.i«t  gleichschenkiich,  oder  (Taf.  VI.  Pig.  1.}: 

Voraussetzung:   EAD  —  DAB 

DBE^EHd 
ADszBE 

Bebaoptong:  EAD^DBE. 

JL  Befreie.  Ans  der  Annabme  EAÜ>  DBE  «rMe  foifee 

FAD  =z  ÜBE 
jml  Uermos  (durch  Addition) 

"     1)  BAF>ABD; 

« 

2)  die  vier  Punkte  A,F,D,B  liegen  in  der  Peripherie  dessel- 
Jbea  KrtSeee.  JH  min  aher'  In  Folge  der  Voraneaetinng  BAF 
•<90*,  80  entstOnde  BF>AD  und  um  so  mehr  BE>AD,  als 
»Widetsfinich  gegen  die  dritte  Vorauasetiung« 

I     JL  Beweis  durch  Calcul. 

»Xui  oenne  die  Dreiecksselten  b,  c  und  die  balbirenden 
.Tisssreissleo 

Ans 

I  M^,  wenn  d  ellmlnlrt  wiid, 

(H6-|-c)c(a-6)[cH(a-|-6Xa6-«-c>)-|-3a6G]=0; 
•«rckhtr  Gleichung  nur  durch  a—b  =0  Genfige  geschieht/' 

den  Satz  An  Betreff  des  sphärischen  Dreiecks  betrifft, 
Itetiieh  der  Bewew  gans  In  derselben  Art,  wie  ich  Ihn  beln^ 


I 
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ebenen  Dreieck  gegeben  habe,  fuhren,  nenn  man  nämlich  be- 
denkt, dass  atte  Eigenen,  die  durch  den  Schenkel  eines  Winkels 
ceheo  und  auf  denen  Linien  liegen,  weiche  mit  dem  andern  Schen- 
kel einen  Winkel  von  der  bestinuiiteu  Grüsne  q  bilden,  den 
Kegel  scbneiden,  dessen  Axe  der  andere  Scbenkel,  und  dessen 
Erzeus^ungswinl^l  (f  ist.  Denkt  man  demnacb  um  jeden  Schenkel 
eines  inkels  einen  Kegel  mit  demselben  Erzeugungswinkel  0  und 
aus  dem  einen  Schenkel  (A)  eine  Scbnittebene  durch  den  Kegel 
des  andern  Scheokeb  (B),  and  die  Ebenen  swiecben  Je  einer 
Schnittlinie  und  der  Axe  des  sugebSrigen  Kegels,  während  man 
sich  vorstellt,  dass  eine  Ebene  aus  dem  Schenkel  {B)  sich  um 
B  um  3ÖÜ"  drehe,  und  dass  fortwährend  die  Ebenen  durch  die 
Schnittlinien  (derselben  mit  dem  Kegel  (J))  und  dessen  Axe  ge- 
legt werden;  eo  laesen  eich  in  Bezug  der  Neigungswinkel  der 
erwähnten  Ebenen  gegen  die  Ebene  des  ursnrunglicnen  Winkele 
dieselben  Schlüsse  anwenden  wie  im  obigen  neweise. 

Im  Allgemeinen  bnoelit  webl  fdebt  erst  damaf  bingewiesen 
SU  werden,  dass  die  In  den  Figuren  zu  meinem  Beweise  vorkom- 
menden Kreise  nur  gebraucht  wurden,  um  der  Vorstellung  mehr 
Halt  zu  geben,  und  dass,  wie  in  einer  zweiten  Bearbeitung*)  ge- 
schehen, nur  die  elementarsten  Lehrsätze  der  Geometrie  oeniust 
sind.  —  Femer  mochte  die  von  mir  gegebene  Beweisführung  riel> 
leicht  desshaih  einige  Beachtung  verdienen,  da  sie  direct  sn 
Werke  gebt  und  ein  einbeitlicbes  Ganze  bildet 


DieM  tweil«  Bearbeitung  eell  auf  den  Wunsch  de«  Herrn  Vfa. 

in  einem  der  nächsten  Hefte  des  Arrliir«  noch  mitgethcilt  vrerden,  da 
jetzt  kein  Raum  daxu  war,  und  ich  nur  zuerst  verschiedene  Beweisarten 
mittbeilea  welUe.  '  .  G. 
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Die  eontf nvlrllche  Fonetfoii  mid  ihre 

Abgeleiteten. 

Vmi 

Herrn  Professor  Franke, 

■ireilem  Mrertw  di«r  poljtsdiaiachw  Sdnile  s«  Haanover«  \ 


In  deo  Exercices  d'AoalysG  tome  11.  p.  54.  sagtCaucby: 
die  FuDction  fx  kano  nach  Maelaorios  Foimel  io  eine  conver- 
gente  Rdhe  nach  den  uufsteigeoden  Potenzen  von  x  entirickelt 
Herden,  wenn  der  Modul  der  reellen  oder  imaginären  Variabein 
X  einen  kleineren  Werth  behält  als  der,  für  welchen  die  Function 
(oder  deren  erste  Abgeleitete)  aufli9rt,  continoirlieh  zn  »ein.  In 
dieser  Ge8talt  hatte  schon  frflber  Cauchy  den  Satz  aufgestellt,  je- 
doch ohne  den  in  der  Klammer  stehenden  Zusatz  beizufügen.  Der  Satz 
ist  von  grosser  Wichtigkeit,  weil  er  die  Anwendbarkeit  der  ge- 
dachten Reihe  an  eine  klare,  feste  Beätimmung  knüpft.  Indessen 
acjieint  er  nicht  richtig  zn  sein,  und  ohne  dte  Grinde  Dir  diese 
Behauptung  vorzuführen,  welche  in  Candiy's  Beweise  selbst 
liegen,  will  ich  vielmehr  direct  die  Grenzen  der  Anwendbarkeit 
der  Reihe  dadurch  versuchen,  dass  ich  in  der  ersten  Kummer 
die  doppelte  Form  des  Differentials,  in  der  zweiten  die  Beziehniig 
der  continnirlichen  Function  zu  ihren  Abgeleiteten*  nnd  In  der  ' 
dritten  die  Reihe  Madawins  ' selbst  entwioiele. 

• 

Es  sei  Fx  eine  Function  von  .t,  die  zwischen  und  .^i -f  Ä 
entweder  nur  zunimmt  oder  nur  abnimmt  und  die  zwischen  den- 
sellien  Grenzen  continuirlich  bleibt,  d.h.  die  um« unendlich  kleine 
GrÜssen  derselben  oder  einer  hOhem  Ordnung  zn-  oder  abninnit^ 
als  die  VerSnderIlohe  x  seihst  Das  Blfferentinl  der  Fanethm  Ist 
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neno  a  eine  uneadlich  kleine  Zunahme  bedeutet.  Diese  Gleicbang 
ist  atier  nur  geoau  bis  auf  das  Unendlich-Kleine  dpr  sweiten  Oro- 
Dang,  so  dann  Tolintinilig  dafiir  an  setsen  ist 

I)  —  Fx  =  aF'x  \  tt*kg , 

wenn  ki  eine  endliche  Zahl  beaelchnet»  und  x  swischen  den  na- 

gegebenen  Grenzen  liegt.  Lätsst  man  nun  x  immer  uro  die  miend- 
lieh  kleine  Grüst»e  a  zunehmen,  bis  sie  den  Werth  or-fA  erhftlt* 
so  entstehen  die  streng  wahren  Gleicbungeo: 

Fix  +  «) — Fxes  9px  +  (t^ki , 

•  •  •  • 

fXar+nc)  -  F(x+[it-lJa)=aF(x+[n— lJa)  +  a*Ä«; 

In  weleiien  iBe  Gfiecfln  k^, kn-i » kn  dleeelbe  Bedevtune  belbe- 
.  halten  ale  A^.  Addirt  man  dleee  Gleicbangen  und  ordnet  reekte 
Mcb  Grdeeen  deradben  Art,  so  erhält  man 

% 

eine'^lefchung,  welche  wie  Glelchong  1)  streng  richtig  ist 

Offenbar  giebt  es  einen  Werth  reo  dr»  der  xwisehen  a  «id 

«•f  Ro  liegt,  neoilicb  x\mjst,  für  welchen  jPCjP-fflMr)  das  arith* 
netisehe  liimel  der  Gtteder  der  Keibe 

Fj?,  F'(ar+a),....F'(a:+£«— 2]«),  F\x\\n-V\u) 

bedeutet,  wenn  m  eine  ganze  oder  sjebmchenc  Zahl  bezeichnet, 
4ie  zwischen  Null  und  n  liegt.   Wenn  nun  m  eine  Brucbaahl 

swischen  den  Gsnssahlen  p  und  p\\  gelegen,  ist,  so  diss 
.  die  Rslhenfolge  der  Zahlen 

statt  findet,  so  kann  man  immer  die  Zunahme  «  mit  der  klehierao 

mm 

—  Vertanschen,  weshalb  die  Reihenfolge  swischen  p  und  fai 
die  Reihe  der  el»enfalJs  ganzen  Zahlen 
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«Mehang  9),  für  UeiMra  «  gdftg  bMbt 

Aaf  gleiche  Weise  wlid  ee  einen  Mitleliverth     der  Grteeen 

gebeo»  Ufr  weldie  der  Zeig^  f  swiedieii  0  tmd  »  liegt 

Werden  ann  diene  Blittelirertlie  mit  n  mnltiplieirt  nnd  in  Giei- 
cknng  9)  elngeedialtet,  ee  entsteht 

F{a-i  na)  —  /  j: = naF'  ix  f  ma)  -|-  na^k^ , 

« 

edar,  wenn  man  mt  mit  Jb^rertsuschf, 

In  dieser  Gleichaog  ist  A-^  von  der  Veränderlichen  t,  sowie  ron 
der  Form  der  Function  Fx  abhängig;  es  wird  daher  unmer  einen 
Werth  jc-i-iui  geben,  für  welchen 

Ft:r*f|M)sF(<rfnMi)-f>aitt 

besteht.  Hier  bedeutet  fi  wieder  eine  Zahl  zwischen  iSuil  und  n; 
denn  JIP(x+nut)  Ist  von  Pix-^iui)  um  die  unendlich  kleine  Zahl 
«K^  reiecliieden,  man  kann  daher  ukf  als  das  Differeatial 

fXa  +  ma)  —  F(a:  +  ma  —  ß) 

ansehen ,  in  welcher  Differenz  die  unendlich  kleine  Zahl  ß  ee  gch 
wihlt  werden  kann»  das«  die  Gleichung 

in  aller  Strenge  hestehe»  data  daher 

P(4>fnift)-|-dl, 

in  die  Differenz 
das  ist  in 

und  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
in 


SSO 

Aergebt,  vreim  mn  m— f  nüt  fMr  v«HM»cbt'  Die  dleldniag'  3) 
verwandelt  ^b  aonacb  In 

Scbr^bt  man  endllcii  J,iut  eder  Jh  statt  um,  so  bedeutet 
iis=^  einen  lebten  Bruch,  und  aus  Gleichung  4)  entiteht 

In  der  vorausgehenden  Entwicklung  liegt  der  Grund,  dass  die 
Gleichung  5)  noch  für  eine  Function  gilt,  welche  innerhalb  der 
Grenzen  o;  und  x-^k  nicht  mehr  cobtinalrllch  bleibt;  denn 
in  diesem  Falle  sind  zwar  einselne  der  Werthe 

Far,  F(a:+«),„..FCar+[»-2]a),  F(«+[j»-l]«), 

sewie 

unendlich  gross,  aber  immer  wird  ein  Mittelwerth  F'{a:  ^  nux)  für 
die  erste  und  fiir  die  zweite  Reibe,  sowie  i'*(xi-na)  fOr  die 
Summe  Ton  F'{:p-^ma)  und  ak«  muglich  sein,  dergestalt,  dass  die 
Zahlen  m,  9,  f»  zwischen  Mull  und  n  liegen. 

Eben  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  Gleichung  5) 
fltr  unendlich  Icleine  Zunahmen  h  gelten  müsse,  es  mag  die 
gegebene  Function  continuirlich  oder  oscentinuiriicb  sein;  sonach 
ist  für  ein  unendlich  kleines  a 

6)  F{u^a)—Fx=  at\a;-\-Ja). 

Ist  daher  die  Function  continuirlich,  so  giebt  es  SWei  Formen, 
welche  das  Differential  ergänzen,  nemlich 

Ftar-F«)  -  F*sss  oF« + M, 
F(a:+«)  — FarÄ»F(a-+^o); 

und  es  ist  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  k,  sowie  in  derzwi^ 

ten  J  eine  endliche  Zahl,  denn  aus 

Jh—dna=ii{(  folgt  ^  =  ^» 

und  wenn  A  selbst  unendlich  klein  wird,  so  wird  n  endlich,  folg- 
lich die  Bruchzahl  ^  selbst  endlich. 

n 

Die  Gleichungen  5)  und  6)  gelten  nur  unter  der  zu  Anfange 
gestellten  Bedingung,  dass  Fa:  zv\ischen  x  und  x-^-k  entweder 
immer  zunehme  oder  immet  abnehme.  Nimmt  nun  die  Function 
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ikfiflcljeii  X  und  x\h'  zu  uod  zwischen  x\h'  und  x\h' \h  ab, 
ider  umgekehrt,  so  gelten  nach  Gleichung  5)  die  Beziehungen 

,  wmn  A'  und  A  ächte  Rnichzahlen  bedeuteiit  und  e«  entiteht 
4ffck  Additioo  dieser  Gleichungen 

^  die  rechte  Seite  wird  aber  immer  eio  Mittelwerth  Ton  der 

Toni 

|äeh  finden  oder  denl:en  lassen,  in  welchem  4f  wieder  einen 
«ekten  Brach  beseichnet 


2. 

Aus  der  Gleichuncr  f>)  in  Nr.  1.  lässt  sich  ein«  Beziehunc;  zwi- 
ehen  einer  continuirlHh en  Function  und  ihren  Abeelei- 
'*if\\  entwickeln.    Es  sei  nemiich  Fx  zwischen  den  Werthen 
von  X  contiuuirlich,  so  gilt  innerhalb  dieser  Grenzen 

''^weichen  Gleichungen^  und  k  endliche  Zahleu  bedeuten ,  wenn, 

wie  vorausgesetzt  wird,  «  unendlich  klein  ist.  Ob  nun  auch  Fx 
cnotinuirlich  oder  discontinnirlich  sein  mag»  immer  gilt,  wie  iu 
Nro.  1.  nachgewiesen  >  die  Gleichung 

'i  «^elcher  A'  einen  Sehten  Bruch  von  Aa  bezeichnet«    Wird  nun 
dieser  Gleichung  der  Werth  von  F\x\Acl)  in  die  (erste  der 
(jleicbnngen  1.  eingeschaltet «  so  dass  dieselbe  in 

— Fx= «F'o;  +  Aa^F'\x\A'a) 

tterseht,  und  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  der  gedachten 
GleicboDgen  1.  rergÜchen»  so  erhält  man 

k=AF\x\A'a), 

Nun  ist  A  eine  endliche  ächte  Bruchzahl,  und  h  ebenfalls 
endliche,  wenigstens  nicht  eine  nnendBch  grosse  Zahl  •  da- 
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her  kann  P*(xi-J'a),  das  ist  F^or«  swbcben  den  Grenien  Xq  nod 
«I  nicht  ooMidHdi  groM  werdea,  wM  also  hScbstaiui  cndtkdi 
btoiben.  Wenn  aber  die  abgeleitete  Function  JPfjr  einer  gegebe- 
nen Function  F'x  innerhalb  bestimmter  Grenzen  von  x  hCchstens 
endlich  ist,  so  wird  fiQr  unendlich  kleine  Zunahmen  von  .t  auch 
um  uoeodlicli  kleine  Grössen  sich  vorftndera,  das  heisst, 
wird  innerhalb  der  gadachten  Gronscn  cootinolriich  «ein. 

Wenn  also  Fx  eine  zwischen  zwei  Grenzen  contl- 
nuirlicbe  Function  bedeutet,  so  iat  die  erste  Abgeiei« 
täte  derselben  swiachea  denselben  Grenaen  ebenfalls 
continvirlich. 

Sowie  der  ächluss  von  Fx  auf  F'xe^i,  so  ist  er  in  gleicher 

Weise  von       auf  F*ar,  von  P*«  auf  P^x  gültig,  well  F'm 

die  erste  Abgeleitete  von  Px,  n.  a.  w.  ist,  daher  der  Sats: 

Wenn  eine  Function  von  x  innerhalb  ziveier  Gren- 
zen CQotiqniflicb  ist»  so  bleiben  aneh  die  i^bgeieiteten 
Functionen  derselben  innerhalb  deraelben  Grenaen 
continnirlicb. 

Dieser  Satz  gilt  filr  jede  nte  Abgeleitete  einer  swischen  swel 

Grenzen  continairRchen  Function,  so  lange  n  eine  endliche  Zahl 

bleibt  ;  wird  aber  TMinendÜch  gross,  so  erleidet  er  eine  Einschrän- 
kung, weil  er  nur  die  Beziehung  einer  Function  und  deren  Abge- 
leiteten  enthält,  welche  von  der  Variabein  x  abhängig  ist  Allein 
jede  Al»geleitete  einer  Pnnctioo  ist,  ausser  von  dieser  Variabelo, 
auch  vom  Zeiger  n  abhängig,  deshalb  kann  für  wachsende  n  die 
Abgeleitete  ins  Unendliche  wachsen,  wenn  der  Zeiger  n  als  Factor 
der  von  x  abhängigen  Function  auftritt,  wie  bei  der  Abgeleiteten 
der  Function 

In  welcher  m  jede  reelle  positiTe  gebrochene  oder  negative  Gaaa-  • 
saht  bedeutet* 

Denn  nach  Gleichung  6)  in  Nr.  1.  hat  die  erste  Abgeleitete  von 
Fx  die  Form: 

wenn  J  einen  entllichen,  ficbten  Bruch  bedeutet«  Daher  lat  iQr 
daa  unendlich  klebe  o  die  s weite  Abgeleitete: 

und,  schiiesst  man  weiter,  die  r<te  Abgeleitete 
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freon  diese  Gleichangen  ffir  die  Abfeteitettfo  to  aller  Strenge  rieb* 
fi;  actn  «olieo.   Die  Zahl 

aA-^o^  d"a  +  d'^tt +....+ 

boo  nan  innerhalb  der  Greoaen  at^  und      liegen  oder  nicht. 

h-T  ernte  Fall,  för  welchen  diese  Summe  jjrösser  als  die  untere 
drenze  r,-, ,  und  kleiner  als  die  obere  Grenze  iri  der  Continuität 
der  Function  ist,  ist  es,  den  unser  Satz  voraussetzt.  Ist  aber 
(fiese  Summe  grosser,  als  <lio  obere,  oder  kleiner,  als  die  untere 
MBeitätii-Greiiae,  eo  hOrt  aueh  die  Ute  Abgeleitete  auf«  cos- 
tiutfÜch  mm  sein. 

In  dieser  Einschränkung  unseres  Satzes  liet^t  der  Grund, 
»anira  nicht  jede  Function,  die  mit  ihren  Abj^eleiteten  von  end- 
kher  Zahl  innerhalb  zweier  Grenzen  continuirlich  bleibt,  nach 
)bdaarin's  Theorem  in  eine  convergente  Reihe  sich  entwickeln 
IM;  denn  die  eben  angedeutete  Form  der  Abgeleitetes,  so  wie 
mM  die  Form  dea  Tbeoveow  aeigt  ohne  Beweia»  daaa 

I)  die  Fonction  eine  convergente  Reihe  giebt«  wenn  der 
Wertih^der  »ten  Abgeleiteten  mit  n  nicht  Ina  Coendllche  wlchat» 

t)  die  Function  eine  divergente  oder  halb  convernento  Reihe 
fhfet,  wenn  der  Werth  der  nten  Ahgaieitefen  mit«  In'a  iJnendllehe 
nitenit. 


3. 

Aua  Gi^hutg  5;  in  Nro.  1.  iSsst  sich  zugleich  Maclaorlna 
Rdhe  mit  dem  Restgliede  entwickeln.  Bedeutet  nemllch  Fx  eine 
zwischen  und  X}  continuitffche  Function  von  x,  so  hat  man 
für  irgend  einen  Werth  k  von  der  innerhalb  dieaer  Grenaen 
Üegt»  die  Ideatiache  Gleidiung 

ia  welcher  man  k—x  als  Zunahme  von  x  betrachten  kann,  ao 
<iiat  Dach  Gleichung  Ö)  in  Mro.  1)  die  Beaiehung  entäteht: 

1)  l\k) = F{x)  +  (k  -x)l\x + Jlk^x]  ) . 

b  Aeaer  Glelelrang  muaa  k,  aowie  x,  awiachen  x^y  uod  Xi  liegen, 
trod  für  jeden  der  Werthe  Ton  k  Icann  x  unendfich  verschiedene 
Werthe  annehmen;  es  kann  daher  x  sich  ändern,  ohne  eine  Ver- 
indornng  des  Werthes  von  k  herbeizuführen.  Differentiirt  man 
diher  mehrmals  die  Gleichung  1)  in  Bezug  auf  x^  und  schreibt 
<ier  kürze  wegen  u'  statt  F(x-^/1[k — x}),  so  ergeben  sich  die 
(ilcichungeo : 

0=Far-ll'+(Ä-«)«", 
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aus  weichen  für  u',  u",  u'",-..u^^^  die  Werthe  folgen: 

"23"        2^    "  ' 


« • 

•1 


2.3..71     2.3...  71  y 
DiMe  Werth«  ab«r  wandeln  die  Gieichang  J)  in  folgende  vmt  t 

2    '  2.3 

(A— a:)-         .  (k—x)" 


in  welcher 

«(•+»)=:  fXM-D  (a?  +  /^[^-.^r]  )  i 

ist.  Bleibt  nun  die  Function  Fa;  für  den  Werth  .r=:0  confiniiir- 
lich ,  sind  sonach  mit  Fx  auch  alle  Abgeleiteten  derselben,  in 
endlicher  Anzahl  i^cnommen ,  continuirlich«  so  geht«  weoo  man  s 
für  k  schreibt,  Gleichung  2)  über  in 
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Auflösiiiig  der  vom  Heransgeber  des 
JkMdiiTS  ffestellteii  Autgabe:  Dwcb 
iwel  i^egebeae  Punkte  einen  Kreta  sn 
Kielten,  der  einen  anderen  gegebenen 
Kreis  in  den  Endpunliten  desselben' 
Dnrdimemers  de»  ietzlern  Kreises 

seimeidet 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Claiisen, 

ObMTiralor  ma  4mt  Stonivsrte  mo  Dorp«L 


1.  Es  seioD  die  gegebenen  Puokte  A  und  B  (Taf.V'II.  Fig.  I.) 
and  FGE  der  geeeheru»  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  D.  Theilt 
man  AB  in  zwei  gleiche  Theile  in  J  und  zielit  JC  senkrecht  auf 
AB,  so  liegen  die  Mittelpunkte  aller  durch  A  und  B  gehenden 
Kreise  auf  der  Geraden  JC.  Fs  sei  C  der  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises.  Zieht  man  CD  und  FDE  senkrecht  auf  dieselbe, 
60  sind  E  und  F  die  beiden  Durcbscboitte  der  beiden  Kreise. 
Also  wenn  man 

AJssa,  JC^Q,  CD=:r,  DF^a 

•etzt«  und  den  Durchmesser  dos  gesuchten  Kreises  iiC=CF=A: 

j:»ÄBa  +  ^«=a«  +  i^.  (1) 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  in  denen  diese  Gleichung  zwi- 
sehen  den  Entfernungen  von  J  und  von  D  Statt  findet,  ist  eine 
Gerade,  die  auf  der  JD  senkrecht  steht.  Nimmt  man  nemlich  JI) 
als  Axe  der  x  und  J  als  den  Anfangspunkt  rechtwinklichter  ro(»r- 
dioaten,  JD=zf,  und  nennt  x  und  y  die  Coordinaten  eines  der 
ggwwhtwi  Pmm;  so  ^Hrd 

16» 
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oder 

Man  braucht  also  our  einen  Punkt  dieser  Geraden  su  kenaen, 

uro  sie  ziehen  zu  kuiineii.  Einen  solchen  tindet  man  aber  Susserst 
leicht,  da  der  GieichuDg  1)  durch  folgeode  ADDaboie  Genüge  ge* 
leistet  tvird: 

Zieht  man  demnach  DG  senkrecht  auf  JD,  bis  sie  den  Kreis  in 
G  aebneideC,  und  errichtet  JMssJA  aenkracbt  auf  JDi  so  iat  in 
diesem  hcsondern  Falle  q=JG^  r—Dll.  Man  mache  vl\salK=JG 
und  DK~DH  und  fille  KO  auf  JD  senkrecht,  bis  sie  die  Gerade 
JC  in  C  schneidet;  so  ist  Cder  gesuchte  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises.  Es  erbellet  zngleicb,  dass  es  In  jedem  Fdle  nur 
steen  selcben  Kreis  glebt 

2.  Man  kann  die  Aufgabe  auf  eine  andere  Art  lOsen,  indem 
man  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreis«  «sucht, 
die  durch  einen  (gegebenen  Punkt  A  gehen,  and  den  gegebenen 
Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmesser  dieses  Kreises 
durchschneiden ;  und  nachher  auf  dieselbe  Weise  in  Beziehung  auf 
B  verfährt.  Der  gemeioschaftliche  Punkt  dieser  beiden  georae- 
Iriseben  Oerter  ist  der  Mlttelpnnkt  des  gesncbten  Kreises.  Es 
sei  C  der  Mittelpunkt  des  gege  benen  Kreises  (Taf.  VU.  Fig.  2.), 
dessen  Halbmesser  /i,  VA  die  Axc  der  Xy  C  der  Anfangspunkt 
der  rechtu inklichtcu  Coordinaten,  CA  =  a,  die  Cuordinatcu  des 
Mittelpunkts  eines  der  erwähnten  Kreise  v:  dessen  Halbmes- 
ser R^;  so  sied  die  Gleichungen  fär  die  Ceordinaten  des  Dnrdi* 
Schnitts  dieser  beiden  Kreise     und  y: 

u'^  i  (a: - 1)^  +  (^-t;)^         .. . .  («2) ; 

und  die  Hodingungsgleicbung,  dass  der  gesuchte  Kreis  doBcb  den 
Punkt  A  geht,  ist: 

(«-Ö«+ti»=Ä^....(3).  ^ 
Suhtrahirt  man  (i)  von  (2),  so  ergiebt  steh: 

I»  +  «»— 2fer— +  a^^m, 
und  wenn  mau  wiederum  von  dieser  die  Gleichung  (J)  suhtrahirt: 

2|(a-x)— Äirys:«*-  Ä*....  (4) 

eiue  Glelehuos  einer  Geraden ,  die  die  Durchschnittspunkte  beider 
Kreise  enthStt.  Die  Bedingung,  das«  sie  dnrch  den  Mittelpunkt 
des  gegebenen  Kreise  gehe,  oder  dass  sie  filr  4p=0,  9=0  gelte« 
giebt: 

2a|=(a<-/0  (a-^R^.^.  (5). 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Mittelpunkte  aller  durch  A  ge« 
Wilden  Kreise,  die  den  gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  des- 
»dben  Durchmessers  schneiden,  in  einer  uuf  ä4C  senkrechten 
(leradeo  liegen.  iNun  i^t  aber,  wenn  man  die  Gerade  AC  bis  ß, 
tkm  DnrehsefaDltte  mit  dem  gegebiNieii  Kr^se,  rerlüngert,  und 
MM  beliebige  Grade  AE  liebt»  die  jden  Kreis  iii*£  und  F 
•cbieiiiet: 

AF,  AE =AD.AB=z  (a— Ä)  (a+Ä) . 

Micht  mutt  aleo  AE=a,  oder  beechieibt  man  mit  dem  Halb- 
■ever  AC^a  einen  Kreis»  der  den  gegebenen  In  E  schneidet, 
\     darauf  AEf  die  den  gegebenen  Kreis  noch  In  F  sqlioeldet, 
k«d  oimmt 

n^AF,  oder  |=: CG^\  AP , 

cmcbtet  die  Senhrecbte  CO  auf  AC%  so  i^t  diese  der  gesuchte 
cMMMlrisehe  Ort  aller  solchen  Kreise. 

Verfahrt  man  vOUig  eben  so  inBeiiebnngaufdenPmikt  J3«  in- 
(biomn  um  B  mit  dem  Halbmesser  BC  den  Kreisbogen  CE' 

btidireibt,  bis  er  den  gegebenen  Kreis  in  E*  schoeidet;  zieht 
(Ssiiecade        die  den  Kreis  in  einem  zweiten  Punkte  i*^  schnei* 

<ia,  maclit  auf  der  Geraden  BC,  CG'  =  \bP  und  errichtet  in  * 

die  Senkrechte  G'O"  auf  BC\  so  ist  diese  hinwiederum  der 
:?onietri.scbe  Ort  aller  durch  B  gehenden  Kreise,  die  den  gege- 
ben Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmessers  schneiden.  % 

Der  Durchschnitt  C  der  beiden  Geraden  GC,  G'O,  und  nur 
«Jleser  allein,  ist  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises,  der  durch 
•He  Punkte  A  und  B  geht ,  und  den  gesuchten  Kreis  in  den  End- 
pBokteo  U  uud  J  de«i»elbeQ  Durch messerö  schneidet 
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AoflSsunir  der  Aufgabe:  Durch  Yier 
gegebene  Punkte  Yier  Oerade  zu  zie- 
hen, die  ein  iluadral  bilden. 

Von  dem 

Herrn  Docior  T.  Clausen, 

Obserrator  an  der  S(eni#«te  su  Dorpat. 


Es  seien  in  Tar.VII.  Fig.3.  die  gegebenen  Punkte  A,  Bj  Q  Dund  das 

fesuchte Quadrat aj3}'ö.  Zieht  man  CE=Aß  seiikrechtauf /l^;  so  ist 
«ein  zweiter  Punkt  der  Seite,  die  durch  Z>  geht.  IVJanxiehe  aUu,  uradas 
Quadrat  zu  bilden,  JJL  und  durch  C  eine  mit  ihr  parallele ,  ferner 
durch  A  und  B  zwei  auf  diese  beiden  senkrechte;  so  bilden  diese 
vier  Geraden  das  gesuchte  Quadrat.  Eben  so  wurde  ein  Quadrat 
entstanden  sein,  wenn  man  den  Punkt  E  auf  der  andern  Seite 
TOD  C  auf  der  Geraden  CE  genommen  hatte.  Zwei  andere  laude 
man,  ireon  man  von  B  eine  senkrechte  auf  AC,  und  wie- 
der zw  ei  andere ,  wenn  man  dieü.e  senkrecht  auf  AD  sfige.  Es 
gieht  also  In  allem  sechs  Auflösungen,  den  Tall  ausgenommen, 
wenn  der  Punkt  E  mit  D  zusammenuUlt,  wo  es  deren  eine  uoeod- 
licbe  Anzahl  giebt. 

TTm  die  Richtigkeit  der  Auflösung  zu  «eigen,  braucht  man 
nur  nachzuweisen,  dass  aß  =  ß6,  da  nach  der  Construction  alle 
Winkel  rechte  sind.  Es  sei  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden 
CE  und  Bd  in  e:  der  beiden  Geraden  CE  und  AB  in  17.  Es  ist 
^sf]B  Z.f  5E  durch  die  Construction  beide  rechte  Winkel ,  ^8tE 
=^riiB,  als  Scheitelwinkel ,  also  in  den  beiden  Dreiecken  (t]ß, 
föE  auch  ^fiBE=^dEe,  oder  ^ABa=z^CEc.  Sei  Aa  senk- 
recht tM£ßd,  also  Darallel  mit  aß  und  derselben  gleich;  Ce  senk- 
recht auf  e£»  also  Ce  parallel  mit  pÖ  vaä  deiselben  Geradeo  glakb. 
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F-<i  sind  deronacb,  da  die  beiden  Dreiecke  ABa  und  CEc  recht' 
i^inilicbt  sind,  einen  gleichen  Winkel  überdiess  haben,  und  die 
i^n  rechten  Winkel  gegenüberstehenden  Seiten  AB  und  CE  ein- 
ander gleich  sind:  beide  Dreiecke  einander  gleich,  und  also  auch 
iefai  beiden  gleichen  Winkeln  ^ABa  and  ^CEc  gegenflber- 
Abendeo  S^ten  Aa  und  Cc  oder  aß  und  /3d  efamder  gieicb. 


X. 

1Je]biuigsaiifgal>en  für  is^clittler. 

Sits  Ton  dem  Herrn  Doctor  T.  Clausen,  Ohtervator  an  der 

Sternwarte  zu  Dorpat. 

Mao  kann  in  Taf.  VII.  Fig.  4.  die  Gerade  AB  ohne  Zirkel 
bibiren,  wenn  man  bloss  zwei  beliebige  Gerade  dofcb  A  tind  B 
■dit,  die  sieb  in  C  schneFden;  darauf  eine  mit  AB  parallele  Ge- 
rde zieht,  die  AC  in  D  und  BC  in  E  trifft.  Eine  durcb  den 
r^chschnitt  F  der  beiden  Geraden  BD  und  AE  aus  C  gesogene 
iierade  CG  haibirt  die  AB  m  G. 


I 
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M         f»  » 


904        2  V. 

7  and  9l 


Druckfehler  in  der  Abhandlimg  Thi.  XIU.  Nr.  XYI. 

'  Man  setze: 

Seite  195  Zeile  2  v.  u.  (7)  statt  (1). 

107     „    3  V.  u.  im  Zähler  —3) -f  statt  ^3-1-. 
2Ü2    „    1   im  Zähler      statt  A 

3  nnd  12  {brf^^  statt  (Ar)^. 

4  n.  deA*  statt  (fr). 

j  (9)  statt  (9). 

206    „    1  im  Zfthler  Cos^x  statt  Cosx. 
f>     »      „    9    9"»  statt 
„   208    ,.3  2(;os2.T— 1  statt  2Cos«ar=l. 
^     ^  4   =5t  statt  — «, 

„     „  n  {k)  stott(A). 
„  16         statt  (81). 

statt   /  . 
0  t/o 

„   210       16  (71)  statt  (91). 
211        10  (57)  statt  (67). 

Statt  /  • 

0  i/o 

H  217    «  5  I  statt 

219    „  10  (Gs)  statt  (Gs). 


Druckfehler  im  15ten  Theiie, 
S.  63.  Z.  3  statt  „as"  (▼om  anf  der  Ssits)  setse  mao 

&  106.  Z.  6.     o.  statt  „-f  ^Liin.<y**-~Lim.ty^*'  setismui 
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Veticf  den  Benlir  aent  CoMblnatiöiiiM* 
I<ehre  und  die  Heseichnunir  in  derseN 
hen  und  einfse  neue  Sätze  fiber  die 
Combinaiionen  mit  beschränkten 
'  Wiederholungen. 

Ton  dcof 

Herrn  Hafrath  Oeit'Bger 

tn  Freibar^  1.  R. 


1. 

Begriff  und  Beieichoung  der  Cenfbioationeo^ 

Es  ist  nicht  zu  vericennen,  das»  die  Lehre  von  den  Combi« 
liatiolien  seit  ihrer  Begründung  durch  Binde ubure,  Kramp, 
Pfaff,  Rothe,  Weingirtner  etc.  «n  Inhalt  und  fftohnä  sich 
sehr  erweitert  hat.  Eine  einfache  Verglelcbung  der  diese 
Schaft  behandelnden  »Schriften  aus  der  frühern  Zeit  mit  d(^nen  aiM 
der  neuern  uod  neuesten  bestätigt  diese  Behauptung  für  jeden, 
der  sie  mit  «nhefangeiieiB  Auge  hetiachtetf  hitktänglich.  Snmt  mn 
wnth  von  mancher  Seite  ein  angflnstiges  Urtheil  über  diese  Wis- 
senschaft gefällt  "erden  wollen ,  so  behauptet  sie  doch  durch  ihro 
Anwendbarkeit  Jind  Brauchbarkeit  in  yo  verschiedenen  Zweigen 
der  Mathematik  nire  Bedeutung  und  dadurch  eine  Stellung,  welche 
ikrc«  Binflass  auf  die  weitere  Ansbildung  det  matheraafladirtl 
Wissenschaften  mehr  und  mehr  sidiern  wird.  Denn  nicht  linr  in 
der  sogenannten  combin  atori. sehen  Analysis,  wofür  sie  Ihre 
ersten  Begründer  benutzten,  bewahrt  sie  eine  unbestritfene  An- 
<>gn4haiheit  und  Brauchbarkeit  •  «ondcihi  aveh  in  der  Di  ff«  t  •  n  s  e  a  - 
oad  SanmeBrechsaag,  Isder  Mve  von  toFakultlten  (und 
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hiedurch  indirect  in  der  Differenzial-  und  Integralrechnung),  bei  der 
Zerleguos  der  gebrochenen  Functionen  in  Partialbrüche,  und 
in  der  Wahrscbeinlidikeitsrecboaog  leistet  rie  unverkeno- 
bare  und  nicht  leicht  aaf  anderem  Wege  mvhihnt  Dienste,  wie 
ich  durch  eine  Reihe  von  Abhandlungen,  welche  grCsstentheib 
in  Crelle's  Journal  erschienen  sind,  nachzuweisen  mich  be- 
mühte, und  auch  in  einem  Aufsatze  in  diesem  Archiv  (13.TheiK 
1.  He  ft.  Nr.  1 1.)  andeutete.  Sie  wird  diese  gewiss  auch  in  andern 
Zweigen,  z.  B.  in  dor  J^ehre  von  den  continuir liehen  Brü- 
chen, in  der  Zahlenlehre  nicht  versagen,  wenn  sie  zu  diesem 
Zwecke  benutzt  und  bearbeitet  werden  wird.  Ein  Versuch  dü^e 
wohi  der  Mühe  lohnen,  selbst  wenn  der  erste  nicht  gelioeen 
sollte,  und  der  Erfolg  dOrftc  nicht  sweifelhaft  sein,  wenii  der 
Gegenstand  Toq  der  richtigen  Seile  mngelasst  wird. 

Wendet  man  nnn  deh  comhinatorischeo  Gebilden  seine  Auf« 
merksamkeit  su,  so  drfiogen  sich  sogleich  swei  grosse  Uebelstände 
auf.  Der  eine  ist:  die  verschiedene  Benennung  Ihrer  (irundbegriffe 
und  (irundgebilde,  der  andere  die  Verschiedenheit,  Zerfahrenheit 
und  L^nsicherheit  in  ihrer  Zeichensprache,  so  dass  kaum  ein  iei- 
tooder  Gedenke  so  erkennen  ist.  Jede  Wissenschsft  bedarf  einer 
Terminologie ,  denn  sie  muss  ihre  Begriffe  feststellen  und  beneo* 
neo.  Je  einfacher  die  Grundlage,  worauf  diese  «jebaut  ist,  desto 
leichter  und  klarer  wird  sich  ihre  weitere  i^ntwicklung  geben  lassen. 
Der  Name  ist  die  Beceichnoog  der  Sache,  deswegen  aber  nicht 
gleichgültig,  denn  er  wird,  wenn  er  richtig  gewählt  ist,  das  Ver* 
sti{ndniss  sehr  erleichtern.  Gleich  bei  der  ersten  ßegriindunt; 
einer  Wissenschaft  wird  daher  eine  scharfe  ISichtung  des  in  ihr 
XU  behandelnden  Stolfes  uötbig.  An  ihn  rauss  sich  dann  ^ame 
und  Darstellung  knüpfen. 

Dieser  Grundbedingung  steht  in  der  Mathematik  die  Bezeich- 
nung des  Begriffes  zur  iSeite,  denn  in  dieser  Wissenschall  ist 
neben  den  BegrilT  und  der  Benennung  aoeh  noch  das  Zeichen 
sorgfältig  au  beachten.  Das  Zeichen  oder  das  Symbol  kann  den 
Begriff  nur  andeuten  ,  nicht  entwickeln.  Zwischen  ihm  und  dem 
zugehiirigen  Begriffe  (indet  kein  innerer  Zusammenhang  statt.  Es 
ist  etwas  Sinnliches,  Zufallii^es,  nicht  Haupt-  sondern  riebensache 
und  unterliegt  der  Wahl.  Obgleich  das  sUichen  ftkt  etwas  Aene* 
serlickes  und  Zufälliges  erklärt  werden  niass,  so  ist  doch  die 
Wahl  desselben  nicht  gleichgültig,  denn  hieran  knüpfen  sich  ws» 
seutlicbe  Vortbeile.  Es  unterstützt  das  Gedächtnis«,  die  Aaffas- 
sung  und  Darstfflhmg  der  Begriffe,  es  erleichtert  die  EntwidduDg 
end  Ausbildung  des  Systems.  Zur  Verdeutlichung  wird  genügen, 
anf  einen  Fall,  n&mlicli  die  Beaeichninig  der  WarselgrSssen  dnrch 

V7  und  anfmerksam^  so  machen.  Während  die  erste  B^ 
zeicbnungswoise  für  die  Entwicklung  schworffUQ^  nnd  roähevoH 
ist,  wirkt  »üc  /weite  sehr  erleichternd  und  fiirdernd.  Ein  Gleiches 
gilt  von  der  Z(  i(  liens))ra(-he  in  der  ('omliinatioiis-Lehre.  nnd  es  ist 
nicht  zu  verkennen,  dat^s  die  N'erschiedenheit  und  Z«rfabrejdi«it 
iu  der  Bexekhnung  sehr  ungunstig  in  der  Lehre  von  den  Com* 
binatiooen  gewirkt  hat  und  noch  wirkt;  denn  hat  sieb  der  Lenne 
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4»  Zeieb««spr«ciie  einer  Scbriit  su  eioeo  gcnuMsbt,  so  ist  da 
tecfc  teSduiMet  fBf  oIm  iwelto  imdl  orlMeiiMli  nkiht  gefaadea« 

Für  die  weitere  AuMbilduii^  dor  CorabinaHoiM «Lehre  ist  dahef 
cioe  Feststellung  der  Grundbegrilfe  und  Bezeich nungs- 
weis«  von  Wichtigkeit.  Zu  dem»  Ende  niügen  folgende  Bemer- 
kmcen  hier  ihre  Stelle  finden,  die  sieh  an  oie  in  meiner  Gombl« 
natioRs-Lebre  gegebeoeo  •  Begr^dongen  und  ErOrterongee  an« 
«chliessen. 


Begriffe -Beftlm mang  und  Einth^ilttfig  4er  Com- 

binationen. 

Die  CcNbUnaflenen  imMw.,  wie  «leb  leleht  bei  der  erstea 
AMiiattnnp;  der  durch  ele  befrorgdbrachten  Orufipen  ^tf/Sbi,  fo 
nrei  Arten  und  zu-ar: 

a)  iu  solche,  norin  die  einzelnen  Elemente,  welche  die  Grup- 
pen einer  be^tiiumten  €la%«se  hervorbringen,  in  ihrer  Stellunt^ 
und  Aufe  1^4*0  der  folge  uoter  einander  beirathtet  trerdeo,  und 
dana 

b)  in  solche,  worin  die  Stellung  oder  Ordnoi^  der  auf  einan- 
der felgeaden  Elemente  in  den  einzelnen  Grtippen  nicht  in  Betracht 

kommt,  pondcrn  nur  darauf  Riick.^icht  genommen  wird,  in  wie 
fem  sich  die  Gruppen  einer  bestimmten  Classe  von  einander 
durch  die  in  Ihnen  auftretenden  Elemente  uoterscbeiden« 

In  der  eteteii  Art  bildet  nach  dem  angegebenen  Begriffe  die 

Ordnnni^,  worin  die  erzeugenden  Elemente  unter  einander  er- 
scheinen, das  Merkmal  der  Ünteracheidun^,  und  es  können  meh- 
rere Gruppen  die  gleichen  Elemente,  Jenoch  in  veränderteil 
Stellun«;  eatbalten;  In  der  streiten  Art  Rdlt  dieses  Merkmal  vreg^ 
die  Oriänung  oder  Stellung,  worin  die  erzeugenden  Elemente  unter 
einander  erscheinen,  ist  eanz  gl  e  i  chg  h  I  ti  er  und  die  Gruppen 
uoteibcbeiden  sich  durch  die  V'erscbiedeubeit  der  in  iboen  vor- 
bommendeo  Elemente. 

Stellt  mau  der  Deutlichkeit  wegen  Combinationen  nach  diese« 
B^iffsbestunraang  bier  zusammen,  eo  bat  man  für  die  Gruppen 
der  dritten  Classe  aus  vier  Elementen,  worin  die  Stellung  der 
Elemente  unter  einander  beachtet  wird,  oder  für  die  Grappen  der 
ersten  Art  folgende  Zusammenstellung: 


ale 

bae 

eab 

dab 

M 

M 

acb 

bea 

eka 

bed 

Oilb 

Oda 

cda 

dca 

ade 

Ode 

cdb 

deb* 

244 


I 


Für  die  Grappeo  der  dritteo  Classe  aus  vier  Elementei^  worio  die 
St«ll«iif  Hiebt,  Modm  nor  der  Zutritt  aeoer  £lete«nt# 
beachtet  wird,  also  für  Gruppen  der  iwelten  ▲rt  bat  maa 
fÜgeade  ZaMuaaMaeteliaag: 

e&e 

m 

acd 
öcd, 

la  des  Grappeader  ersten  Art  kommeo  Je  eeclia  ror  (abc,  ach, 
bac,  bca,  cab,  cba  u.  s.  w.),  die  Bich  immer  nur  durch  die  Ord- 
Dung  oder  Stellung,  worin  die  Elemente  unter  einander  vorl(oni- 
meo,  unterscheiden,  lo  den  Grupoen  der  zweiten  Art  ist  dieses 
Merlcunl  aicbt  ▼erikaadea.  Alle  diese  eeebe  Fenaea  halMa  aar 
einen  Repriaeatanten  (abc)  und  diese  Gruppe  untersdieMet  aU 
von  der  Gruppe  abd,  acd,  bcd  durch  die  Aafoahme  von  wenig* 
stens  einem  neuen  Elemente. 

Die  erste  Art  dieser  Gebilde  seil  mit  dem  dcutsrliea  Name« 

Versetzungen  (die  Elemente  erscheinen  unter  einander  xet- 
eslit);  die  der  zweiten  Art  mit  dem  Namen  Verbindungeü^(die 
Elemente  erscheinen  unter  einander  auf  verschiedene  Art  verbun- 
dea)  bezeichnet,  nnd  beide  zusammen  unter  dem  allgcmeiBen  Na- 
mea  Combinatienen  bcgriffea  werdea. 

Untersucht  man  nun  beide  Arten  von  Combinationen  näher, 
eo  kSnnen  in  jeder  cinselnea  Gruppe  beider  Arten  nur  verschie» 
dene  Elemente  voricororoen.  Diess  ist  in  den  oben  ansjegehenen 
Zusammenstellungen  der  Fall.  Es  kann  aber  auch  in  den  einzel- 
nen Gruppen  wenigstens,  ein  Element  (also  auch  alle)  oder  auch 
nur  bestimmte  Elemente'  wiederholt  erscheinea,  nad  swar  aaf 
allen  Stellea  der  einseloen  Grupuen  oder  nur  auf  bestimmten.  Da* 
durch  wird  man  ferner  auf  den  üe^riff  der  Combinatione  n  mi-t 
Wiederholungen  gei^^hrt,  welcher  sich  auf  die  beideri  vorhin 
senannten  Arten  von  Combinationen  ausdehnt,  und  man  erhält  so* 
lert  Versetzungen  mit  Wiederboiungen  ind  Verbindnn* 
gea  mit  Wiederholuagen. 

Hiebei  unterscheiden  sich  nun  zwei  Unterarten  von  anlhtt  Es 

Icunnen  nämlich  bestimmte  Elemente  ein  oder  mehrere  mal  in 
den  cinzelnufi  Gruppen«  worin  sie  erscheinen,  wiederholt  erschei» 
nen,  oder  es  konneu  alle  Elemente,  wpraus  die  Gebilde  erzeugt 
«Verden,  wii.dcrholt  erscheinen.  Im  ersten  Falle  können  dabei 
die  Wied'Tlioluni^cri  selbst  auf  verschiedene  Welse  beschranict 
vorkommen.  Hiernach  zerrallen  diese  Arten  von  Combinationen 
in  solche  mit  beschrankten  Wiederholungen  und  in  solche 
mit  unbescbrJInkten  Wiederhelungen. 

Da  die  Begriffsbestjmniungen  dieses  Paragraphen  die  Grundlage 
der  nachfolgenden  Erörterungen  bilden ,  und  eine  klare  Einsicht  vor 
allem  Ii'ht  erfordert  wird,  so  soll  nun  auch  eine  Zusammenstellung  die- 
ser verctchiedenen  Combinationsarten  liier  gegeben  werden.  Wir 
verfolgen  dos  oben  gegebene  Beispiel  weiter. 
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Die  Gruppen  der  V ersetsuncfen  mit  WI*d«rbolBBg«» 
WM  vier  Elemcntto  zur  dritten  CIamc  sind: 

aaa    aca  baa  bca    caa  cca  daa  dca 

aab   acb  bab  beb  cab  ccb  dab  deb 

tmc   ücc  bac  bcc  cac  ccc  dac  dec 

mad  med  bad  bed  emd  ecd  dad  ded 

aba  ada  bba  bda  eba  cda  dba  dda 
MMhhbhdhMtdbdbbddk 

abe   ade  bbe  bde   cbe  ede  dbe  ddc 

abd   add  bbd  bdd   cbd  cdd  dbd  ddd 

Die  GruppeD  der  Verbiodttogen  mit  Wlederholaogen 
Mi  vier  Bleiiie^  mt  dritten  Cleeee  eiiid: 


666      eee  ddd 

aab  bbe  eed 

aae  bbd  edd 

aäd  ^ee 

abb  bed 

abe  bdd 
abd 


acd 
add 

In  den  Gruppen  der  ersten  Art  macht  eidi  der  Befpiff  der 
▼eieetwinpf  der  einzelnen  Elemente  In  einer  Gmppe  geltend,  wie 
in  bed,  hdc,  cbd^  cdb,  dbc,  dcb  a.  s.  w.  und  zugleich  der  der 
Wiederholung,  wie  in  aaa^  bbb,*...  und  endlich  beide  in  Verbin- 
dong  mit  einander,  wie  in  aab,  aba,  baa,  oder  io  066,  606,  66a 
0.  8.  w.  Sie  IWiren  dalier  mÜ  Redil  dm  Namen  Versetne«* 
gen  mit  Wiederholungen,  denn  Uire  EigenMallclilBlit  iit 
Iwcil  beide  Werte  ÜMtgelialteB. 

In  den  Gruppen  der  zweiten  Art  mncht  sich  vorerst  der  oben' 
anter  6)  gegebene  Begriff  geltend.  Die  einzelnen  Gnippen  nnter- 
fcheiden  sich  von  einander  nicht  durch  die  Stellung  der  in  ihnen 
roikommenden  Elemente,  sondern  dadurch,  dass  in  den  verscbie* 
tean  Gruppen  nicbt  dieaelben,  eondero  veraebiedene  Ble- 
■onte  ▼OTKommen,  und  es  genfigt,  wenn  auch  nur  eines  unter 
den  vorlcoramenden  Elementen  verschieden  ist,  wie  in  den  Grup- 
pen aaa,  aab,  bed,  bdd....  Femer  macht  sich  neben  der  Art, 
wie  ^e  Elemente  in  den  verschiedenen  Gruppen  mit  einander  in 
?«ftlndnng  treten,  der  Begriff  der  Wiederbeinng  geltend,  wie  in 
im  Grippen  mab,  bbe,  eee.».   Diene  Gmppen  werden  in  ibrer 
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Kigentbamlicbkett  ganz  !>ut  durch  don  Nnmen  Verbtndnngen 

mit  Wiederholungen  bezeichnet. 

Die  Combinationcn  mit  beschränkten  Wiederholungen  sollen 
hier  nicht  besonders  hervorgehoben  werden,  da  wir  später 'auf  &ie 
snrflckkomnien  werden.' 

Die  hier  gemachten  Bemerkungen  föhren  nnn  zn  folgendem 
Schema  Aber  Eintheilmig  der  Combinationen: 

1)  Fertetzungen. 

a)  Vergetzungen  ohne  Wiederholungen« 

b)  Vers^tinngen  mit  Wiederholungen. 

Versetzungen  mit.  beechrinltten  Wieder* 

holungen, 

P)  Versetzungen m|t  unbep c)ir&ni[ten  Wieder* 

boluugea. 

^  '  .     . .     .  • 

2)  Verbindungen» 

e)  Verbindungen  ohne  Wiederholnngen, 

^       b)  Verbindungen  mit  Wiederholungen. 

o)  Verbindungen  mit  be^'hrankten  Wieder- 
holungen, 

ß)  Verbindungen  mit  unbeecbränkten  Wie- 
derholungen. 

Dieses  Schema  empfiehlt  sich  einerseits  durch  fieine  Einfach- 
heit, andererseits  durch  den  Zusammenhang»  welcher  zwischen 
beiden  Combinationsarten  herrscht.  Man  kann  nSmIich,  wie  mau 
sich  leicht  aus  der  vorstehenden  Zusammenstellung  der  Gruppen 
für  dieselben  iiberzeufl;t,  von  den  Gruppen  der  Versetzungen 
(mit  oder  ohne  W^iederholungen)  zu  einer  bestimmten  Classe  auf 
die  Gruppen  det  Verbindungen  (aiit  oder  ebne  Wiederholnn- 
mm)  SU  mtaelben  Ctasse  übergehen,  wenn  man  aus  den  GniH^<^  ^ 
Yersetzunden  die»  A  ti  f  ci  na  n  d  erf  o  I  ge  der  Elemente  ausstOs.st,  also 
nur  die  unter  sich  verschiedenen  Gruppen  berücksichtigt ;  und  umge- 
kehrt kann  man  von  den  Gruppen  der  Verbindungen  (mit  und 
ohne  Wiederholungen)  tm  einer  bestimmten  Classe  auf  die  Grup- 
pen der  Versetzungen  zur  nämlichen  Classe  fibergehes,  wenn 
man  in  die  Gruppen  der  Verbindungen  die  verschiedene  Aufein- 
anderfolge aer  liilemente  oder  die  Versetzungen,  welche 
die  Elemente  einer  Jeden  Gruppe  unter  sidi  eingehen  Mamn, 
^nflthri 

Man  konnte  auch  /nr  Henennung  der  verschiedenen  Arten  von 

diesen  Gebilden  nur  den  .\amon  Co  m  hi  n at  i  on  e  n  wählen;  dann 
wurden  ans  dem  oben  vorgelegten  Schema  folgende  Namen  zur 
Unterscheidung  der  in  Frage  stehenden  Gebilde  flies»cn; 

a)  Comjbinationen  mit  Vereetkungen. 

b)  Comfoinatienen  mft  Versetnungea  «iid  Wieder- 
holiDgen» 
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m)  Cottbiiiatioii«B  Mit  Vertetsungeu  imd  be- 
cchriokCeo  Wieder holmigen, 

ß)   Combinationeii  mit  Versetzongen  aod  «abe- 
•cbrftokten  Waederbolungeo. 

e)   Combinationen  ebne  Versetznni^en. 

d)   CooibiuatioDea  ohne  Versetzuugeu  mit  Wieder- 
belangen. 

«)  Combinationen  ohne  Versetzungen  niit  be- 
•cbrlokten  Wlederbolaogen, 

ß)  C^Bbisfttion^D  ebne  Vereatiangen  mit  un* 
beecbriokteB  Wiederholnngea. 

Diese  BenenuuoKeu  bezeichnen,  wie  luun  sieht,  dieselben 
Ohge  und  Begriffe.  I^e  sind  aber  sehr  scbiverlallig,  stehen  jeden- 
•  &Ib  den  zuerst  ßegebeneo  ao  Kflrxe  und  Zweckmieaigkeit  nacb 
md  enpfebleii  Mcb  deewegeu  keinesfrega  zur  iUmabnie. 


§.  3. 

^•adllobtlicbe  Natisen  aber  llegriffebes timmung  aad 
Benanaang  der  Combinationea  nebat  Kritiit. 

Wir  stellen  nun  dem  im  vorigen  Paragraphen  aufj^estellten 
eraten  Schema  die  von  il in denburg  gegebene  Eintbeiluug  der 
Gonblnationao  entgegen.  Nacb  ibn  serndMo  ale  (No¥i  ayatema- 
tia  Pamntatktnum,  Combinationnm  ac  VariatioDam  pfbaae  Kaaaa. 
Ups.         pg.  4.  n.  i.)  ia  felgaade  drei: 

a)    Versetzonfjen  (Perroutationes  sive  transpositiones), 
Verbindutigeo  (ConibiDationea  «ive  complica'tionea), 

e)  Variationen  (Varialieaaa  aifa  ooaiflicatioaea  com  pawMi 

tatiooibue). 

Uater  Versetzungen  ( permutationes )  versteht  Hinden- 
burg  diejenigen  (vehiidc,  welche  immer  die  nämlichen  Elemente 
(rem)  fuhren  und  hicli  nur  durch  die  Stellung,  welche  die  erzeu- 
genden Elemente  unter  einander  einnehmen,  unterscheiden  (cum 
mim  rta,  aatfita  aaraai  audtitadiae,  aad  aoa  ordme,  omalboa 
^altaa  pMsuot  modis  coordinantur  et  transponuntur).  Dabei  kön- 
nen unter  sich  gleiclie  Elemente,  aber  immer  gleich  vielmal  wie- 
derholt erscheinen  (wie  z.  B.  a^6,  bab,  bbu).  Aus  der  «veitera 
Ausführung  ond  ancn  aaa  der  weitem  BeaHnunung  der  zoi;eb«iri- 
lea  Giappaasahl  (pc.23.  a.  t  dea  aben  angeliibrten  Werkes)  gebt 
hervor,  dass  die  Zahl  der  erzeugenden  Elemente  der  Cln^i- 
senzahl  gleich  kommen  mus«.  jNacli  der  hier  gewählten  Tornii- 
nelogie  sied  es  die  Versetzungen  ohne  VViedcrholuageo  uu.<>  u 
m  Mlaa  Glaaae  aad  Saatbaorta  Filla  dar  Varaatiaagaa 
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Vit  beschränkten  WledMiolaiigfii  <abo  beUc«  aar  ■paoiell»  Mle 
fweier  Conibinatioofarteo). 

Unter  Verbindungen  (Combinatinnes)  versteht  er  solche 
Gebilde,  worlD  die  Elemente  aas  irgend  einer  gegelienen  AAnhl 
einfach  oder  zu  zweien  (Biniones),  zu  dreien  (lerniones)  u.  s.  w. 
zusammengestellt  werden,  die  Ordnung  aber,  worin  die  Elemente 
auf  einander  folgen,  ausser  Acht  gelassen  wird  (nullo  tarnen  ordi- 
nis  eingiilarain  (rerum)  vicia^diniaTe  bablto  wapecta).  UtM 
([unnen  di«  «Reogendan  Elemente  wiederholt  eracfcelnm  oder 
oiclit. 

Unter  Variationen  versteht  er  die  Gebilde,  welche,  entste- 
hen, wenn  in  den  Gruppen  der  VerUndungea  (ohne  und  mit  Wie- 
derholungen) auch  die  Versetzuniren  vorkoninjen  (Variationes  sive 
Compitcationes  cum  Permutationibus).    Hiebei  wird  die  unter  a) 

Segeoene  Beschränkung  aufgehoben,  dass  die  Elenientenzahl  mit 
en  CfaaaenezpoDenten  fibereinaümnien  mflaae,  vnd  es  Iconnen  die  * 
einaelnoft  Gmppeii  weniger  Elemente  fuhren.  Hierunter  werdeo 
;  alno  nach  unserer  Ausdrucksweise  die  Versetzungen  mit  und  ohne 
Wiederholungen  aus  n  Elementen  in  den  verschiedenen  Classen 
veratanden,  mit  Ausnahme  der  genannten  besondern  Fälle.  Die 
von  Uindenbnrg  gegebeiu- Begriffsbettimmung  wird  von  ihm  je« 
clorh  niflil  sehr  strenge  gehalten,  denn  er  führt  audi  noch  andere 
Falle  bei  Aufstellung  der  zogeborigen  ZalUenausdrucke  uutet  4ia« 
^  ser  Benennung  auf. 

Einen  allgemeinen  Namen,  welcher  die  drei  von  ihm  anfee- 
föhrten  Arten  dieser  Gebilde  umacblieaat,  hat  Uindenburg  nicht 
gegeben. 

Die  von  Hindenburg  aufaentellte  Eiotheilung  der  Combina« 
tionen  wurde  in  den  meisten  ,  »lio  Kombinationslehre  behandelnden 
Schriften  beibehalten.  So  von  Weingärtner  (Lehrbuch  der  com- 
hhiatoriaehee  Analyaia.  2  Thie),  Stahl  (Einleitung  iir  da«  StiH 
diam  der  Combinationslehre),  Lorenz  (Lehrbegriff  der  Syotaktik 
oder  Combinationslehre),  Spehr  (Lehrbegriff  der  reinen  Combi- 
nationslehre), Thibaut  (Grundrisa  der  allgemeioeo  Arithmetik 
oder  AnalysU)  u.  A. 

In  der  gebraaehten  Benennung  zeJgt  sieh  jedaofa  einige  Ver- 
achiedenheit.  So  werden  die  Verbindungen  auch  mit  dem 
Namen  „Combi  na  tionen  überhaupt"  mit  und  ohne  Wieder- 
holungen, auch  „Corabinationen  imengern*%  oder  „eigen  t- 
liehen  Sinne"  beaeiehnet  Aiieb  koanmeB  die  Namen  „geerd* 
nete,  wohl  geordnete'*  oder  „gut  geordnete  Combinatio* 
nen"  vor,  so  dass  man  unwillkiihrlich  an  die  Titel  Mwohlgebores» 
hochwohlgeboren "  etc.  erinnert  wird. 

Der  hier  gegebene  Begriff  der  Variationen  ohne  nod  mit 
Wiederholungen  föllt  offenbar  mit  dem  der  Versetzungen  ohne 
und  mit  Wiederholungen,  wie  er  oben  in  dem  von  mir  aufgestell- 
ten Schema  vorkommt,  zusammen.  Nur  ist  dort  weiter,  wie  es 
In  der  NaMr  der  Seehe  riegt,  iwleeheo  heechtinlcte»  tmd  «n* 
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Niadbrlnkten  WMmM«imb  aoteraofaiedeo.    DI«  OeMMa^ 

welche  HindeBharg  und  mIm  NaehMgtr  uoter  dem  unter  a) 
aufgeführten  Namen  V  eraetsangen  ( Permutationeii)  bezeichne- 
ten, sind  nach  der  Hindenbarg «eben  Tenninologie  in  der  That 
nichts  anderes  als  Variationen  ohne  Wiederholungen  aus 
n  Eiementea  sttr  «ten  Classe,  worin  mcli  «fiae  lievtlMart» 
Zahl  voD  filementen  eln^der  gleich  «ein  haBD»  verstiMleD. 

Die  von  Hindenburg  aufgestellte  £intheilung  der  Combina- 
ÜMien  ie  drei  Arten:  in  Permutationen,  Conibinatidnen  «id 
Variationen,  ist  nun  nicht  in  der  Natur  der  Sache  begründet, 
widerspricht  sogar  einer  richtigen  Anschauungsv^  eise  und  ist  daher 
•nriebtig.  Sie  charakterisirt  einen  besoudern  Fall  einer  be- 
•liniMfan  Untet art  ato  allgemeineB  Begriff,  eoordtehi  ih»  anatatt 
Ihn  aatarsBordneaw 

Alle  ConibinationeD  (Versetzungen  und  Verbindungen) 
aarlkUen  iiaeh  derSaU  der  In  den  ehiaelneo  Gruppen  vorfcomme»* 

dm  Elemente  in  vcrschiedeaaClassen  oder  Ordnungen  und  unlct^ 
liegen  in  dieser  Zergliederung  durchweg  den  gieicnen  Gesetzen. 
Daher  ist  nicht  abzusehen,  warum  die  Grujtpen  de8  bestimmten 
Falles,  wenn  gerade  so  viel  Klcuieute  in  ibneo  vorkommen  als 
der  Glaaaeneiponent  Eiaheitett  eatbäll  fVerMtzuogeo  um  n  Ele* 
menten  zur  nten  Clasaa) •  einen  besoadern  Namen  fuhren  md 
sogar  zu  einem  Gattun^sbegrifl  erhoben  werden  aolleu.  Diess 
gdschiebt  aber  offeubar  lu  dem  vorlieeenden  Falka  nach  der  Hin- 
denburg'scbeo  Ehttheihmgaweiae.  Wollte  man  eooaeqneat  ver* 
ilÄrea,  so  mfisste  man  den  Verbindungen  aus  n  Elementen 
zur  »ten  Ciasse  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  und  den  Ver* 
Setzungen  und  W^iederholungen  aus  n  Kiementen  zur  7>ten  Classe 
auch  einen  besondern  Namen  beilegen  und  sie  zu  einem  Cxat- 
taaga begriff  erbeben,  waa  offeabar  gegen  jede  richtige  Scblnaa- 
Mgeraag  veiatOaat 

Diese  ErurteruQg  dürfte  einem  unbefangenen  Blicke  unswei- 
faUbaft  darthaa,  daaa  die  Uindenbari^'ache  Eintheilung  derCem- 

binationen  in  drei  aater  sich  verschiedene  und  coordinirte 
Arten  (Permutationen,  Combinationen  und  Variationen)  unrichtig 
iat,.  und  dass  eine  richtige  Zerlegung  des  Begriffes  nur  zwei 
anter  sich  verachiedene  and  eoordinirte  Arten  sulässt,  die 
▼on  Hindenburg  Comblnatlones  ai^e  Compticatlonea  und  Varia« 
tioneH  sive  Complicationes  cum  pernnitationihus  genannt  wurden, 
und  die  ich  mit  dem  schon  lange  gebräuchlichen,  deuteichen  Na* 
men  „Verbindungen  und  Versetzungen"  bezeichne  und 
wab#»  MW'  dar  Uatai^chied  vorkonunt,  daaa  die  Beaennan^  „Va^ 
llaittaafa"  durch  «, Versetzungen  ersetzt  ist.  Diess  schien  mit 
aaa  aa  sulässiger,  da  das  VVort  „Versetzungen'*  den  oben 
gegebenen  Begriff  ganz  gut  und  richtiger  bezeichnet  als  das  Wort 
„l^riationen*',  denn  letzteren  Wort  bedeutet  »,Venrechslung,  Ab- 
frechalnag**  nad  antapricht  dem  fitaglicben  Begriffe  dnrebana  aicht 

Hindenburg  hat  keinen  allgemeinen  Namen  ffir  die  in  Frage 
ateheaden  Gebilde  aufgestellt,  wie  der  Titel  den  oben  angefilb- 
tea  Werkes  besagt.  Sie  laaaaa  alcb  gaaa  awaaknlaaig  ■»  dam 
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N&men  „CoroblnatioDen"  bezeichnen.  Dafilr  bat  auch  der 
Sprachgebrauch  entschieden,  wie  die  Ausdrücke  ,,conibinatO' 
riacbe  Analysis,  CornbiDatioud -Lehre,  conibinatoriacbea 
V«rliüirio«te.''detttli€b  darthan,  wodarcb  Un  Allgeni«in«ndieOpe* 
mtiooen»  welche  die  Corabinationslehre  lehrt  und  dio  Amiksto 
irebraucht,  mit  allen  aicli  daran  kaipfeiideD  Geachiftcn»  «ngvoeii* 
tet  weiden. 

Gans  uastatUiaft  ist  die  Benennung  „geordnete,  wohlge- 
ordnete oder  gut  geordnete  (rite  orilinatae)  Combinationen**. 
Sie  bezieht  sich  nur  auf  die  Methode,  wie  die  Gruppen  dieser 
Verbindungen  gebildet  werden  (wobei  man  zur  Erleicnterung  den 
VnrfahfeDS  aUeidings  gans  nacbgeniinn  die  Gleoiente  mefc  ehM» 
bestimmten  Weise  ordnet),  nicht  aber  auf  die  Gruppen  und  den  Be- 
griff selbst,  wie  diess  auch  bei  der  Grupnenbildun^  der  Versetzun- 
gen  mit  und  ohne  Wiederholungen  gescnieht.  Die  Verbindnn- 
p^en  (mit  und  ohne  WiedeHiolangen)  eharakteriairen  sieh  nach  der 
in  §.  '2,  gegebenen  Begriffsentwickinng  vonagsweise  als  solebe 
Gebilde,  worin  gerade  die  Ordnung,  in  welcher  dio  Elemente 
auf  einander  folgen,  ausgeschlossen  und  daher  ganz  unwesent- 
lich ist.  iSo  stellen  z.  B.  die  sechs  Formen  abc,  acö,  Oac,  bcot 
mtbf  eki  nnr^ne  Gruppe  der,  wenn  tea  den  Gruppen  der  Yer» 
Undungen  zur  dritten  Uasse  die  Rede  iat ,  denn  nw  bat  in  die- 
sem Falle  die  nämliche  Bedeutung  wie  rba  oder  bca  u.  s.  f.  und 
alle  zusammen  vertreten  den  nämlichen  Begriff.  Ist  aber  von  den 
Vereetsungen  zur  dritten  Classe  die  Rede,  dann  stellen  diese Ge- 
•  bilde  eeche  verechledeue  Grupj>en  dar  und  acb  ist  eine  an- 
dere Gruppe  als  ahc,  oder  rhn.  Sie  sind  nicht  mehr  unter  ein> 
ander  tdentlach,  eoodero  dem  Begriffe  nach  unter  eich  geeonderte 
Dinge. 


B«Kelekn«ng  der  Cembinnftleaen« 

Um  die  so  wunschenswerthe  Kinheit  und  Einförmigkeit  für  die 
Bezeichnung  der  Combinationen  zu  gewinnen,  werden  folgende 
Sätze,  die  ich  schon  in  meiner  Combinationslebre  {.  7.  aufgeföhrt 
habe,  als  fördernd  sn  betrachten  nein. 

Die  zu  wählenden  Zeichen  sollen  so  beschaffen  sein«  dass  sie 

1)  den  ensudentenden  Begrif  ifehtig  tmtmkmmä  und  dsher 

Uar  und  erschöpfend  vorlegen.  Alle  zur  Erzeugung  des  Begriffs 
mitwirkende  Elemente  müssen  zasammengefasst  werden,  keines 
darf  übersehen ,  und  nichts  Ünerbeblichee  oder  ZuflÜliges  als  we> 
•  sentlich  bezeichnet  sein; 

2)  dass  sie  sich  der  Methode,  womach  die  Zeichen  einer 
Wissenschaft  überhaupt  gewählt  werden,  anschliesseo.  WlUkOhr 
und  Unsicherheit  mOssen  nnleidrückt  und  allgemeinen  Gesiebte- 
ponirte»  OiitwgMiiinl  «ndeiK 
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3)  Zeichen«  die  iu  der  WIsseMchaft  schon  eine  be«tiniinto 
Bedeutung  erhalten  haheo,  nid^sen  hiefur  au^sschliesslicb  beibe> 
bait«o  uod  kuooeu  nicht  auf  antlere  Begiiffe  ühergetragen  wer- 
dM.  Dkl  VeiMUiiMMRoiiK  dimm  Puaktea  bringt  IteädiarMU 
«ad  Vcffwfartodg  ia  iÜB  B6Micliiiui||8H«be. 

Nach  dieaeo  AndeutuogeD  ioa««co  die  Zeicheu  in  der  Com- 
biaatiofluMire  so  gewihlt  wsrdsft,  dm  io  ibMO  alle,  von  einen 
Bef^riffe  uiuschlosacnaa  Cybifte  aatbaltea  «ad  au^gesprocbaa 
siiia.  Da«i,ZeiQbea  tMiM  dabes  aontbaa: 

tt)  die  Art  der  Combinatiooea,  welche  gebildet  werden 
sollen,  al.s  da  sind:  VersetzuDgen  oder  Verbindungen,  ohne  and 
mit  Wiederboluogen,  mit  bescbrlaktea  und  unbeschräakten; 

4)  die  Elemente,  woraus  die  Gruppen  gebildet  werden  sei- 
len, ftiiR  einer  oder  mehreren  Eleroentenreiheo.  Viele  von 
den  bisher  gewählten  Zeichen  übersehen  diese  Bedingung  gaux, 
and  dürften  deswegen  nnzulfi«$ig  sein; 

c)  die  €  lasse,  oder  Ordnung,  d.  i.  die  Zahl  der  Elemente, 
irebsha  In  Jader  dar  •»  bildeadan  Uaawa  aa^aouneagestellt  wer^ 
den  aollen 

Ausser  diesen  drei  Grundbedingungen,  die  in  keinem  Zeichen 
fehlen  dHrtea,  bdnn^  noch  andere  Nebenbegriffe  anfgenommea 
«Verden,    wie   z.   B.    Sitoimea»    ivelche    die  zueammeoiril^ 

kenden  Elemente  hervorbrint^en  sollen,  oder  Abtheilungen 
oder  Fächer,  worein  sie  gebracht  werden  aellen  und  derglei- 
chen mehr. 

Stillschweigend  werden  wohl  in  jedem  Werke,  worin  auch 


werden,  und  selbst  von  denen,  die  keine  Zeichen  gebrauchen,  son- 
dem  den  darzustellenden  BegHff  mit  'Worten  geben,  die  bier  auf- 
gestellten Bedingungen  als  massgebend  anerkannt.  Bis  zu  einer 
gf  eichfurmigen  ßezeichnungsweise  hat  sich  aber  dietne  Aner- 
kennung noch  nicht  gesteigert  Jeder  geht  der  hergebrachten 
Gewohnbeit  aacb.  Ein  ricbtiges  Zekben  aber  tot  die  kOrzeste 
Terminologie,  erapart  viele  Worte  und  erleichtert  die  weitere  Aus- 
bildung der  Wissenschaft  ungemein.  Die  Mathematik  erfreut  sich 
dieses  Vorzugs.  Die  Einigung  aber  scheint  auch  in  diesem  Ge- 
biete  eine  Sisyphus- Arbeit  zu  sein.  Sie  kann  nicht  von  dem  Ein- 
seinen darebgeiöhrt,  aondern  niuss  durch  das  Zusammenwirken 
Einzelner  angebahnt  uod  durch  allmSlige  Verbesserung  bewerk- 
stelligt werden.  Hier  soll  t)tin  der  Versuch  einer  solchen  Anhah- 
naag  io  wohlgemeinter  Absicht  gemacht  werden,  der  sich  viei- 
leicnl  dadwdi  ea^ileblen  dteue«  Aia  die  von  Rlhdenburg  gep 
iMldt0«ber  niflirt  diKfbaeRlbite»  .In  vielen  Schriften  auch  acnon 
angenommene,  von  anaem  wieder  verh^sene  Bezeichnungsweii^ 
zu  Grunde  gelegt  wird,  die  überdiess  den  Vorzug  grosser  TiilJ- 
sjonkeit  uud  Brfmchbaikeit  bietet,  wie  aus  meioer  Combiiiatioiis- 
Hibre  hervorgeht«  wo  sie  aicb  syattmatSacb  waiti;r  ausftebU^  fin} 
nnifUjiiionrt  aanei. 


nur  die  ersten 


behandelt 
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Die  Versetzungen  werden  dieser  Methode  zufolge  durch  P 
(Anfangsbuchstabe  des  Wortes  Periuutatio) ,  die  Verbindungen 
durch  C  (Anfangsbuchstabe  des  Wortes  Combinatio)  angedeutet« 
die  Elemente  werden  neigen  an  geschrieben ,  durch  Komnata  ce- 
trennt  und  in  Klammern  eingeschlossen.  Rechts  oben  an  die 
Schlussklammer  kommt  die  Classenzahl  als  Exponent  zuste- 
hen, 80  wie  die  unter  a)  —  c)  aufgestellten  Sätze  es  fordern.  Die 
Wiederbolangen  werden  dnreb  einen  Strieb  ani^eteigt,  der 
oben  rechtx  an  den  Buchstaben  P  und  C  nach  dem  Vorgange  der 
meisten  Schrillen  gesetzt  wird.  Hcbchränkte  Wiederholun- 
gen werden  durch  Exponenten  angedeutet,  welche  oben  an  die 
zu  wiederholenden  Elemente  angeschrieben  werden,  wie  diess  be- 
kaontiich  lingst  gebrSucblieb  iet. 

Hiernach  werden  die  V'ersetzuns^en  ohne  Wiederholungen 
aus  den  Elementen  a^,  o^,  a^..^an  (n  Elementen)  zvi  qivsk  Classe 
beMichnet  darch 

4)         •  P(fli»  fl».  oj....  aiO*. 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  (unbeecbfipfct) 
aoe  deoaelbeo  Elementen  so  derselben  CI«Me  dnrcb 

Die  Versetzungen,  worin  ein  Element  (cr^)  Amal,  ein  an- 
dere» (a^)  Amal  wiederholt  erscheint  (mit  beecbr&nkten  Wie- 
derholungen) durch 

Hierin  ist  bekanntlich 

Die  Verbindungen  ohne  und  mit  Wlederbolongeo  ans  den 
oben  genannten  Elementen  xor  ftoa  daaae  w«ideii  anabig  dnreb 
firIgMde  Zelcb«ii  aagedeutet: 

7)  C(ag  9  ^»••r^iO*» 

8)  C'(a, ,  o»,  a^^.,..th!jß 

9)  C(ai,  «*t>  %•  o^«»  «sf-o«)«- 

Sollen  Combinationen  in  irgend  einer  Classe  zu  einer  bestimm- 
ten Summe  bezeichnet  «erden,  ee  tritt  DMsb  Mo  neues  Element 
binzn,  das  in  das  Zeichen  aufgenommen  werden  muss.  Diese  wird 
dadurch  angedeutet,  dass  man  in  die  Klammer  vor  die  Elemente 
den  kleinen  lateinischen  aber  langen  Buchstaben  (/)  und  neben 
ihn  die  verlangte  Summe  schreibt,  und  dann  ein  Semikolon  vor 
den  Elementen  folgen  Ifisst  Alle«  andere  blMbt  an  der  BcmMch» 
nnng  nngeändert.  Die  Combinationen  (Versetzungen  und  Ver- 
biliaangen)  mit  and  ubne  Wiederbolangen  aas  irgend  einer 
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« 

BiementeoMbI  la  der  ^ten  Cla^ae  sur  Summe  m  trerdeo  sofort 

der  Reibe  neeli  beeeicknet  dureb: 
• 

11)  ^(/m;Oi,  oj,  a,.  ..a»-«f|)«, 

19  C(/in;iii*  «t» 

13)  C(/m;a| ,  a^,  o,  ....OM-f^i)«. 

Sollen  Combinetloaen  «n  beetianteii  Untereebiedee  angedeoMI 

werden,  so  werden  sie  auf  die  vorstehende  Wei^e,  nur  mit  der 
Abänderung  dargestellt,  da^  man  allenthalben  d  statt  /  schreibt 
und  alles  Uebrige  in  dem  Zeichen  unverändert  lässt.  Kommen 
Biebrere  EUemeotenreiheo  in  Frage ,  so  werden  «ie  iu  die  Klammer 
•ingetregeo. 

Die  Zahlen  ausdrücke  der  bisher  angedeuteten  Begriffe 
laeeen  sich  einfach  darch  eckige  Klemmern  statt  runder  an* 
geben.  Man  bat  dann 

14)  P[asi.  %,flt.-*J«=»«^-*=»(»-l)(»--2)-.(«--^+l).  . 

Die  hier  gegebene  Bezeichnunssweise  beurkundet  ihre  Zwecke 
nSssigkeit  insbesondere  dadurch ,  aass  sie  sehr  leicht  noch  ander- 
weitige Beatimmuns^en  in  sich  aufnimmt,  und  d'ass  sich  noch  an- 
dere Arten  von  ConiUinationcn  und  vielerlei  mit  ihnen  vorzuneh- 
mende Geschäfte  durch  sie  andeuten  lassen,  die  bisher  durch 
Worte,  also  auf  viel  imeliiidNebere  Weise,  ausgedrifekt  wurden. 
Diess  Ist  bei  der  Verbindung  der  aus  verschiedenen  Elementen- 
reihen erzeugten  Gruppen  unter  einander,  bei  der  Vertheilung 
der  Elemente  einer  oder  mehrerer  Elementenreihen  in  Fächer  u. 
B.  vv.  der  Fall,  wie  man  sich  aus  meiner  Combinationalebre ,  aue 
meiner  Abhandlung  »die*  Versetzui>gen  mit  Wiederbolnngen  xn 
bestimmten  Summen  aus  einer  o(I(>r  mehreren  Eleincnteiirolhen 
u.  s.  w."  überzeugen  kann.  Sollen  z.  B.  die  Gruppen  der  Coinbi- 
nationen  yerschiedener  Elementenreihen  so  mit  einander  verbun- 
den werden,  dass  Je  h  Elemente  der  ersten  Reihe  mit  Je  k  Ele- 
numten  einer  zweiten,  mit  je  I  Elementen  einer  dritten  u.  s.  w. 
zusammentreten  und  zwar  so,  dass  sich  die  Elemente  verschiede- 
ner Reihen  nicht  unter  einander  vermischen,  so  kann  man  diess 
dadurch  darstellen,  dass  man  die  DimeuKionen,  in  welchen  die 
Elemente  neben  einander  treten,  als  Exponenten  neben  «ioaader 
schreibt  und  durch  Kommata  Ton  einander  trennt  Hierdurch  ent- 
stehen folgende  Zeichen:  « 

» 4t »ft^ ••••  Ä»5C|, <%,...  Cp;.«.)^^^"* 

die  auch  für  die  Versetzungen  und  Verbindungen  mit  Wlederho 
iungen  gelten. 
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Bs  fiM  eeoagen,  die  CSrandzOge  dieser  BekefcIniungsweiM 
hier  festgestellt  zu  haben.   Wegen  der  weitern  Aosföhnnig 
weise  ich  auf  deo  Inhalt  der  Abschnitte  IV  —  VIII.  meiner  Corh 
binatloae-Lehre,  wo  das  Hieher-Gehorige  nacbausehen  ItL 


1.6  ' 

Geschichtliche  Bemerkungen. 

Die  Elemente  worden  anÜDglicb  durch  die  Bnehstaben  des 
▲IfMiabetes 

oder  durch  Zahlen  ^ 

2t  3»  4,  Ö9  6>  •«..« 

bezftichnet  und  zwar  ko,  dus8  a  da«»  erste,  b  das  z^vcite»  c  das 
dritte  Element  u.  s.  \v.  durstellte.  Jedem  Elemente  wurde  anf 
diese  Weise  ein  Ordnnngswerth  beigelegt.  So  bei  Binden  barg« 
Weingärtner,  Stahl  o.  s.  w.  In  spätem  Sdiriften  von  Thi' 
baut,  Scherk  u.  A.  worde  diese  Darstellungswetse  wieder  Ter- 
lassen  nnd  man  findet  nur  ein  Element,  und  über  dasseitie  dis 
Ordnungszahl  geschrieben  auf  folgende  Weise: 

1    9   8   4   5    S  • 
Ify  €I«M»4I« 

Diese  Bezeichnung  ist  im  Schreiben  sehr  zeitraubend  und  für  den 
Druck  ungeeignet.  Die  oben  in  4.  angenommene  Bezeicbnungs* 
weise  der  fleaente  doieb  Aohangen  der  StaUenseUstt 

^1»  ^» 

vermeidet  diese  iSachtheile  und  fordert  den  Ueberblick  sehr. 

Das  Vorschreiben  der  grossen  Bncbstaben  ^  und  C  vor  die 

in  Klammern  eingeschlossenen  EUmicote  ztir  Bezeichnang  der 
verschiedenen  Cnmbinationsarten  steht  mit  der  Methode,  welche 
In  der  neueren  Zeit  zur  Bezeichnuni^  der  Begriffe  in  der  Mathe- 
matik in  Anwendung  gebracht  wurde,  vollkommen  in  CinklaDg* 
Man  darf  sich  nur  an  die  Bezeichnung  der  Differenzen,  Logaritt 
men,  Sinus,  Cosinus  etc.  erinnern.  Schon  Binden  bürg  fassts 
diese  Idee  anf  und  sagt  p.  41.  des  ol)en  angeftthrten  Wethes: 
, »Operationen  combinatoriae  optime  et  simplicissime  indicantur 
praeponendo  ipsa  verba,  vel  literas  initiales  literis  sive 
numeris,  positis  pro  rebus  (F^lemente),  quibuscum  operaÜo  in- 
stitai  debef'  und  schlügt  folgende  Zeichen  vor: 

PermntatloRes  (o,  6,  c,  d  )  sive         9,  3,  4,....), 

Complicationes  (1  ,  2,  3,4,....)  vel  Via,  ß,  y,  ö,.. .)» 
YariatioDes  (1»  2,  3,  4,....)  sive  F(a»  ß,  y,  d,^..); 
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UH  aber  den  Gedanken  nicht  fest,  und  v^ählt  sogar  eine  ßezeich 
•uDgüvrelse,  worin  die  den  Hegriff  erzeugenden  Momente  gar  nicht 
iH  erkennen  8ind.         bezeichnet  er  z.  ß.  die  Verbindungen  aus 
•EloMDte  snr  ersten ,  ««reiten,  dritten  Claifie  n.     w.  anrdi 

IKese  Bezeichnungsweise  wird  von  Weingärtner,  Stahl  u.  A. 
feilRhahen.  Dem  Cbeeencsponanten  wird  aber  in  all  dieeen  Dar- 

i^ellongen  keine  RQcIcsicht  jsetragen.    In  spätem  Schriften  wird 
der  Exponent  über  den  die  Gebilae  andeutenden  Buchstaben  nnd 
Elemente  oder  Zahlen  werden  unten  oder  rechte  cur  Seite 
ugencbrieben  auf  folgende  Weise: 

^(o,  6,  c, ....«)  oder  ^'(^»  2,  3,....«) 

od« 

t  oder  f: 

,  (•»  6»  Cf**ii)  (]»  2«  3, .•••Ii). 

Uuweifelhall  gebohlt  dem  Zeichen 

9  ^9  eg«**««4fa)f 

den  eenannten  der  Vorzug.  In  manchen  fUlen  nnd  nament- 
H  bei  Collectif «Bezeichnungen  können  zw  Rauro-Ersparnng  die 
Eleacnte  noten  angeschrieben  werden. 

Sollte  nun  noch  der  Begriff  der  Summe  aufgenommen  ucr- 
ieo,  so  wurde  die  sie  bezeicnnende  Zahl  rechts  oder  links  oben 
ujresebrieben.  Diese  Stelle  gebflhrt  aber  nicht  der  Summe,  «on« 
jtn  dem  Exponenten;  daher  muss  das  die  Summe  vertretende 
2eicbeD  eine  andere  Stelle  einnehmen,  wie  diene  auch  schon  oben 
(Ivchgcliibit  ist. 

Um  nun  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  die  Bezeichnungen  in 
^  CombiDationeo  durch  einander  laufen ,  soll  hier  Einiges  zu- 
MM  und  den  oben  gegebenen  Zeichen  eegenOber  gestellt 
*eiden.  Wir  geben  das  Schema  mit  unseren  Zeichen  und  denen 
^oQ  Hindenbnrg,  Tbibaut,  Eytelweln  und  Spehr  ge* 
i^whtca: 
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kolwigeo 

iZ)  VersetsaDgen  m  « 

mit  Wiederho-  'if(lic«.  üf),  '         '  F»,  F; 

lungen 

^  Versetzen,  mit  m 

Wiederhol,  zu  /^a«;«i .«■...)". "^(üeg*-Äf)."F«,    »F'«»  »Fj 

best  iSummen 

4)  Verbindangen  n  m 
ohne  Wieder.    afli,Oa,...a,)"',  M'(8teb.M),  C,       Cm,  Ci 

holuog«n 

5)  VerbindoDgen  a 
mit   Wieder-    C{ai^»Mmjr»  'M(eteb.M),  'O,  C«, 

holangen 

6)  Verbind,  mit  m  m 
Wiederh.  zu  C(/R;«|,aj|H.>'"»w''M(steb.M)»c"C,  /;*C. 
best  Suuiraeo 


Wer  ein  treues  Bild  von  dieser  ver^rirrenden  Bezeichiiunt^ST 
weise  wünscht,  der  wird  sie  in  der  ISchrift  über die  Bezeichnung 
in  der  combioetoruKcben  Aoalysis  von  Weingartner"  finden« 
wo  noch  weitere  Zusammeostelluhgen  hierüber  gesehen  sind. 
Jedenfalls  wird  das  Streben ,  und  das  i>t  hier  Hauptsaclie,  gerecht- 
fertigt erscheinen.  Ordnung  in  diese  Uusicherbeit  und  systemlose 
ZeriSlireiibeit  und  VerwirruDfc  sn  bringen.  Zu  diesem  t^wk  ist  auch 
eine  Schrift  von  C.  (>.  Sehe  i  her t  erschienen  unter  dem  Titel  „%vtk 
Versuch  die  Cnmliinationslehre  als  Wissenschaft  /.»i  begründen 
und  die  Wort-  und  Zeichensprache  in  ihr  festzustellen".  Ferner 
bat  der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  schon  längst  (1.  Suppleni.- 
Bd.  zu  Ktugel  8  Wvrt%rbuch  der  Mathen|)atUc  S.  dW.  n.  U)  auf  das 
Bedflrfniss  und  die  Nothwendigiceit  hingewiesen ,  auf  möglichste 
Vereinlachnni;  der  Hezcichnung  in  der  Conibinationslehre  hinxu- 
wirkeii  und  ^»ich  zu  einer  gleichiuruiigen  uud  semeioscbafttichea 
Bezeicbnungsweise  xu  verMnigen.  Diesem  BMürfnisse  soll  die 
von  mir  v«»rgeschlagene  BezeiehnuDg.oiweise  en%egen  kommen. 
Ich  bin  ^veit  entfernt,  sie  für  die  einzig  richtige  zu  crklhren.  Sie 
soll  eine  (jruniliage  sein,  auf  welcher  man  weiter  auOjauen 'kann. 
Der  Vorzug  dürfte  ihr  wenigstens  zuzusprechen  sein,  dass' luaa 
durcb  «ie  und  auf  ganz  consequente  und  systematlsclie  Wdse 
weiter  gelangt,  als  man  mit  jeder  der  bisher  vorgescblagefien  und 
angenommenen  gekommen  ist.  Man  verbessere  oder  suche  sie  zu 
verbessern.  Genügt  sie  nicht  und  ist  das  Mangelhafte  an  ihr  nacb- 
ge wiesen,  so  ▼erfasse  man  sie.  Es  wird  immer  ein  Gewinn  sein» 
auf  dem  Wege  des  Ungendgenden  su  dem  Bessern  vergeschrlttea 
so  sein. 

Aus  den  hier  vorgelegten  Gründen  kaoo  ich  mich  aucb  nicht 
der  Ansicht  derer  anscbiiessen,  die  bei  der  geoannlen  BaeMagn 
In  der  aenenten  Zelt  auf  die  Begrlbbestimmnng  vnd  Benennung 
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aus  der  Zeit  des  ersteo  Anfangs  der  Combi nationslehre  von  Hin 
denbtirg  wieder  zuKickkehren ,  da  sich  diese  Be8timmungen  und 
Bezeichnungen  den  gemachten  Bemerkungen  zufolge  ungenügend 
oajraisfn. 

Dless  ist  der  Fall  in  einer  Abhandlung  von  Herrn  Weiss, 
welche  im  34.  Bande  255.  und  38.  Bd.  »S.  107.  in  Crelle's 
Joamal  eraehieDen  ist  vod  d«ii  Titel  Ahrt:  «EiDige  Aufeaben  aas 
der  Combinationslehre**^  Der  von  dem  Verfasser  gewähUe  Gegen- 
stand ist  gut  und  gründlich  durchgearbeitet.  Man  (indet  aber  dort 
^yini  Einklänge  mit  äitern  Werken"  wie  es  beisst,  die  Defmitionen, 
Eintheilnng  and  Benennungen  \vieder,  wie  sie  oben  6.  3.  vonHin-* 
detfburg  aufgestellt  worden,  und  wornach  sie  in  ,,Fermutatio- 
oen,  Combinationen  und  Variationen"  (S.  255.  Cr  eile's 
Journ.)  zerfallen.  Ich  glaube  es  dem  Urtheile  des  Leser«  über- 
lassen zu  sollen,  ob  nach  dem  in  ^.  3.  Gesagten  diese  Einthei- 
laog  zoULssig  ist  oder  nieht,  and  bedaueio  nur »  dass  dsf  Terbs- 
86r,  der  mit  sehr  grosser  Gewandtheit  seinen  Stoff  befuuidslt  htÄ, 
nicht  Veranlassung  genomnien  hat,  die  Grunde  anzugeben,  warum 
er  diese  Eintheilung  und  Benennung  festhält,  und  warum  eine 
Aenderung  derselben,  die  sich  meines  Dafürhaltens  im  Laufe  der 
Zeit  doch  schon  fiihlbar  gemacht  hat,  onzalisrig  ersehenen  dflrile. 
Es  hätten  ^ich  gewiss  hieran  Anhaltpunkte  zur  Verbesserung  und 
Berichtiiiiing  und  dadurch  unmittelbar  oder  mittelbar  zur  Feststel« 
iung  der  Begriffe  und  der  Zeichen  knüpfen  lassen.  Wir  verniissea 
diesB  am  so  moiir,  da  Herr  Woiss  in  seiner  Aibbamllung  einen 
bisher  noch  wenig  beachteten  Zweig  der  Combinationslehre  „  d  I  o 
Combinationen  (Versetzungen  und  Verbindungen)  mit  be- 
schränkten Wiederholungen"  behandelt  hat,  der  ihm  ge- 
wiss Geiegenheit  sn  woiteni  Andeutungen  (ür  richtige  Boseich- 
nungsweise  gegeben  bitte.  Den  Gegenstand  seihst  hat  er  in  einer 
Ausdehnung  untersucht.,  wie  er  bisher  in  den  hierher  gehörigen 
Schriften  nicht  untersucht  wurde.  Ein  Theil  der  einschlagenden 
Aafgabeo  ündet  sich  von  Herrn  Professor  Scherk  (Mathema- 
tiscb«  Abbnndlungen.  Berlin  18^5.  8.07.)  bearbeitet,  aber 
nicht  bis  zu  dem  Umfange  fortgeCUbrty  welcben  der  Verfasser 
ibm  sa  geben  wosste. 

■ 

Wenn  mm  der  genannte  Gegenstsnd  ancb  Ton  mir  iiier  anf- 

fegriffen  wird,  so  geschieht  diess  einerseits  deswegen,  weil  ich 
ie  Bedeutung  dieses  Gegenstandes  in  der  Combinationslehre  und 
den  beiden  angeführten  Arbeiten  gerne  anerkenne,  andererseits 
deswegen,  weil  sich  diesem  Gegenstand  noch  eine  weitere  Ansicht 
abgewinnen  lässt,  wodurch  sieb,  im  Ifinhiiclce  auf  die  za  erzie- 
lenden Resultate,  die  Ausbeute  neuer  Sätze  noch  steigert.  Der 
Gegenstand  wird  aber  hier  nicht  in  seinem  ganzen  Umfang  behas- 
deit  werden,  da  es  sich  nicht  darum  handelt,  Bekanntes  %vieder- 
sngeiien,  sondern  nm  in  so  weit,  ab  die  EntMleklnngswelse  rer- 
schieden  ist,  und  soweit  die  Anffindaog  anderer  Sätze  etwa  Vor- 
|»ereitung  erheischt.  Hierbei  werde  ich  mich  der  oben  aufgestell« 
ten  und  in  meiner  CorobioatioDsleiire  durcbgeliUirteu  fieseichnung«- 
weise  Iwdieoen.  ' 

Tbeil  1?.  1<» 
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*  .  •  •  • 

Einige  Sätze  über  die  Verbindungen  «nd  Ver^tftM«" 
gen  mit  besehrinkten  WiederhoUngen. 

Unter 

P  '  f 

werden  die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  n  Elementen  zur  ^ten 
riasse  verstondea  und  zwar  so,  dass  in  jeder  elosebiiBii  Cinippe 
<1.)8  Element  a%  gerade  pmal  (nicht  mehr  nicht  weniger)  and  dae 
Element  «4  gerade  rmal  und  gleichzeitig  mit  ihnen  von  den 
übrigen  Elementen  jedes  nur  einmal  in  der  erforderlichen  Ergän- 
zuiis  bis  ^ur  Clas»eiidimeii6iüu  (9)  vorkommen  soll.  Dieser  Be- 
grin  und  das  Zeichen  1)  steht  gans  analog  mit  dem«  was  schoD 
ikngst  durch  das  Zeichen 

J»         r  t 
9)  jP(«i>       ^>  flu) 

ausgedrückt  wird. 

Die  hiedurch  bedingte  üruppenanzahl  ergibt  sich  durch  Aus* 
Scheidung  der  zu  wiederholenden  Elemente  sehr  leicht  und  es  ist 

p         r  fr 

3)    C{i^,tfs,a3,(i4,....an]7=  »2^7^        ffj.flj, ...  a«} 


VasGeeets  trftgt  sidi  anf  folgende  Weise  in's  Al^emebe  Iber: 

pi  Pi  Pf- 

a:>ai0.2...(tr  C  [ffr  J  ,  ,  rtr  |  j....  «nJ^-J»»—^-  


unter  . 

K\    /->  _.tW'^'_  wi(fw— l)....(iii~jr-i-t) 

»  W'^TSiT*«  jxfi  ^ 

oder  nach  Legendre'scher  Schreibart' 


I 
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«^ivlen  Binl.  Der  Kürae  we|ifen  werden  wir  im  FolgeideB  «M 

(ft^iykh  des^  Ausdrucks  5)  bedienen. 

b ▼oratehendwi  Form  Ist  tl^r  in  t),  3)  und  4)  liegende 
i^f  8tht  enge  und  bald  erschöpft.   Bemerkt  man  aber,  d^ss 
Grupj»en  der  Verbinduneren  mit  unbescbrSnkten  Wicder- 

im^n  jedes  riement  filr  sich  alle  VViederholuijeen  bis  zum 
b«jfii*iponcn<«n  in  allen  zwi«chenilegenden  Abstufungen  durcli- 
ttB  bnn.  so  Misst  sich  der  in  1),  3)  und  4)  üeirende  Begriff  er- 
kvo  and  man  kann  folgende  l^robleme  ^ur  lieuniwortung  vor- 

r. 

'Die  Gruppen  der  Verbindungen  ans  irgendeiner 
meitenxahl  cur  ^ten  das««  werden  gebildet: 

Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin 
wtlmmfe  Attsahl  von  Elementen  wenigstens  ein- 
e!pe  andere  wenigstens  ziveimal»  eine  dritte  we- 
ptfis  dreimal  a.  s.  w.  wiederholt  ersclielntt 

tt)  wie  2  r  o  s  s  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin 
tbestiniinte  Anzahl  von  Elementen  b  üchsteus  ein- 
keile andere  höchstens  zweimal,  eine  dritte  hücb- 
imdreimal  tu  s.  w.  wiederholt  erscheint? 

Hieran  scblie.^'^en  sich  noch  folgende  m  andeier  Bes&ehmig 
M  UHBteresüante  Aufgaben  an. 

Gruppen  der  Verbindungen  aus  irgend  einer 
füestenzalii  xur  ^ten  Glasse  werden  gebildet 

if)  wie  gross  ist   die  Anzahl  der  Gruppen,  worin 
lad  eines  der  gcgebeoen  £iemeiite  weuigii»tei}«  rjuiajl 
, »herholt  erscheint? 

1 

[i)  wfe  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen«  worin  es 
tt«tfBs  rmal  wiederholt  erscheint? 

Oienoter  «)  aufgesteHte  Aufgabe  soü  so  angedeutet  werden: 
Ke  oater  6)  aufgestellte  so  2 

Li*       *     *"*  Jr-i         a      •  • 

»'(«ifSji»... ff»^»  iii»|^4 !»•.••        >    ^*«. » 9 "Hf  f i  f  *Si)*t 

h4miSyml»ole  6)  li^en  folgend«  JMingungen:  Elemente 

rweoigstemi  einmal;  if«  Elemeote 


I 
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SS       s       s  s 

soUen  trenigstens  dreimal  wiederholt  u.  s.  w.  in  den  za  bilden- 
den Gruppen  Torkommen.  Diess  liegt  in  der  Natur  der  Sache. 
Denn  wenn  eine  bestimmte  Elementeittlil  weatgstens  einmal  tot* 

kommeu  soll,  so  muss  sie  auch  zweimal»  ferner  dreimal  u.  s.  w« 
und  endlich  ^mal  (so  oft  als  der  Exponent  angiebt)  vorkorameBb 
Für  die  Gruppirung  der  wiedcrholenuen  Elementenzahlen  ergibt 
sich  daher  hinsichtlich  der  Grösse  folgende  Bedingung: 

Hiemaeii  Ist  %  die  kleinste  und  si*  die  «Ssste  ZaU.  Die  swl- 
schen  liegenden  Weitiie  von  ti  sind  aufstmgend  geordnet 

In  dem  Symbole  7)  liegen  folgende  Bedingungen,  ni  £lemeote 

also  alle,  sollen  höchstens  einmal;  Elemente 

ißi»  «a»  ^ 

sollen  hUrbstens  awsimal  oder  als  ZweifiMdies;  %  Elsmeate 

S     S     s  t 
(Ol»       St»»— e«»/ 

sollen  höchstens  dreimal  oder  als  Dreifaches  u.  s.  w.  vorkommen, 
wie  diess  auch  hier  .in  der  Natnr  der  Saehe  liegt  Es  ist  ferner 
«1  die  grOsste  und  tik  die  kleinste  Zahl.  Die  übrigen  Zahlenwertfte 
liegen  zwischen  beiden  Grenzen  in  aboelimendem  Werthe»  Hier- 
aus ergibt  sich  folgende  Bedingung: 

H)  Jii>iia>iH>t|«.^.>fift. 

A  kann  sich  höchstens  bis  zu  q  erheben.  Das  Gesagte  scbliesst 
Jedoch  nicht  ans,  dass  in  8)  vod  9) 

flj  =  7?j|  =  9lg  =  tt4  ~  .. 

sein  kann,  oder  dass  die  n  alle  unter  einander  oder  parttemrelse 
unter  einander  gleich  sein  kSnnen. 

Die  Aufgaben  unter  e)  und  stellen  sich  durch  folgende 
Symbole  gaas  einlach  dar  r 

r      r      r  r  f 

10)  'C{ai,  a^y  a,,  ....  o«)  , 

r      T       r  T  q 

11)  *C{ai  ,  a.j,y  «3,  ....  da)  . 

t 

\Vird  r=l  io  10),  so  fallt  die  Bedeutung  von  10)  mit  CiaiyO^^a^ 
xnsammeu,  denn  es  entstehen  sofort  die  Gruppen  der  verbind«»- 
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Ml  mit  unbeschrünkten  Wiederholungen  ans  n  Elementen  zur  ^ten 
CbMe,  denn  es  sollen  die  Gruppen  der  Verbindungen  gebildet  fver- 
dan,  worin  Jedes  Element  wenigsteiw  einmal  vorkommt  Wird  r=f 
m  II),  so  fällt  11)  mit  dem  nämlichen  Begriff  sosammen,  denn  es 
sollen  die  Gruppen  der  Verbindungen  aas  n  Elementen  zur  ^ten 
Classe  gebildet  werden,  worin  jedes  Element  höchstens  ^mal  wie> 
derholt  vorkommen  soll.  Mehr  als  ^mal  kann  es  nicht  wiederholt 
ferkemmeB> 

Manche  werden  vielleicht  die  Symbole  6)  und  7)  als  schwer- 
ßülig  tadein.  ich  elaube  aber  nieht,  dass  dieser  Vorwurf  gerecht 
ist,  wenn  man  beoenkt,  wie  viele  Worte  erfordert  werden,  um 
Jen  Sinn  derselben  nach  a)  und  A)  anzudeuten ,  und  ferner  bedenkt, 
wie  viele  Bedinj^ungen  in  die  Zeichen  nach  dem  Inhalte  der  Auf- 
gabe gel^t  werden  müssen,  die  alle  anzugeben  in  Worten  noch 
riel  omsttuidlicher  iet«  und  wenn  man  endlieh  herflckelchtigt,  wie 
nfibsaro  ea  wird  ans  den  Werten  die  Bedingungen  der  Aufgabe 
sich  klar  zu  machen,  was  allen  durch  das  Symbol  aebr  veran- 
•chenlicht  wird. 

Die  unter  a) — aufgestellten  Probleme  lassen  sich  auf  die 
Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederholungen  anwenden.  Die 
Uebertraguug  auf  die  Versetzungen  wird  dadurch  leicht  bewirkt, 
dass  man  in  dleVerbindungsgruppen  die  augebOrigen  Venetiungs- 
laUa  eioMri 


Die  im  vorigen  Paragraphen  voivelegten  Aufgaben  lassen  sich 
dmch  die  beeomlere  Art  von  Combinationen  losen,  die  sich  im 
9ln  Abeehnitte  meiner  Combinationslehre  §.31  —  §.  37.  S.  73  u.  ff. 
aufgeföhrt  finden ,  und  die  durch  den  Zusammentritt  mehrerer  Ele- 
mentenreihen  entstehen.  Die  Gleichung,  welche  zur  Beantwortung 
dÜnt,  int  $.  36b  Nro.  ItS.  8.  85.  angegeben  und  folgende: 

I)        C[ai,Si»...na;  bi,6^9^bm$Ci,eg,,^€Q;^yi^f^* 

=  :  |<ii,_  =(ii)»(m— äm^-^— 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen, 
wenn  4  Elemente  der  ersten  Element^nreihe ,  mit  k  nicht  ähnli- 
chen (ungleichartigen)  Elementen  ans  der  zweiten  und  beide  mit 
weitern  /  nicht  ähnlichen  oder  ungleichartigen  aus  der  dritten  Ele- 
meotenreibe  u.  s.  w.  zusammen  treten.  Unter  ähnlichen  oder 
glei^ artigen  Elementen  werden  nimlleh  solche  Terstanden, 
wriche  verschiedenen  Elementenreihen  zugehUrem,  aber  die  glei- 
chen Stellenzahlen  führen,  also  die  ersten,  zweiten,  dritten  Ele- 
iMDte  u.  a.  w.  in  den  verachiedenen  Elementenreiben,  wie  a«  B. 
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u.  8.  f.  Die  Gleichung  1)  bat  da«  Eigenthüjnlicbe,  das«  bei  4«b 
näiiiiicheo  Elementeoreiben  und  Classenexponenteil  die  veränderte 
Ordiuinp:,  ^voiiii  die  Elemcnteiireihen  mit  ihren  /.u^ehürigeii  Clad* 
8tMM'X|MiiuMiteii  inil'  einander  folgen,  verschiedene  (»ruit|>#nan/.ahlen 
erzeugt.  (S.  Conibinationslehre  6.  74.  und  73).  Die  Gruuuenanzahl 
%rinl  Ml  grOssten,  wena  die  ElenentenreihM  na^  der.  XeU  Ihrer 
blemente  geordnet  werden«  so  dann  die  Eldneotenzabl  jeder  noch* 
folgenden  Reihe  die  der  vorhergehen  den  an  Grösse  ühcrtriflft. 
biej>e  Anordnung  v^ird  im  Folgenden  vorausgesetzt  und  xnX  scboo 
In  8)  6.  voraa«ige4ebeu.  Wird  eine  andere  AnordilMAg  verlangt, 
oder  oeduiiit«  so  ftodert  eich  damit  die  GroppenslahL 

Die  Gleichung  I)  kann  nun  dadurch  für  den  vorliegenden 
TtWtfiV  bei  Bildung  der  Verbindungen  mit  beschriuiktea  \Vieder- 
holungen  benutzt  werden,  dass  man  unter  den  EleneDtea  der  VM- 
schiedencti  Heihen  beziehlich  solche  Elemente  versteht,  welche 
als  einfache  oder  geradere  in  ma  1  wiederholt,  welche  als  xwei- 
fucbe  oder  gerade  xweimal  wiederholt,  als  dreifache  u.  si. 
Hv  m  MrMlilett  aiild.  HiMMli  teft  B. 

2*  2       3     3  3  S*M 

und  man  erhält  die  Grunpenanzahl  der  Verbinduuuen ,  worin  drei 
unter  sich  verschiedene  L.leniente  der  ersten  Keihe  als  eiiifaehe 
oder  gerade  einmal  wiederholt,  mit  zwei  weitern  uiifer  sich 
und  von  den  andern  verschiedenen  Elementen  der  z^^eitun  iicihe 
als  isMr^ifaelie  oder  gerade  aweimal  wiederhelt  «nd  beid« 
sofort  mit  je  einem  weitem«  von  sämmtlicheo  vorheruehendeai 
verschiedenen  Elemente  aus  der  dritten  Heihe  als  dreifaches 
oder  gerade  tl  retinal  wiederliolt  erscheint.  i)ie  hierdurch 
entateheildeD  Gruimeu  gehören  der  (;3.1  4-2.24- 1.3) ten  oder  lOteu 
Ciasee  an.  Die  ajfgeineiiie  Daratellmig  flir  dieses  Ge«e(s  ist 

=(«i)f  4  •  (»•— ^fi)f.-  («»-ft— «*)f.  — 

Da  diese  Darstellung  die  Grundlage  des  Calculs  hildot,  so  9 oll 
«>u  besonderer  Eali  xur  besaern  fiineicht  und  Brleidilecuag  den 
Uebecblic^bes  hier  stehen: 
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7  7  7 

1  2  4 

3  3 

5  5 

7  7  7 

1  2  J 

4  4 

6  ö 

5  5  5 

1  2  4 

3  3 

6  G 

5  5  5 

12  3 

4  4 

0  0 

7  7  7 

12  4 

3  3 

()  6 

7  7  7 

12  3 

5  5 

G  6 

444 

12  4 

5  5 

6  6 

3  3  3 

A    mm  f# 

S  II 

6  6 

7  7  7 

13  4 

66 

777 

-f  Ol  Oj  «4 

«4  «4 

«t  «1  «4 

1  3  4 

2  2 

5  6 

7  7  7 

2  3  4 

1  1 

5  5 

III 

I  3  4 

2  2 

6  0 

5  5  5 

2  3  4 

t  1 

0  0 

2  2  2 

]  3  4 

2  2 

6  6 

7  7  7 

2  3  4 

1  1 

6  6 

7  7  7 

134 

5  6 

66 

3  22 

23  4 

66 

6  6 

1  1  1. 

134 

66 

66 

777 

• 

3  3  4 

66 

66 

77  7 

Diese  Darstellung  nnifa^st  die  fimpiifm  mit  beschränkten  Wie- 
derholungen zur  lOteo  ClaMe  aus  siebe»  Elementen,  worin  je  drei 
Elemente  von  den  vier  ersten  gerade  einmal  mit  je  zwei  an- 
dern Elementea  von  den  eecbe  ersten  germde  sweipial  and  mit 
je  dnem  weitern  Elemente  von  den  sieben  ersten  gerade  drei- 
mal  wiederholt  zusamnu'ti  vorkommen.  Die  Elemente  und 
dürfen  daher  nicht  weniger  als  zweimal^  das  Element  nicht 
weniger  als  dreimal  vorkommen,  wie  Mar  Torllegt  |Ke  Gruppen- 
anzahl  des  vorliegenden  Falles  ist 

=(4).(^^-^(7--»)l=^j|3  j^  r="-  ' 

.  Sellen  nno  die  fllr  die  Verbindiingen  aufgefundenen  Sitie  1)— 3) 
auf  die  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederholungen  unter  den 

fieichen  Prämissen  übergetragen  werden,  so  wird  diess  sich  leicht 
ewerkstelti^en  lassen.  Betrachtet  man  nemlich  die  Darstellung  3). 
so  zeigt  sicn  Mar,  dass Jede  Gmppe  glelchflel  rerseliiedeiie  and 
gleichviel  wiederholte  Elemente  führt.  Man  findet  daher  (lir 
jede  einzelne  Gruppe  nach  6.  9.  meiner  Combriiationslehre 
a«s  der  bekannten  Formel  die  verlangte  Versetzung«»zahl. 
Da  nun  jede  Gruppe  demselben  Gesetze  unterliegt,  so  hat  man 
die  GesammliabI  der  Gruppen  mit  der  ß^r  jede  Snzelne  Gruppe 
gcitanden  Versetzungszahl  zu  ver^leltacben.  Hiemacli  ist  für  den 
Eeeendera  mit  3)  correspondirenden  FaN 
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— (iiiy.(i2ii)ft.iiii — (w*— ^äu-öä.  • 

Um  nan  den  In  2)  aufgestellten  Satz  auf  die  Versetzungen 
ßberzutrag^n,  hat  man  jede  Gruppe  so  vielmal  zu  nehmen,  al«  sich 
die  in  ihr  vorkommeoden  Elemente  unter  einander  versetzen  lassen. 

Es  kommen  nnn  in  jeder  Gruppe  vor  Elemente  je  einmal 
wiederholt,  9«  Elemente  je  zweimal,  (/^  Elemente  je  dreimal  u. 
n.  w.  uod  endlich  Elemente  je  A-mal  wiederholt.  Daher  hat 
die  Dimension  der  sageh6rlgen  (Sisie  od^r  der  Classtoezponent 


*      ■  4  m  * 

Einbeften.:  Die  hiedorch  badingto  VaiMtinngiaibl  ist  sttfort 


6) 


•   3.2.1 


(1)^.  (1.2)9.  (1 .2.3>».  (l.9,8...Ä)** 


mit  RlleMcbt  auf  die  Bedingongsgleichung  5).  Die  gesuchte 
Gruppenanzahl  der  Versetzungen  mit  beschränkten  Wieuerholun- 
gen  ist  sofort  unter  den  oben  angegebeoeo  Voraussetaungen 

■  • 

™  (1)«.  (1.2)t.(1.2.3)«.  -.(OXit)^i  ~ 

•  •  •.•..(nt  — yi  —  ^j... — y^)^* 

Die  Gleichungen  2)  und  7)  vereinfachen  sich  sehr ,  wenn  die 
2alil.deff  Elemente  in  den  Tefscbledenen  Reiben  gleidi  oad 

fl|SSf|g=S.M«  Hk^U 

ist.  Fdr  diesen  Fall  nehmen  die  begleitenden  Pakoltftton  fotsea& 
Gestüt      .  ':^r-7i 

_  ll(ll-l)(»-S;  (»— »1  -V,  -9>t») 

■  ^  •         ^^....1 .3.3. 
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Die  beiden  Gleichangen  lassen  gich  in  so  weit  noch  verallgeniei- 
nern  als  die  Wiederholangsexponenten,  welche  in  eioer  bestimni- 

tea  Keibenfolge  (1,2,3  )  bisher  genommen  wnrileo»  9ticfa  be- 

Nebig  angenoameil  werto  kSMMii.  DiM6  BaoMikuig  fUtft  M 

(«»  —         —  fli»  — 

mit  der  Bediogaog*  daM  in  9)  i«t 

WO  9— *l9i+^"••*|«l"«*»^*• 

WiUkflllrüch  ist  in  diesen  Darstellangen* 

m)  die  Zdd  d«r  BImmiI»»  wvleb«  ia  deo  «inialneii  RaUben 


Mit  der  in  8)  $.  6.  angegebenen  Beschiiniuing; 
die  WiedffliolBiigmUen  ' 

c)  die  Eiponeoten 

.   9t'  Uz»  <?3  •  •  9*' 


weiche  sich  aafdie  TenMsbiedenen  ReUieB  lienelie«*  (VertheUunge* 
ezponenteo)« 

Der  Classenexponent  lüt  eine  Funiction  der  k  und 
veo  dkbte  baeh  lla«igaiie  der  Gieichmig  10)  abliliigig. 


Anders  stellt  sich  die  Saebe,  wenn  die:  im  vorigen  Paragra» 
n  ^nnter  a)  bis  d)  gestellten  FVagen  beantiveftei  vrerden  soiken. 
diesem  Falle  sind  dann  die  Wiederbolungsexponenteii  (1,2,3.. ./c) 
Elemente  und  der  Clasgencxponent  (o),  der  für  '1)  und  7), 
8)  und  d)  gilt,  K^S^cii  und  man  »bat  naeh  aem  Gesetze  der  Glei* 
ebnuea  5)  nod  10)  die  Vertbeilang  sexpooenten  gi,  q%f  q^—'^k 
ani»  dem  Classen^onenten  ^  und  den  iWisderfaolnpgMvponniteii 
dbMdelton..  U«daick'jtiidj;die  •/kttfgalie.ii«  .AUgfaMin«»  w  «leer 


der 
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uulitiätiiumtea.  Sie  wirü  jedocii  iür  jeden  be«oudero  Fall  lösbar 
WmI  die  Aiift6ituQg  besteht  dum  darin,  daas  man  alle  In  ihr  eot- 
iMHetan  beeoodern  Fälle  speciuiisirt  und  nach  den  vornteheoden 
Gleicbangen  behandelt.  Der  Inbegriff  alter  hierdurch  erhaltenen 
Gruppenzahlen  iüt  dann  die  Antwort  auf  die  io  6.  (>•  yongelegteo 
Fragen.  Wir  erOrtero  zu  dem  Ende  die  Terscbiedeiien  Qaaseo, 
daraus  wir4       dann  ehi  BiMongsgeaets  ablöten  basen- 


5.8. 

1)  Die  Grupueozabl  dec  VecbijulungeD  zur  aweiten  Clas«« 
aoU  beatunnt  wemn 


'C[a|,  a^f.,.aiiii       1  >  ••••  On, J  * 

.  .      "*      •       I  •       ' ..  . . 

worin  Elemente  wenigatena  einmal  und  Hu  Blemeate  swebnal 
wiederholt  erscl^inea.  ,  ^ 

Die  Aufgabe  umschliesat  zv^ei  FftUe.  Elemente  «ollen  aia 
einfache  gerade  awetlttel  und  ald 'sweifacbe  ericheinen. 
Ea  iat  aua  $  §.  7.  ..  .. 

#tr'         •  •  /iv  w(«"-l) 

vl«it%*»..«hii;«i»aj|,....««ij  =  i»i/a=' — OT^*' 

S)  Die  CSruppeuzabl  aoll  bestinuDt  werden  fiHr 

*Ciai         a«,  >  eiii4i  •       >  ''■•-f  1  >  ••.  o«,  J  • 

Diese  Aufgabe  umfasst  drei  Fälle,  iii  Elemente  sollen  als  ein* 
fache  gerade  dreimal;  Elemente  eoUen  als  swel fache  mit 
Tii  Elementen  als  einfache  und  913  Elemente,  aollen  ela  drei« 
f^che  erscheineo.  Ana  ^  $.7.  ist  '  * 

I     *  ■  *  *  ■ 

Man  erkennt  schon  hieraus,  dass  das  SpeciaUsiren  der  ein- 
zetnen  Fälle,  daa  sich  bei  den  hObtm  Ctessisn  mehrt,  aiemtteb 

N 
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\%eitläuü^  wirf].  Wir  woll«ii  es  Uadufch  abktirztn,  dasH  nir  für 
ilie  ri|  Elemente,  uelche  als  einfache  erscheinen  äuileii,  das 
Zeichen       als  R«prteeiitaiitoti ;    rar  die       Element«,  «Ue  «JA 

z^v ei  fache  ersiclieinen  sollen ,  »las  Zeichen  c'^  als  Heiir.'iscntanten 
u-iihlen  u.  s.  \v.  UieiDacb  werden  die  Eleueate  bezeichnet  wer- 
dcD,  wie  folgt:  .  , 

•  •  •  • 

^1«  ^*  ^$»—Omi  durch  f', 

%«  %t        «Om  durch  ^»  •  .  '    '  .  « 

« 

«1»  durdi  e* 

u.  8.  r.   6oll  oufi  die  Gnippenzahl  heetiinnit  werden  fiit 

•  •  t     »  t  4,4  ' 

80  et^bcn  sich  folgende  Fülle.  Elemente  sollen  als  einfache 
gerade  viermal  erscheinen;  Elemente  sollen  als  zweifache 
«oroal  mit  14  Elementen  als  einfache  zweimal;  n.  Elemente  als 
/u  ci fache  zweimal;  7)5  Elemente  als  dreifache  einmal  mit 
Ml  Elementen  als  einfache  einmal;  714  Elemente  als  vier- 
fache einmal.  Wir  deuten  diess  durch  die  eK  e**  e'  an  und 
f&breii  dabei  dieee  Symbole  awisdieo  Gleichheitaa^lHm  nk  «uk 
wodurch  allmfing  das  ßlldi|Dg«ge«et]^  hervertreteii  wlril  PlacJb  % 
{•7.  Ut  .  '  ,       ■     .    .  :  I.  : 

4)   Die  Gruppenzabi  soll  bestimmt  werden  für 


Die  Aufgabe  umschliesst  die  Fälle:  fti  Elemente  sollen  als  ein- 
fbeke^läiiAii«!  e^seMsent  it^ElataMteiWiweifaebeeiimiil  «ilfi| 

dementen  als  einfache  ATelnio^\n^l£^mamA^9ki  %-w^\£vi9\k<t  z^ex- 
mal  mit  Vy  Elementen  als  ein  fache;  Elemente  als  drei- 
fache mit  j/|  Elementen  als  einfache  zweimal;  7/3  Klonicnte  als 
dreifache  mit  Elementen  als  zweifache;  Elemente  als 
Tierfache  mit  n«  Elementen  als  einfache;  fk  Elemente  als 
UnOiMiM.   Ans  !2)  §.  7.  ist 
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C[€*,««,«»,eS«*J»AOAo~  e»«»««  =«He*)*=(«i)i(»r^l)ti 
C[€^^,•»,«•.•»]<^•.W=    «•     «  (1^),. 

Schon  aus  den  Darstellungen  3)  und  4)  erkennt  man  durch 
die  Exponenten  der  e  das  Fortgangsgesetz.  Sie  bilden  die  Ver- 
blndiingei  mit  WiederholuDgen  so  derjenigen  SoviMe» 
welche  der  Classenexpo  nent  angibt»  durch  alle  nSgli* 
ch«n  Classen,  oder  die  Zerfällungen  des  Classenexpo- 
nenten  in  alle  möglichen  Zahlen,  zu  einem,  zweien, 
dreien  (aiiedern  u.  s.  f.  In  ^iro.  3)  entsteht  die  iSumme  4,  in 
4)  entatebt  die  Sgmine  6)  aoe  den  ElenenleD  1.  3«  3....  nU  Wie* 
derbelangeD. 

Alan  bat  nun  nicht  mehr  nüthig  alle  Verbindungsausdrücke 
lam  Venus  danosCellei»,  um  die  nStfaigen  Specialieirungen  s« 
erbaHeo.  Man  kann  sogleich  mit  DarateuoDg  der  Gruppen  der  e 
beginnen,  und  die  Auflindung  alier  zusammengehörigen  Fälle  sich 
dadurch  erleichtern,  dass  man  mit  e\  (dem  Exponenten  in  der 
•raten  Dimension  als  Einfaches)  beginnt,  und  diesen  ae  oll  wie- 
derholt bis  der  Classeoexponent  erzeugt  ist.  Hierauf  nimmt  man 
e'  (den  Exponenten  in  der  zweiten  Dimension^  und  Ifisst  so  oft 
und  (beide  zuerst  getrennt  und  dann  in  Verbindung  mit  ein- 
ander) zutreten,  bis  aui  jede  mögliche  Weise  die  zu  bildende 
Samne  eneDCt  iat  Bierwf  eimmt  man  e*  (deo  Exponenten  in 
der  dritten  I>tmension  oder  den  Repräsentanten  der  dreifachen) 
nnd  lässt  so  oft  (getrennt  und  in  Verbindung  mit  ein- 

ander) zutreten,  bis  die  zu  bildende  Summe  auf  jede  mögliche 
Vi^ebe  hervorgebracht  ist,  und  steigt  so  allroälig  to  den  bohem 
Dimensionen  auf,  bia  alle  durchlaufen  und  alle  mögUcben  Fälle 
dnrch  Kutfeten  der  gleiebeo  und  oiedem  DImenaionen  eracbdpft 
sind. 

Seil  Dia  die  Gruppenaabl  flir 

«  s        s        e  « 

Ö)  'C[aji,aa,...  aii,,aii.4^x,...aiB,,...  a»,,....aM,J 

aaffeffeben  werden;  ae  bat  mn  bienacb  falgende  SpedtfUiinng 
nad  anganmienatelhMigt 
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€!•   ....  ;=:i«. 
Hiefilr  eigeben  sidi  nmi  folgende  &Ueiiftii«dracke  ans  9  7. 

«9  («i)i  +  (iH)*(%-4X+(%Wii,-2),  +  (iPt)* 

+  (»i)s  («3-3)i  +  ("i)  ('i2-l)(«»-2)  +  (»,), 

Verc^leicht  man  nun  die  Darstellung  6)  mitder  Darstellung  der  ^  aus 
5)  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens,  so  kann  man  die  Zab* 
lenausdrücke  inö)  direct  aus  jenen  und  ohne  ßeihüile  vun2)  $.7.  erhal- 
ten, weon  man  die  Exponenten  der  e  ionerhalb  derKlammer  als  Stel- 
bssaUea  Ton  n  schreibt  und  die  EzponeDten  susserbalb  der 
KlanmerD  als  FakoJtätsexponenten  aahiogt.  ßei  dem  Zutritt  von 
einem  neuen  n  muss  immer  die  Summe  der  vorhergebenden  Fa- 
kultatsexponenten  abgezogen  werden.  Kommt  bei  einem  e  kein 
Exponent  ausserhalb  der  Kiammer  vor,  so  ist  immer  die  £iabeit 
als  solcher  aoziinebmen. 

•  ■ 

Wird  DIU  so  wsitersr  Verdsatllchung  noch  der  Ansdrock 

a  a       s       r  r 

*)  ,a%9 ...  o«!  •  Oiit+l  *  —  fl»!  9  —  Omt  i 

nach  dieaer  Methode  behandelt»  so  bat  man  sofort  als  Schema 
för  die  e 

U^m»  eiyiebt  sich  sofort  folgende  Grappensahi  für  7): 
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(»i)r 3)  +(»i)s       3)4+ n|(»»,-rt),  . 

4 

+  (''i)«("a-2)+««(fi*-l) 
Diese  Uoterouchongen  filhren  mm  tu  folgender  ZosamneMteUaDg: 

Xlai ,  Ol , ... ,        ,     , ... J  =  (»1)1 + «1  (yit— 1) + w» , 

\ 

5=  (wi)4  i  +  («1)« +«|(W3--1)  -I-  , 

^  1*1         ^^w»  •  •'••+1  f         •  ••••  i 

=(«l)»+(«i)j         ^+«,  («,—1), 

+  (wx)a  (»'s  ^  2) + Jit(n0— 1)  +  ni^n^-l)  +  »4  - 

«(«1)» + 4-  (ihW*!-«)^ 

+  («1)3  ("s-ii)  +  «1  ("1-1)  ("3--^)  +  (»3)« 
«.    8.  t 

In  allen  den  vorliegenden  Problemen  findet  sich  die  Forderung, 
dass  eine  bestiuinitc  Zahl  Kiemeute  wcnigsteiKs  einmal,  eine 
zweite  wenigstens  zweimal  niederholt  vorKoninien  soll  11.  s.  f. 
Es  können  nuu  in  den  VViederboluug«>zahiejj  auch  üuterjiireqhun- 
geo  Torkomroeo.  Illess  findert  die  Scblnsaircfoe  und  BHdunss- 
niethode  io  nichts,  und  inao  hat  die  zwiecbenliegeoden  ffhleiMmi 
VVieddrholuogsaahlen  sanuntüch  der  iiüchstvorhergch enden  nied^n 
gleich  zu  se&eii  und  dann  nach  der  Zu8ammeiuit4llung  9)  die  er- 
forderlichen Gruppenzahleti  anzugeben.  Oder  man  bat  nach  der 
oben  angegebenen  Vorschrift  das  Schema  der  e  ohne  Rücksicht 
der  ff|  5  ii'i,  7^3 ....  zu  entwerfen  und  nach  Massgabe  desselben  die 
zugehörigen  Gruppenzahlen  (  2)  jj.  7.)  abzuleiten.   Ist  z.  B. 

C  t,     >  *1  ••••  "«1 » l »  •••  ^  »^«+1 » ^« »  1 
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be«!tiniinen ,  so  fehlt  die  Wiederholungszahl  3,  und  die  ihr  zu- 
tehdriee  Elementenzahl  n^.  8ie  ist  durch  »2  ersetzen,  deon 
•i  SMema  4)  bleibt  io  Kra(l«  da  Elemente  auch  dreimal  (weil 
«ei%steD8  xwelmal)  vorkommen  sollen.  Man  bat  eofort 

% 

A  '      #/»r  •  •     *  4        4  6 

+(««i)»(«a-^; +«a(«i— J) +«i(«4-l)+«»- 

Eken  so  tot 

-(«l^+(»Ä)4(^tr-l)+(»I)•(">--2)+(l%), 

+(»i)>(«H-3)+jii(«,-l)(i5-.2)+(ii,), 

Die  Anwendung  auf  besondere  Falle  ereibt  sich  nun  sehr 
Mt  Mao  hat  nftmlich  fSr  den  beeondern  Fäl 

3     3       3       4      6  6» 

^ .    8.7.0.5.4  .  8.7.6  ^  ,  ^  7.6  .8.7  ,ft,o*«.o-i*.ij 

"'^^=  i:iäO + ü.ä-  ^     u  +  o  •  +^-'  Hau  + 14 . 

Ita  ee  tot 

ff^sS,  fit=8»  iis=:12,  Ii4si2,  i^t=]4. 

Bei  allen  diesen  Gebilden  ist  Bedingung»  dass  sich  die  Wie- 

•i^rholuni^zahlen  bis  zum  ClasÄCiiexponenten  erheben  mQssen. 
F^-^hlen  die  spätem,  so  ist  stillschweigende  Bedingung,  dass  sie 
daliin  fortgeführt  werden.  Fehlen  aber  frühere  Wiederholungs- 
t^len,  so  fallen  alle  die  Gebilde  der  e  aus  dem  Schema  weg 
n4  deevre^en  sind  auch  die  n ,  wrelcbe  die  fehtonde  Steileniabl 
Inseii,  in  (fen  Daretellungen  von  8)  gleich  0  zu  setzen«  Es  liegt  als- 
^«nn  die  Anlgabe  vor,  die  Summen  der  Verbindungen  mit  Wie» 
"Wholtinffon  zu  bestimmten  Summen  in  don  versrbiedencn  Clas- 
*''n  mit  ausge^cldossenen  Anfangselementen  zu  bilden  und  darauf 
Gleicbung.  2)  j.  7.  anzuwenden. 


Htomnefc  ist  s.  B. 


H)  'q«*,  ff* ,  ^  J!,^ , ...  <f*  ^ .  ^.  A V  -f-      + eM  4  «• 

=        +  wa(«4— 1)  +  Ohh  +  "6 » 
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.     .'*  '     I  Iii' 

,  ■       *(»»,).+»»,  (».--l)+"*(»»-J)+tj(; 


I  '  •  • 

Die  'oliiillelie  Sehlassrolgenmir»  ad  wie  die  im  Torigen  Par»> 
hee  entiHelMlte  MetMe,  gilt  e«cb  fdr  die  In  ^  S-o  gfeteUi 


Hao  hat  ser  Ilarstellanj;  der  Gruppenzabien  die  ainüicliea  ScW 
mala  der  e  za  entvrerfea.  Die  Symbole  e%  e*»«...  verMM 
dann  der  Reibe  nacb  die  Elemeote  '  ^ 

•    a      e     8    s  • 

jedbcb  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier 

ist,  und  dadurch  die  Ui,  7i^,  y/),....  in  der  entv^ickelteD  DaialeUipgl 

die  umgekehrte  Ordnung  wie  in  §.  8.  einnehmen. 

Berücksichtigt  man  diess,  was  sich  leicht  durch  Specialisiruiig 
einiger  Fidle  rechtfertigt,  so  hat  man  eolbrt  zur  UarsleUuiig  dcfl 

gesuchten  Gruppeozahieu  Folgeudes :  I 

i 

•C[ä|,  Os,...ea.,  ö«,4l»'-««ir  =  («l).+'»«. 

I 

ISS  s 

•  I 

4       4  4  t 

•C[Är|,  <7»,...««.,-,.«r«»,...«iiJ*  =  (it|X  +  fi,(ifi— l)a  f  (»«X 

^     A    ft     5       4      1  a 

+  n,  («,- 1)  +  n«  ("i  —  1 J  +  »j  i 

•      4  6  5  S 


+  «4(«i  -  l>a  >  «4  («a-1)  -f  w»  («1  -  U  f 


t 
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>.  a.  Die  VViederbotungszahlen  imd  die  mit  ihnen  corrogpott« 
(iinnden  Stellcnzahlen  der  7t  künnen  sich  höchstens  bis  zum 
CL^senexponenten  erheben.  Fehlen  die  höhern  Wiederholungs- 
z^o  von  oben  herab,  so  fallen  die  sie  vorstellenden  e  aus  dem 
Sd^a  and  die  n  mit  den  correspondirenden  Steileozahleo  wer- 
0.  Feblt  dne  swIseheDliegtoDde  Wfederilolmimahl,  öder 
iMbrere,  so  tritt  lange  die  Dächst  höhere  Wiederlioiungszabl  an 
jikre  Stelle,  bis  wieder  andere  folgen  I  Fehlen  die  niedersten ,  so 
ergänzt  die  näcbot  hObere  aämmtlicbe  fehlende  Steilen.  Biefnaeh 
kl  z.B. 

6       6  A4  S 

+  «•  (»i—l)  +«•(«•—!)  +  «•» 

ittD  es  ist  Hl  =  ftg ,  II« =?i3 1  weil  , a^» . . . ffnt  Elemente  bMi- 
int  dreinial»  also  aucb  aweimal  und  einmal  vorkommen  eollen# 
«dfetner 

'44  4  8  2 

=(«t)4 + «•(«4-1)4  +  («.).  («1  -2)«+ (««), 

+ n,  (jH-1)» + %  («t— 1)  («1-2)  -Kng). 

+  W4(ftl— 1)2  +  71^(11,— 1)  , 

keine  ffiflf>  und  seelislacheo  Elemente,  also  auch  nicht  115  und 
ii  vorkommen  sollen  u.  s.  w*  Die  beeondem  Fälle  beatunmeii 
««dl  leicht    80  ist  nach  1 ) 

1^8^.5       8.7.6    9.8  8.7 

ineeiiit 

«1  =  9»  its^O,  n^r^O,  n^sd,  ft^cO. 

I; 

Elieoae  hat  man 
^,444*«  < 

^rt»  «4»-  •^8»  ''ä  ''loj*  f 

10.9.8.7  .  o  9.8  .8.7  .  ^  ^  .  ^ 

tee«  ist 

«1=10,  Wt=s8,  »3^4«  114=0. 
TWtt  lY  19 
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Der  AuMbrilek,  der  auch  geschrieben  wird: 

644422 
*Ci«|,  tf„  ffg,  «4,  tfft,  flg.  fl».  üioW 

ist  nicht  wühl  zulissig,  denn  die  Wlederbolmigen  kSnoen  uiclit 
baber  als  der  £jipoMitt  (4)  eteigen. 


Die  in  ^.  6.  unter  r)  \wt\  d)  genannten  Aufpahen  lassen  sich 
nun  ohne  allo  .Sch\viorigk«?it  lösen.  Sie  charakterisiren  sich  als 
bciionderc  i'.tile  der  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen 
beantworteten  allgemeineren.  Sollen  ivnn  die  GruppenanzalileD  Im 
einzelnen  Falle  bestimmt  uerden,  80  bat  man  die  veracbiedenen 
Elementcmzahlen  gleicb  ond 

ZU  setzen,  und  die  iiöthiscn  Schemata  nach  §.  8.  aufzustellen, 
oder  man  kann  auch  die  Zut»ammen8tellung  8)  ^.  8.  und  1)  Ii. 
direct  benutien,  indem  man  diejeniaen  AnsdrOcke  unterdrOckt» 
welche  vermOge  der  Aufgabe  nicht  vorkommen  dürfen.  Die^s  Un- 
terdrucken hSnirt  von  der  Stellenzahl  der  v  ah.  Nach  der  Auliiabe 
c)  §.  6.  müssen  nämlich  alle  Ausdrücke  in  8.)  %.  8.,  worin  alle  Stel- 
lenzahlen der  n  ausscbliessKch  niederer  als  r  nind»  ausgestosseo 
werden.  Nach  der  Aofgabe  d)  §.  0.  müssen  aber  diejenigeii  Aw- 
dröcke  ausgestossen  werden ,  worin  Stellensahlen  der  n  vorinm- 
men,  welche  hüber  als  r  sind. 

Im  letzten  Falle  ist  die  Sache  an  und  fiir  sich  klar.  Weni- 
ger klar  (liirftc  die  Sache  im  ersten  Falle  sein.  Es  worden 
aber  einiijc  Worte  genügen,  um  sie  festztisteller>.  Soll  die  (irup- 
penzabl  der  Verbindungen  aiis  n  Elementen  zur  ^ten  Ciasse  bestimmt 
werden,  worin  irgend  ein  Element  wenigKtenst  r  mal  wiederholt 
erscheint,  so  ist  dadurch  nicht  au.<4gcschTossen,  dass  die  andern 
Elemente  nicht  in  niederer  Anzahl  wiederholt  vorkomnuMi  (hirfen. 
denn  die  Autgalie  verlangt,  dass  irgend  ein  Element  entueder  r, 
oder  (r-l-l),  oder  (r  f'i)  mal  u.  s.  w.  vorkommen  solle.  An  diese 
Forderung  >k5nnen  sich  nun  alle  die  Erscheinungen  in  den  einzel- 
nen Gruppen  km'ipfen,  die  mit  dem  Sinne  der  Atifizabe  idcht  in 
Widerspruch  stehen,  als  da  sind  das  \'oi kommen  einzelner  Ele- 
mente in  geringerer  VViederholungszahl.  Sollte  der  Zutritt  der  so 
eben  berOhrten  Elemente  ansgeschlossen  sein,  so  mfieste  die  Auf- 
gabe so  formulirt  sein:  Die  Gruppeozahl  der  Verbindun- 
gen aus  n  Elementen  in  der  *yten  riasse  soll  bestinimt 
werden,  worin  kein Ele nie nt|we.niger  alsrmal  wiederholt 
erscheint ,  oder  worin  jedes  mi twirkende  E  lement  we- 
nigstens rmal  wiederholt  Erscheint**.  Der  Sinn  dieser 
Aufgabe  ist  aher  offetiijar  ein  ganz  anderer  als  der  hier  in  Frage 
stehende  und  unter  r)  $.  0.  ausgesprochene.  Die  hierher  gehörigen 
Fragen  können,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  mit  den  vorhandeoen 
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Mitteln  nur  im  einzelnen  Falle  bestimmt  werdefi,  lassen  stell  aber 
unmer  beantivorten.  Hiernach  hat  raao  z.  B.  fiir  die  GruppeoiaW 
ftarVerblnduogen  aus  u  Elemeateo  in  d^r  6ten  Classe,  worin irseod 
«in  ElcnMl  «eiiigsteiis  dieamal  wtoderluilt  «neheto^ 

+  TX"^  («-2)  +  2ii  (»-1)  +  ». 

Die  Groppenzahl  der  Verhindiingen  aaii  n  Elementen  in  der 
GtenClasse,  worin  irgend  einiUomeot  höchstens  dreimal  wiederholt 
eiwlMint,  ist  aus  1)  {.  9. 

2)  Cl//», -         „    +    1.^.^,4—  +  — — ^ 

.  ii(n-l)0/-2)  . 

+  — TO —  +        ^»~2> + "TT"^ 

,  »(«-l)(«~2)(ii--3) 

1 . 9  .  d  • 

^^^M  die  hier  gemachten  Schlüsse  richtig  sind,  bestätigt  sieh  da- 
ovreb,  dasa  taan  von  den  GruppeoanzahleD  der  Veriuoduagen  mit 
actfchräolcteD  Wiederhotun&en  auf  die  mit  imlrmTltriifen  aber« 
geben  kfmou  $o  ist  au«  8)  & 

«'Cl«i,  «»...üb?« 

nie  diess  sein  muss,  wenn  die  Gruppen  der  Verbindungen  ans 
n  Elementen  zur  3ten  (  las.se  g<'l»ll(lct  «erden,  worin  die  Elemente 
»enigsteaa  einmal  (also  aucb  zwei  und  dreimal)  wiederholt  er- 
sAaiaea  seHaa.  Bbenso  ist  aas  t)  f.  9. 


wie  diess  sein  muss,  weil  die  Elemente  in  den  Gruppen  höch- 
stens dreimal  (also  auch  zwei  und  einmal)  wiederholt  erscheinep 
Sellen.   Diess  bestätigt  sich  auch  au  Zahlenbeispielen.   8o  ist 

6.5.4  ^    ^  ^  ,    6,5  6.5 
~T5:3-^+^'*^  +  O  ^  1^.4  +  2.6.5+6, 

19* 


I 
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0.5..2.1    6.5.0.2    6^  4.3  6.5.4 
-ftÜT  ^  1.2.3.4  +  1.2  1.2     1.2.3  ' 

Beide  Ausdrücke  ergänzen  sich  zur  ToUstSluUgMi  Gnfff^m^ 
anzahl  mit  unbeschränkten  Wiederholungsn,  und  es  Ist,  wto  aelo 
muss, 

4..        +  4.-4?=321  + 141=462, 

T    6.7.8.9.10.11  ^ 

also 


§.  II. 

Uie  (iruppenanzahlen  der  Versetzungen,  ohne  und  mit  Wieder- 
holungen, lassen  sich  aus  den  Grappenaozahlen  den  Verbindau- 
gen  (ohne  und  mit  Wiederholungen)  ableiten,  wenn  man  in  die 
einzelnen  Gruppen  der  A'crbindungen  die  Versetzungen  einfiihrt, 
welche  die  in  innen  vorkommenden  Elemente  unter  einander  eia- 
gohen  kdnnen. 

Wendet  man  (iu.s  Gesagte  auf  die  in  §.7.  —  10.  gefundenen 
S&tze  an,  so  beantworten  sich  folgende  Probleme: 

Die  Tersetsuogeo  ans  irgend  einer  ElementeDxahl  sor  ^ten 
Glasse  werden  gebildet  Wie  gros«  ist 

a)  die  .\nzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Ansabl  von 

Elementen  wenigstens  einmal,  eine  andere  wenigstens  zweimal, 
eine  dritte  wenigstens  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheinen? 
Diess  stellt  sich  in  Zeichen  so  dar: 


6)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Anzahl  ron 

Elementen  hüchstens  einmal,  eine  andere  höchstens  zueinial,  eine 
dritte  höchstens  dreimal  a.8.  w.  wiederholt  erscheinen?  In  Zeichen 

r)  rlic  Anzahl  der  Gruppen,  worin  irgend  ein  Element  wenlg:- 
stens  r  mal  wiederholt  erscheint? 
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5)  'Pl^f  ö«».  -^«J«; 

d)  die  Anzahl  der  Cjirtippeo,  wwin  iigvod  eioIUewenl  böchsteo« 
rmal  wiederholt  eracbeiut? 

4)  *^yh,  ..«•]«. 

Man  hat  zu  dem  Ende  uach  Angabe  von  8.  die  iiöthi^en 
Scbemafa  lu  eotwickelo,  faieraoB  die  FonidioDeii  der  it,  wie  dort 

fe«chebeni  abzaleiten  und  mit  jeder  einzelnen  nach  6)  und  7)  §.  7. 
ie  ^^ehori<»e  Versetzuiigszahl  zu  verbinden,  denn  jede  Funittioii 
von  H  bezieht  sich  auf  gleichartige  Gebilde  der  Gruppen. 

Die  Versetzuno8zah!en  leiten  sieb  dadorcli  aus  den  Gebilden 
der  e  unmittelbar  leicht  ab,  wenn  man  bemerkt,  dass  alle  zusam- 
mei^ebörige  Ansdrficke  eines  ISchema«  einer  und  derselben  Üi- 
iMDsiofi  eder  Classe  zugeburen.  Jede  einzelne  Gruppe  der  e 
fuhrt  daher  auf  eine  BruehfakoltSt,  deren  Zähler  die  so  vielte  um 
die  Finheit  steigende  Fakultät  von  der  Einheit  ist  als  die  Sinnme 
aller  in  ihr  vorkommenden  Exponenten  von  e  angicht,  nnd  deren 
Nenner  aus  äo  vielen  um  die  Einheit  steigenden  Fakultäten  be- 
stellt, als  e  TorkooiBien.  Die  Exponentea  der  e  bilden  dann  die 
Exponenten  der  einseinen  Fakultäten.  Kommt  man  auf  das  Schema 
5)  in  {.8.  zorfidc,  so  gehurt  so 

l«|i 

e»  e*  e»  e»  e»  e^=(e^)*    die  Versetzungazahl  ^mji,t|ijijnnitiii|r 
e»  s*  e»  f»  „  „  ji|4iti2iji2i|i|2{i » 

1011 

=  («  )     »»  »»  .  *  • 

u.  8.  f.    Bringt  man  nun  diese  Zablenausd rücke  mit  den  zugehü- 
ligen  Falnütiten  der  n  in  Verbindungen,  so  erhält  man  üsf  die  ■ 
Gruppenanzablen  der  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederho- 
loDgen  liir  die  verachiedeueo  Classen  folgende  Zusammenstellung : 

8  2 
3  3 

'P  K »  ^»  -  ^.»'-     •  • =«1  (»I  - 1)  (w— 2)  +  3  nj  (n%-^l)  +  ff» , 


«1  «1  «*  e* 
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51-1   ,^    31-1  2K1 

+  20  nf +60iii(ii,-l)(jii-2)  f  lOn,^ V  W~  W 
u.  s.  w. 

DIo  ZahlenaosdHIdke  Ar  die  Gruppen  der  in  %  3)  und  ^  an 
deuteten  Versetzunc^en  ergeben  eicAiiun  aus  1)  6.  9.  oodeiMl 
Gesagten  leicht   Man  hat  daher  ans  gleichen  GrOnden; 

♦or  8       »       «  31-1  ^ 

41-1    ^  21-1  21-1 

äH|     +6w,(iii-l)     +3ii4     +4ii3(»i-l)  + 

•nr  *       *  4  a 

6            0             A  2 
•/^[rtj  »....Oa  ««,  «n,  = 

«'^f  -1     .        ,   4h-l  _    21- 1  21-1  3i 

sshi    -|-16»a(iii— 1;     +45»»    («1—2)  +15», 

+ 20«i  («,  -ij^  V  eo«,  («a-lX«,  -«) + 10%l 

+I5nt(iii-.ir"  +lÖM*(i%-l)+6ii4(jH-l)+l 


I 
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0 

Ii.  ((.  \\ .  Kei  «^M^sell  Fakultäten  -  Atmdrücken  ist  <l1e  Kraitip  Kcfic- 
Bezeiciiuii^üwetsu  m'l-  *  =  in  {m—\)  (/«— 2) ...  (wt  +  J)  geliraucht. 
ffioniaiek  »t: 

4  4     9      S       >      %  S 

*l*h»^%>      %,  Ott»  'ifij*= 

slS.lUa0-l-aail.10-f  3.96-1-47.11  -f  4=18348 

ll|asl2»  fls=:=9j  Ma~7,  114=4. 
WOrde  mao  »cbreiben 

r 

6        S        4       4       3       J       3        .»  i 

tl^  0^  «4,  ff^  <^4,  Oj,  4^,  41,,  Ä,^  au,  «l«]"* 

wie  auch  geschieht,  ho  bat  ai ,  keine  Bedeutung,  da  die  Wie- 
dafbolungsexponentoB  oicbt  bOher  der  Claneneipoiieiit  wer* 
den  kOnneD. 


{.  12. 

Die  io  §.  6.  —  $.11  gefflbrte  Uiitersucbuog  bat  die  dario 
auf  latenten  Probleme  gelSe^  aber  keine  geecblossene  A«isdracke 

geliefert,  um  die  dort  vorjfelej^ten  Fra^je«  zu  beantworten.  Wir 
wenden  uns  nun  zu  einer  zweiteti  Auflüsunifsnietliode.  die  dieser 
Beschränkung  iiicbt  uaterlie^,  und  alelfeu  ftfl|geude#  Probkoi  zur 
UDtersQcboiig-  auf: 

Die  Verbindungen  m i  t  Wi ederbolmi  Sfen  aus  n  Ele- 
menten zur  yten  Cflaeeee  werden  gebildet.  Wie  gfeea 
ist  die  Zahl  der  (vr Uppen ,  worin  irgend  ein  Element 
wenigstens  rmal  erM€bcj.ntY 

Die  Aufgabe  «teilt  sidi  inZeioben  dar: 

r      r       r  r 

Eine  uAtiiweiidipie  Bediuuuu'4  tKt  datit>  r^t/ 'mt  Die  Metbede, 

Helcl^  «vir  betreten ,  bet!>t«iit  darin,  duss  n  jr  uns  die  'Gnipiien  ge- 
bildet denken  und  nacb  einer  Ricbtunff  bin  (von  der  Linken  cur 
Recbten)  dieselben  nntevaacben  und  H>agen,  in  welchen  »iich  die 
auflösenden  (iruppen  finden  kOnnen  und  dann  die  biedurcb  be- 
dingte Zahl  angeben. 

Diu  auflueenden  Gruppen  aind 

Diese  Gruppen  können  entweder  auf  den  r  ersten  Stellen,  oder 
aof  r  Stellen  von  der  zwcHen  äiteMe  -an»  oder  mit  r  Stellen  von 
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der  dritteo  an  u.  8.  f.,  oder  auf  den  r  lotsen  Stellen  ersdieiiieii* 
Mit  Jeder  eingenommenen  Stellung  werden  Itestimnite  Bedingan- 

(ten  eintreten»  die  nicht  übersehen  werden  dürfen.  Rs  kann  nSm* 
ich,  so  verlangt  es  die  Bildungsweise  der  Gruppen  der  Verbin- 
dungen mit  mederholungen,  lieiner  der  genannten  Gruppen  ein 
Element  vorausgehen,  welche«  die  gleiche  oder  gar  eine 
here  Stellenzahl  führt,  und  ein  Element  folgen,  welches  eine 
niedere  Stellenzahl  führt.  Elemente  mit  der  gleichen  Stellenzahl 
dürfen  folgen.  Nach  dieser  Bemerkung  beginnen  wir  mit  der 
Untersuchung  der  einzelnen  Fälle. 

a)  Die  auflösenden  Gruppen  nehmen  die  r  ersten  Stellen  ein. 
In  diesem  Falle  kann  auf  den  (q—r)  letzten  Stelleo  jede  lieliebige 
Zusammenstellung  von  Elementen  folgen,  welche  mm  oben  ge* 
■teilten  Grundbedini^nuen  nicht  widerspricht.  Hieraus  bat  man 
folgende  der  Aufgatie  genugende  AufsteUuogen:. 

Bestimmt  mao  die  jedem  einzelnen  Ausdrucke  zugebDrige  Grup* 
pensahl,  so  hat  mao  folgende  Reibe : 

Uierio  bedeotet 

f  ,     ai(m+l)....(»i+«— J)  m'l* 

H-= — rir::::^ — ^~vr*  ■ 

b)  Die  anll8seodeo  Gruppen  erscbeinen  auf  r  Stelleo  von  der 

/weiten  Stelle  an.  Ein  Element  kann  daher  Torauseehen  und 
(q—r — 1)  Elemente  können  folgen.  Vorausgehen  und  folgen  darf 
keines»  den  oben  genajinten  Bedingunseo  widersprechendes  Ele- 
ment Diese  flibrt  tn  folgender  Aabteirang: 

t 


n 
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Uwrdorek  trird  folgende  Ciuppeeiebl 

=  t»— It+t-r-l+l  =[»— 'Jt-r+l- 


kann  als  den  Bedingungen  widersprechend  nicht  aufgenonuMA 
wrerdeo  und  ist  auch  in  der  That  schon  unter  ä)  voigeaehaB. 

Die  lieihe  J.^  und  alle  hierbergehSrigen  Reihen  werden  nach 
fotgendem  Gesetze  summirt: 

t)  + Plp-f  Pl»[»i-llF-l-m»  Wh 

— r  1         ^m(in-|-  l)(in-f  2)  ....  (m  f  A        _  mH2Lt!L* 

— WHH^i==    1.2.3  (ife  +  i>-fl)      ~  Ik+p+il' 

•  ■ 

e)  Die  auflösenden  Gmppen  erscheinen  von  der  dritten  Stelle 
an.  Zwei  Elemente  kunnen  vorausgehen  und  (g—r — 2)  Elemente 
kunnea  folgen.  Diese  führt  zu  folgeodem  Aggregate: 


V 

Werden  die  einzelnen  Gruppen  gezählt,  so  erhält  man  nach  1) 

d)  Rücken  die  auflösenden  Gruppen  auf  r  Stellen  vor  von  der 
vierten  an,  so  hat  man  folgende  Zusammenfassung: 
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Hieimu  und  aus  1)  ergibt  sich  die  Zabl  der  Gruppeu 

^=[1],  +  [2],[«-lJ,_^,....[»-2],[2},-.-, 

=  [«— l],-r+,. 

Diese  Schlüsse  wiederholen  sich-  Jede  einzelne  Aufstellung  (iTihrt 
zur  nämliclien  («nrnpennuhi ,  denn  die  den  auflösendeD  Struppen 
vorau8j<ebetuleu  utM  nachroieemleii  Gebilde  ergänze«  eich  immer 
zu  gieicheo  Dimem^DeiL   Hiernach  «neugt  sieh  der  Avedraek 

(«—-IJ^-r+i  im  Ganzen  {q — r)  mal.  Denn  er  kommt  in  allen  FäJ- 
en  mit  Ausnnhine  des  ersten  also  in  den  (<y— r)  Ictzlcn  Stel- 
lungen vor.  liie  Summe  aller  auf  diese  Weise  in  ÜetncbtuDg 
kommenden  Gruppen  ist  ' 

und  de  flllu4  so  folgendem  Avedmcke:^ 

2)  Af={n],-rH+(9-r)[»-lj,-r+i 

n{n^-\){n-\-2)  (w-t-^-r)       _  (//-l)«(n-^l)..(/i  f 

Diese  Scbltoe  llbrea  so  lange  zu  einen  rksbfigea  Resaltate, 
bis  die  vorausgehenden  Gruppen  zur  rten  Classe  angewachsen 

sind.  Geschieht  dies«,  daan  enthalten  die  vorausgehenden  Grup- 
pen selbst  wieder  Gebilde,  >velche  der  Aufgabe  genügen.  Diese 
müssen  sofort  eezählt  und  ausgeschieden  werden.  Die  Darstel- 
lung,  wodinch  w  eisln  AuasoMMwig  %ed4Dgt  tvird,  bat  folgende 
Gestalt: 

Oia^y  («^  e(fla,  , 

e 

Die  Ausscheidimgeii  können  durch  die  Gleichling  2)  bewerk- 
stelUgt  werden,  indem  man  der  Reibe  nach  wegen  der  vorausge- 
gehenden  Amsdilibke  <f  »r  «id  sttftt  n  ttäkam^  Jie  Blenwntmi- 
anzahlen,  also  1,  2,  $  4,  ....,11-1  seist  Wegsn  des  erstan  Am- 
dnicks  ist  dann  amaariieiden: 

■ 
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wegen  dee  iweiCeB 
wegM  dee  dAttae 

1311—2W 
C(o,.  <^ («,0'  C'iOm)*- 


Dia  SaaweaHw  dlMerAM«cteW«i^eii  Miagt  MgmMUtke: 
+P3IC--8W  +Pi[«-«li-r 


Die  Darstellung,  wodurch  die  zv^eite  A— cheidaDg  bedingt 
iet»  Imt  sich  in  Folgendem  xusamoien: 

Um  alle  hiersos  auseuscbetdcDde  Grapp«n  za  erhalten,  hat  man 
r-f  l  statt  1/  und  1,  2,  statt  n  in  2)  za  setzen  und  mit 

den  nachfolgenden  eig&nienden  GrappeniaUen  m  Tervielfachen. 
En  entstellt  sodaaa^ 

[[2t  +  l.llM[ii-2W-i, 


Wird  nun  vervielfacht,  so  entstehen  zwei  Reihen,  die  sich 
nach  der  Gleichung  1)  sunmiiren  lassen,  und  man  erhält  * 

..,.(n— — (n  — 
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....  [ii^2j|,U  Wn  =l«-2J^4^. 

Die  hiedurch  bedingte  auszuscheidende  Gruppeozahl  ist 

Die  dritte  Ausscheiduiig  ist  durch  folgende  Zusamoienstellung 
bedingt: 

Die  hieraus  hervorgehenden  Gruppmzahlen  ergeben  sich,  wenn 
statt  (/  und  ailmählig  1,  2,  3,....ii— 1  statt  n  in  2)  gesetzt 
wird.   Dadurch  entsteht 

([l]s  +  2.0)f«-l],-a,-^, 

'S  • 
•  • 

Wird  hier  vervielfacht,  so  entstehen  wieder  zwei  Keihen,  die 
•icli  nach  1)  «mniDiren  lassen  und  man  erhält  sofort  Ar  die  durch 
obige  Aufstellung  bedingten  Ausseheidangen 

* = l»-l]f-erH + 2  l«-2W<* 

Diese  Ausscheidungen  führen  sich  nun  leicht  weiter  fort.  Die 
Darstellung,  wozu  man  bei  der  letzten  Ausscheidung  gelangt,  ist: 

C?(«i>t-'(fl^, 

« 

Um  die  hiedurch  bedingte  Gruppenzahl  zu  erhalten,  hat  man  in 
%  f-HT  statt  ^  und     %  3...(fi— 1)  statt»  au  setzen.  Man  erhält: 
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I 

Diese  xwei  ReUieo  vereioigen  sich  in  folgendeo  Ausdruck: 

Alle  die  aiir  di««em  Wege  erhaltenen  Ausscheidungen  werden 
dsreb  die  iSumme 


iJi  +     +  ^,  +     + ....  ß^r+i  =  iV 

idnick 


aBgegeben,  welche  (9— Sr-f  1)  Glieder  hat  Alle  B  enthalten 
des  Ansr 


[»— IJt-irH- 

» 

Dieser  Alpdruck  kommt  daher  (q — 2r  +  1)  mal  vor.  Die  {q — 2r) 
letzten  B  enthalten  noch  eineo  zweiteu  Ausdruck,  der  einem  be* 
itinmiten  Gesetze  unterliegt,  sich  auf  folgende  Weise  darstellt 
nid  sneamnienaiehen  Utost: 

« 

Die  Groppenaahl,  welche  daher  von  '2)  ausgeschieden  werden  mnss» 
begreift  sich  in  folgendem  Ausdruck: 

3)  A=[v-2r+li[n-lJ,-^r4,+  [7-2rJji  ln-2J^. 
_  (n--l)(n-^2).....(ii-|-9-2r) 

(y-ar)(y-2ir-H)  (ii-2)  (/i-l) n . . . .  («-f  y->ar-l) 
1.2  1  .  2  .  3  ....  (fy— 2r  +  2  * 

Diese  Ausscheidungen  sind  so  lange  richtig,  bis  sich  die  den 
aalSsenden  Gruppen  Teraogehenden  Verbindungsciassen  bis  zur 
(2r)ten  Dimension  erheben.  In  diesem  Falle  sind  zu  viel  ausge- 
wrbieden  worden  und  z«var  alle  unter  den  ausgeschiedenen  begrif- 
fene (Gruppen,  welche  die  Eigenschaft  der  auflösenden  Gruppen 
selbst  haben. 

Die  Gleichung  3)  kann  nun  befuitzt  werden,  um  die  Ausschei- 
duosen  zu  bewerkstelligen,  denn  sie  zeigt  die  (iruppen  an,  welche 
die  Eigenschaft  d«s  wiederholten  Zusammentrittes  haben.  Es 
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38C 

wird  nun  nicht  mehr  nOthig  die  erforderlichen  ZnaammensteUun 

gen  zu  geben.   Mat  hat  nur  2r,  2r-|-l,  2r-(-'i,  q—r  statt  9  und 

'  allmählig  1,  %  3««,.(fi  1)  statt  n  bei  jedem  einzelnen  Werthe  Ton 
q  in  3)  zu  setzen,  und  jedes  einzelne  Glied  mit  der  er^itnzenden 
VerbinduDgszabl  zu  vervielfachen.  Es  werden  auch  hier  immer 
Reihen  entstehen,  die  sich  nach  1)  summiren  lassen.  Die  Aa»' 
drücke ,  weldie  Uedudk  eizeugt  wordeo,  «ind  der  Reihe  atcb 
foigende: 

Q  =  PI .  [Ii  =[11  in-^^^Ht 

[lJ.[3],[n-4],-,r 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

[1],  illl-2].[l],-,r  . 

Wird  nun  2r+  1  statt  q  und  allmSli^  1,  2, ...  (n— 1)  statt  «  in  3) 
gesetzt  und  werden  die  hieraus  sich  ergebenden  Ausdrucke  mit 
den  ergänzenden  VerbiDdunniclmeB  TerbmideD,  so  entsteht  in 
Rflcksiciit  anf  1) 

C2(2],  +  [1],[11,)[»-3W_. 

•  .  • 

(S[»-i]i + [1].  [»-8],)  [I W-. ; 

Ferner  wird  für  2r-f2  statt  9.  und  ooter  den  oben  apgegebeneo 
Bedingungen: 

Q=(3[l]4+PM0W[it-2],-^=3[n-2],-,r+t+[2].[«-3]«-3r^ 

(3[2]4-H2JsLlj4)b*-3Jf-.r^ 

(3P]*  +  [2k[2]*[»-4Jt-.r-. 

*         5  ' 
(3[»-2J,  f  [2J,[«-3]^)[lj,.-„-, 

v.  8.  w.  Man  erkennt  nun  leiekt,  welehem  Gesetze  dfie  sinmtft« 
eben  C  unterliegen.  Es  entstellen  zwei  Reihen,  wovon  die  erste 
(o~3r4  1)  Cilieder  und  dio  nndore  (7— 3r)  Glieder  siblt,  die 
sidi  aut'tolgeiide  WeiHe  behandeln  lassen: 

(1+3+3+4....  +  (ff-3r+l))[«-2W+t 

_(ff-3rH^l)(y-3r-|-2).  ^, 
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Für  di«  ans  3)  anstOBebeideiide  GroppenaoBabl  bt  sofort 

•  .  (g-ar)(^2r +1) (it^3)(fi^2)....  (w-t-y- 3r-l) 
+        T"."5T3  1  .  2  . 3  ...  (9-3r-|-3)  * 

Seist  man  nun  diese  Scblussweise  fort,  so  erhält  man  fiir  die 
Zahl  aller  anflOseodeD  Gnippeo  (A) 

5)  -4  =  ilf-iV+/'— Q+  

UierauB  entsteht  durch  Einluhruug  der  aafgefitndenen  Werthe: 

r     r     r  r 

—  l^r—ir+lJa  [«  -3J^-4r-K    — ta-4rJ4  L»— 4Jt-4r+4 

""1  .  2     (V—r+O  +    1     1.2.3....  C^r+l) 

~^    i         r.2...(9-2>-  +  2) 

(y--2r)  (y—gr -f  1)  («—2)      1) ....  (»  4-  1) 
TTT  t  .  2  .  .  .  .  (flH-A-  +  2) 

r72  '  1.2....  (y-3i-+3) 

,  (g~2r)(y-iV4^1)(y--2r4:2)  («-3)(»i~2)... (/>ir?~3r-^l) 

+      "1.2.3  '1.2  (^-^-1-3)  • 

t  s 

Diese  Darstellnog  Ifisst  sich  aach  so  umlonoeD: 


la-äiiit-arfiiii-     ia|i     •  l«-4|iiff-«Pir* 


Werden  hierin  die  FakultiUeii  im  Nenner,  welche  den  Ezponeaten 
y  fahren«  noegeschieden,  eo  ergibl  eich  feigende  UnreteÜnng: 

(y-r+2)-iii  £-ir  (y^+2)«-«l» 

.  («— 3rflj»l»  (ff— 3r+4)«-V  -  (9-3r)5H»(ff— 3r+4)— ^» 
"^Tiii  iT^ii--^  4---ji;r  --J^iZ^i  


Bei  kleineo  n  wird  sich  diese.  Darstellung  rertheilhaft  gehran* 
chen  Issseo. 

Die  AnTrendung  dieser  Glelchnogen  auf  besondere  Fdle  Ist 
sehr  iMqaem.   80  ist  s.  B. 

,r»r  •      »       »1.    ^»  "-^^  .  o  5.6.7.8     _  5.6 

=  126+3.70—15=321, 

wenn  man  r=3,  n  =  6,  9=6  io  Mr.  6)  setzt,  wie  schos  oben 
1. 10.  gefunden  Murde. 

Die  Gruppenauzuhl  der  Verbindungen ,  worin  irgend  ein  Ele- 
ment höchstens  rmal  wiederholt  erscheint,  ergibt  sich  ans  6)  leicht 

Man  hat  zu  dem  Ende  (r-f^l)  statt  r  zu  setsen  und  das  erhaltene 

iiesuitat  von  der  Gesatiinitzahl  der  Gruppen  mit  unbeschränkten 
Wiederholungen  abzuziehen ,  denn  die  gesuchte  Gruppenauzahl 
ist  die  Ergänzung  zu  der  voiUtaudigeu  Gruppeuauzahl.  Hiernach  ist 


=  [/»], 

-  [y-3r-.2J,  [n  -2 W  -  [y-3r-31t  [»-»W 
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Mit  diesen  Alitteln  kann  man  nun  weitere  Fragen  beantworten. 

Die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  n  Ele- 
menten zur  ^tenClasse  werden  gebildet  Wiegross  ist 
die  Zahl  derGrappee,  worin  irgend  ein  Element  gerade 
mal  wiederholt  vorkommt? 

Problem  liaet  nach  dem  frflher  Gesagten  sa,  dass  die 


h^rieitenden  Elemente  auch  in  geringerer  Zahl  wiederholt  in  den 

anflusenden  Gruppen  vorkommen.  Die  gesuchte  Gruppenzahl  be- 
«timmt  sich  ohne  Schwierigkeit,  wenn  man  (r-|-l)  statt  r  in  6)  setzt 
und  das  so  erhaltene  Resultat  von  6)  abzieht.  Es  ist  sofort 

r      r         r  1     r-f  1  r+1 

10)      ilr  = 'C[ai,  a2,  ..a«]«  — 'C[ai    ,       ,...a«  Jt 

Durch  Cn,r  und  C«.r-fi  sollen  der  Kürze  wegen  die  oben  ange- 
deuteten Zahlenausdrücke  bezeichnet  werden*  nm  i^cht  die  ent- 
wickelten Darstellungen  geben  zu  müssen. 

Oieeer  Satz  lässt  sich  noch  veraligemeiuem  auf  fönende  Weise» 

r      r         r  rfH>l      HH-f  r^»i] 

11)    Arf$^'C[ai,  a^,„ün}'' —'ClOg       ,  a%      ,....0«  J« 

Man  hat  statt  r  in  6)  zu  setzen  und  das  erhaltene  Re- 

sultat von  ö)  abzuziehen.  Die  Durstellung  IJ)  beantwortet  folgen- 
des Problem. 

Die  Verbindungen  mit  W  iederholungen  aus  n  Ele' 
menten  zur  ^ten  Ciassewerden  gebildet.  Wiegrossis^ 
die  Gruppensabl,  worin  irgend  ein  Element  wenigstens 
r  und  höchstens  (r-f')inal  wiederholt,  also  gerade  r, 
r -f- 1»  r-f  2,....  (r-f  «)mal  wiederholt  erscheint! 


ist  in  bemerken,  dass 

12)  Ci^i  -  Cn^=C[ai,  Oi,....<i„,l«  =(n,)«  == 

_iii(«i-l)(ni-2) ... (»i-y-f I)  - 
1 •  2  .  3  ....  9 

ist,  wie  sich  leicht  rechtfertigt;  dem»  diese  sind  fai  der  Tbat  die 
Verbindnngen  ohne  Wiederholungen  ans  ii|  Elementen  rar  ^tes 
Classe. 

TbeU  \r.  90 
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Die  Richtigkeit  dieser  GleichuDgen  soll  an  eioigeo  iMoiider 
FlilleD  oacbgewiesen  werden. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  6  Elementen  zur  ßten  Class 
sollen  gefühlt  werden ,  worin  irgend  ein  RIeinent  gerade  dreini; 
wiederliolt  erscheint.  Man  findet  sie,  wenn  man  9=6,  »  =  6  uo 
r=3,  dann  r=4  in  >ir.  ü.  setzt.    Hiernach  Ist 

C.7.8    ^  5.0.7 

i.'2.a    •  1.2.3 

Lflst  man  die  Aufi^ahe  nach  der  in  8)  angegebenen  MetboA 
•o  iiat  man  Air  die  e  folgendee  Sebema : 

e»  «1     e^  +  e^  c*  «», 
fporaiui  sieh  feigende  Ciruppcnsabl  ableitet; 

.      0.5. 4.3  .    ^  ,  .  0.5 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  zur  Oten  flagse  au.s  0  Eleroei 
ten  sollen  bestimmt  werden ,  worin  ein  Elemeui  wenigstens  £V(4 
mal  and  bi^cbetens  Tiemial  iriederholt  erecheint  Mao  hat  ^sa 
itts6y  rssfi  «nd  r=35  an  aelaen,  vnd  es  ist  I 

_  _G.7.a9.tO  ,  ,  5.07.8.9        5.0.7.8  4-50 

•  4.5.6 

6.7  5i» 

""1.2  1.2 

s461— 36=r425. 

LSsl  man  ancb  bier  die  Aii&abe  nacb  dem  Sebema  der 
so  ist 

«*  «»  c»  +  c*  s» 
«*  t»  e»  e»-f  «»  •«  e»+e«  e»  I 
e*e*e*+^c*, 

wodurch  folgende  Anaabi  bedingt  ist: 

^  2^«.5  4.3    0.5.4    0.5.4  | 

^    1.2.3.4  ^+  L2  •  ß  +  1X3  +  IXS"^"*"*'*^-*  ! 

+  X3  +  ^.4 +0.5=30  +  90  +20  +  00  + 120+ 15 +(jO+i 
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£•  M  mto  DMii  iliiig  IvIgan^M  Prakltm  n  ISms: 

Die  Versetsuiiffeo  mit  Wiederbolangen  aus  n  Ble« 
■eoten  zur  ^ten  Clafise  npfdßo  gebildet  Wie  gfOBB 
ht  die  Zahl  der  Gruppen,  M'orin  irgend  ein  Elemeot 
weAigslens  mai  wiederkoit  emciieint?  lo  Zeiohen 

Die  Vorbedingun«^en ,  waieh«  «i  der  Angabe  des  vorlgan 

rsragraphen  gestellt  wurden,  gelten  mit  wenigen  Abänderungeo 
»ach  hier.  Die  Aufgabe  wird  deewegen  auf  eioe  äbnlicbe  und 
Mgeode  \Vei«e  gelöst.  . 

a)  Die  auflOeeoden  Gruppen 

Cfscheioeo  von  der  ersten  Stelle  an.  In  diesem  Falle  tcOoneD 
^(le  Elemente  ohne  Unterschied  auf  den  letzten  r)  folgenden 
"gellen  in  jeder  beliebigeo  ADordouog  aufrflcl^Q-  ^  Ifieraas  er^bt 
1^1  fe^eoaes  Schema : 

«e&iijede  der  Gruppen 

lU  eio  Element  betrachtet  n-ird. 

Die  Anzalü  der  biednrch  bedingCeo  Gruppen  ist 

h)  Gebt  man  mm  eine  Stelle  weiter,  eo  kann  ein  frei^dee 

dement  in  Jede  der  aoflusenden  Gruppen  treten ,  oboe  dass  die 
Hediitrongen  der  Aufgabe  aufgehoben  werden.  Die  Elemente  der 
^öfienden  Gruppen  dürfen  aber  nicht  auf  den  r  ersten  Stellen 
erscheinen,  denn  dieser  Fall  ist  in  o)  vorgesehen.  Daher  muss 
tia  fremdes  Element  auf  einer  der  r  ersten  Stellen  erscheinen, 
•kr  CS  kann  r  SlsUen  durcbbiuto«  Auf  den  naebfaigendc» 
(|-*r-t)  JMalien.  kOnnen  alle  Elemente  ohne  Cnteniebied 
enckeiaen.  Hieraua  entstekt  fblgendee  jBekema: 

(uiy-iP'Caj,  II,...«.)«.  '««... Ä.)r-»^* 

(«t)'-'     (fli ,  03, . . .  a»)  * .  flj     (rii ,      . . .  aji)f-^* 

80* 
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:  :  \ 

Das  getresoto  E1mim(  hmter  den  Plnkte  nimmt  eine  feste  Stel- 
lung ein.  Jede  ZiieammeiietelloDg  von 

(a,)'^-»/^(o4,  aa,...a«)^...(a«y-»P'(ai,  aa,..a„-i)' 
bringt  wegen  des  EiotrUtes  eines  fremden  Elementes 

i.2...(r— 

Versetsongen  hervor.  Hieraus  ergibt  sich  folgende  der  Aufgabe 
genfigende  Grappenzahl: 

^=j.?i(ii-l)jif-»-". 

■ 

c)  Gebt  man  nun  swei  Stellen  welter  nnd  dehnt  diese  6e- 
tracbtiing  auf  (r-f  2)  Stellen  aus,  so  kSnnen  zwei  fremde  KIe> 
mente  zwischen  die  auflösenden  Gruppen  treten.  Die  Cremdco 
Kleraente  müssen  aber  auf  den  (r-\-\)  ersten  Stellen  vorkommen, 
weil  sonst  die  unter  «)  und  ö)  vorgesehenen  Fälle  eintreten  wflr> 
den.  Diese  f&hrt  za  folgendem  iScbema : 

(otjr- » 1*  («,  Os,  . . .  «•)• .  Ot     («Vi  •  Ot  •  •  •  «b)*"^ 
(a,)»'-  >    (fli ,  Ca,  04, . . .  a»)* .        (oi ,  e^ . . .  ii«)^-* 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  « 

•  •  • 

(a«)»^- » («4,    . . .  0.-1)*.  a.    (Oi,  o, . . .  a«)r-»^ . 

Das  getrennte  Element  hinter  dem  Punkte  nimmt  auch  hier  eine 
feste  Stellung  ein.  Die  Torausgehendeo  (r-f*l)  Elemente  kOnneii 
unter  sich  jede  beliebige  Stellung  einnehmen.  Die  ans  diesen 
Verseteungeo  steh  eigebende  VervieltachungszabI  ist 

(r  4- 1)  (r)  (r^l) . . .  3 . 2 . 1  _  r(r  -|- 1)  * 
1.2.1.2. ...(r—1)    *"   1.2  * 

Sic  gebort  jeder  elnzeloen  Gruppe  in  der  vorstehenden  Zusammen- 
stellung an.  n  Gruppen  sind  es.  Die  hierans  sich  ergebende 
Zahl  der  .der  Aufgabe  genflgenden  Chrnppen  ist 
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Setzt  manuuii  die  aiii^egebene  Ntlilussweise  durch  alle  Ütellen 
fort  uod  zählt  die  hieraus  Uiesaendeii  Gruppen  zusaniiueu,  so  hat 
■iB  «oforf  folfifeiide  Gesamnit-Grappen-Aiiiahl: 

1.2  (y-r)  "-^^ 

=4«^^-Hi^]i(ii-J)iif-^»+Iry»-l)«»f-*-H-[r],(n-l)^ 

X durchläuft      Werth«  0,  1,  2,  3....(^— r). 

Diese  Schlüsse  führen  so'Jange  auf  ein  richtiges  Resultat,  ab  die 
emgeschobeiien  Element«  die  rte  Clasöc  Dicht  erreichen  Ef- 
leicbea  sie  diese  und  erheben  sie  sich  dariber,  ao  werd^  a« 
viele  Gruppen  gezählt»  und  zwar  alle  diejenigen,  welche  in  den 
Awhflcken 

P{a^aj...amy,  i^(«i,fl». ...  flu)'',..- ••«^«-i)' 

aid  den  zugehörigen  höhern  Classcn  enthalten  sind  und  die  Ei- 
zeoscbaft  haben,  der  Aufgabe  zu  genügen.  Sie  müssen  üxirt  und 
Von  1)  ausgeschieden  werden. 

Die  Gruppen,  welche  in  dem  Ausdrucke  (</»,  a»  • .  •  a«)!;  eut- 
ittiten  sind,  nahen  die  Fonn 

'  (oa)%  («^... («■)'• 

Ihre  Zahl  ist  (n-l),  denn  die  Zahl  der  Elemente  ist   um   die  • 
Einheit  Tcrkürzt.    Die  Ausscheidungeu  sind  durch  die  Gheder 
^  «ier  nadiatehenden  Reibe  : 

I  li-]r+a  '^«^        . . . . 

I      in  ihnen  durch  die  Auadrücke 

Mingt.  Man  findet  nun  die  auszuscheidenden  Gruppenanzahlen 
lödit,  wenn  man  die  ebengenannten  Ausdrücke  nach  der  Glei- 
(  ckone  1)  bebasdeÜ  Diesa  geschieht,  indem  man  n-l  statt  n  und 
allmälie  r,  r+l,  rl  2,....  statt  o  schreibt  und  die  fehlenden 
Stellen  durch  die  Versetzungen  mit  \ViederhoIungen  ergänzt.  Da- 
Ml  eriyUt  man  folgende  auszuscheidende  Gnippenanzahlen: 
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A=3[r^H«^(«-l)(||--V-^YÖ•-l)(n-2)(l•-l) 

^4=^]rHll((«-l)(il-l)«+  Y-(ii-l)(«-2)(«-l)« 

+  W«(«-l)(«-2)«(«-l)  +  [r],(ii-l)(ii-2)«)iif-«r-«, 

:  :  :  1  : 

•  •  •  •  i' 

A+i  =  War  n({n— l)(it-l)r  +  r(»— 1)  (n— 2)  (n— 1)^'  +  ... 

...  trjKi.-D^-aWiir-»'. , 

•  •  •  • 

Man  kann  M«  die  Klanmim  anfluM  «lid  «idaai  üIm. 
Dadgrah  g«ht  S)  efapte  I* 

3)  Ä=ii(ii-t)[[r]Hir-*+  Irlrfi (ii-l).iH-*-> 

+ r .  II  (n^l)  («-2)  (£r^4^  +  [rjrf«(»-l)«f-^-*  ! 

+  [rJ,n(ii^l)(«-^2)«f[r]rrti»«-»r-a  +  |>J^(„-l),,f-^^  | 

•  ■  •  ' 

•  ?  •  . 

* 

+  lrjr«(n-l)(i|.  2/[[r]yiH-»'  +  [r]^+,(ii-l)n»-»r-»  j 

+  Wttr+3(n-l)  +  .  I 

+  WrH«(«-l) (it-2r+«[[ri^Hiir-»'-» + [r]ir+«(ii-l)iir-»-*  , 

:  :  5  I 

Die  Darstellung  3)  lässt  eich  mittelst  der  2  auf  dm  dieUab«^ 
sieht  erleichternde  Web^  wiedergeben  nod  «war  anf  folmde 

Weide: 

4)  B=xH(n-l)£llr]r^s(n-'\)'.nr'^ 


I 
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f  [r],«(ii-l)(M-2)«2;,[r>+,4.,(ii-l)»m-^-«-* 


+[r>n(j,-|)(«-2Ki7^f,]^(»-l)#,r-«« 

+  Wr f»n  (n  - 1)  (n-2>^  1 '  ^oVltr U+*  (« - 
:  1 

5)         (»-!) ^l^lf («-5«J»Älrlrfii*(»-l)'n»-«'-»-'). 

In  5)  hat  man  stutt  v alladAIlg  dieWerthe  0,  1,  %^Z,„q^%r 

(also  bis  zu  der  Ilöbe  ,  tvodur<:h  der  F]xponeiit  von  71 
in  0  überi^eht)  zu  setzen  luid  dann  hat  man  tiir  jeden  ein/ebicn 
be^tiiumteu  Zahlemverth  iür  ^  ullmäblig  die  VVertbe  0,  1,  2,  3... 

nml  Kwwt  h'm  m  dar  Mdbe,  wedordk  dar  Eipo« 
■ent  von  n  \n  0  flbergeht 

Die  hier  geiuarhten  Schldaae  sichern  so  langa  ein  richtigaa 
Resultat,  bis  der  Exponent  von  (n—'i)  sich  auf  r  und  darüluT 
erhebt.  Von  da  an  sind  nieder  Aus.scheidungen  aus  4)  zu  niaelien, 
und  zwar  in  Beziehung  auf  (n— 2),  tviu  sie  vorher  auf  (/i — i)  ge- 
Bfteht  wnidea. 

In  dem  Ausdrucke  (Nr.  A.) 

[r]rn (Ii- l)(u-2r  ^«Vlari,(n-1)'««-*--* 

ist  (n— 2)''  nach  der  (jlleicliung  1)  zu  bebandeln  und  /.u  dem  Ende 
f/z=iT  und  (n — 2)  statt  u  xu  «etzeii.  Dadurch  erhalt  man  als  aus- 
&u»cbeideode  iirupiienzabl 

[r>  »  (II     l )  2:^\r  \^r^  (»-!>'  «9^3r-x .  („_2). 

la  dem  Anadnicke 

lrJrfiii(«-l)(»-2/+»  4lrJirH+*(«-l)'»t«-*-^ 

von  Nr.  4.  ist  wegen  (r— 2)''H  in  1)  der  Werth  (r-f  1)  statt  a  und 
(n— SD  «tolt  n  ao  aetian  Mi»  erkalt  «afatt 

Dieser  Werth  ist  in  den  vorstehenden  Auadtacfc  eiMtuMMMI.  tte- 
ducb  eatatekt  die  avasoacheideiide  Gmppeiisabl : 

(rJrH  «(»-l)4(rltrf  1+-»«-"^-*-  l(«-2)(ii-.2)+r  (ii-SIKii-3)]. 
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Vährt  man  aaf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man  folgende  auszu* 
edieidende '  GmppenzaJil : 

6)  C=[r]rJi(«— z'o  lr\tr^s{n^l)' uf^t-s 

+  lr]r+,ii(ii-l)(ii-2)4[rir+|+,(ii-l)*iif-V-*- 

X[(Ji-2)+j(«-3)l 

X[(ii-2)»  +  r(»-2)  (ji-3)  4  lr]t(ii-3>«J 

+  lr]r43«(w-l)(«-2)  4  [rj4r+3+*  («-!)' 

Xl(«-3)»  +  r(ti-2)«(«-3)  +[r],  (ii-2)(»-3)«  +  [r],(«-3)«J 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

•  »  •  • 
«  •  •  • 

Auch  diese  Zusammenstellung  läc»stsich,  wie  in  Nr.  2. — 5.  geschah, 
audeni  otdnei.  Stellt  man  «ie  nach  deo  VectlkalreUioD  inaninieii,. 
■a  liegt  in  ihnen  fo^ndes  Geeets: 

7)  e=ii»-»  ijfl« 

In  dieser  Darstellan||f  durchläuft  z  allmähUg  die  Werthe  von 

0,  I,  2,  3,  ....(ijf — 3r)  (bis  zu  der  Höhe,  wodurch  der  Exponent 
von  ji  auf  0  sinkt);  fÖr  jeden  bestimmten  Werth  von  :  durchläuft 
dann  y  die  Werthe  0,  1,  2,  3,....  bis  zur  erforderiicbeu  Uuhe 
(d.  h.  bis  der  Exponent  Ton  n  anfOMnkt);  and  endlieh  fiir  je  zwei 
bestimmte  Werthe  von  r  und  y  (zusammen  genommen)  durchläuft 

X  alle  Wertho  0,  1,  2,  3   bis  zur  erforderlichen  Hohe.  Keine 

der  drei  veränderlichen  Grössen  kann  für  sich  den  Werth  (9— 3r) 
übersteigen.    Dasselbe  gilt  auch  von  ihrer  Gesammtheit. 

Das  Gesetz  für  die  Gesamrotzahl  aller  auflösenden  Gruppen 
iet  Mernacb: 

8)  <4.  a[,...iJ]f=5il-B  +  C— 1>... 
nder 

Iii,  <%,... a«]«===n2:oW'r«-l)'«*"^ 
:  ?  I 
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Dm  Forteangsgesetz  ümtf  Danteilung  lie^t  klar  vor  Angen. 
Das  erste  Gued  in  9)  araeagC  q — r-f  1)  Glieder,  das  zweite 
(f-gril)(g~2r-t'2)^  ^  fe-ar-f-lXy-^-F  2)  te--3r-i-3)^ 

.  lids  vierte  L^T"^"*"^!*  Glieder  u.  s.  f. 

Die  ExponeDten  ?on  x  im  ersten  Gliede,  von  x,  y  im  zweiten 
(iliede,  von  tj^  z  im  dritten  Gliede  u.  s.  f.  bilden  nämlich  die 
HruppeD  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  den  £le- 
iiitiiten  0,  1,  2,  3...(^— r)  zur  ersten  Classe;  aus  den  Elementen 
'0,  1,  2,  3,...(o— ^2r)  zur  zweiten;  aus  deu  ElemeDteo  0,  1,  %  3,.. 
M-Zt)  zur  dritten  Claiite  u.  a.  f.  Man  kano  aicb  hiedorch  ein 
ScDema  bilden,  welches  die  Bildung  der  einzdnen  Zahienaaadrfld£e 

9)  aebr  erleichtert 

Man  kann  nun  mit  den  in  diesem  Paragraphen  anfgeinnde- 

Gen  Mitteln  auch  ähnliche  Fragen  über  die  VersetzuDgeo  mit  Wie- 
1  «ierholangen  beantworten,  wie  sie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
I  vflß  den  Verbindungen  beantwortet  wurden. 

fliemach  bestimmt  eich  die  Gruppe  nanaahl  der  Verscz* 
iBngen  aus  n  Elementen  zur  ^ten  Classe,  wenn  ein  Ele- 
aeat  böchatena  (r — l)mal  wiederholt  eracheint,  durch 

m  •p[a^^  Är^v..flr'V««»--»-^w'(«^i)*«»^^ 

Eben  ao  kann  man  noo  die  Gruppenansahl  dieaer  Veraetzungmi 
WftiniDen.  worin  irgend  ein  Element  gerade  rmal  wiederholt  er* 
«UbL  Eelat 

^  TT  T  T-\-l  r+l 


ilr;t='iT.fli,        .«•!»— 'P[0|        »  «t       »—«1  Jt- 

Aus  9)  erhält  man  sofort  durch  EinfiShnmg  der  l^etreffendeo 
^Verthe  die  notlugen  ZahlenauNdrücke. 

Die  Gruppenanzahl  der  Versetzungen  aus  6  Elementen  zur 
'^en  Clasf»e  soll  bestimmt  werden ,  worin  irgend  ein  Element  we* 
ügittens  dreimal  wiederholt  erscheint. 

Man  hat  in  9)  statt  x  allmählig  0,  1,  2,  3;  n=6,  r=3  im 

«itteo  Gliede  und  0  statt  und  0  atatt  y  im  zweiten  .Gliede  au 
«etzea.  Dadurch  wird 

^  „  3.4.5 
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=  17J36. 

BehiindeU  man  die  Aufgabe  oacb  j*  IJ.  5)»  hsi 
iii  rsit^taiii  BT  »4  s=  »0 = C 
a«  «etaen,  und  m»  erfaldt 


a»^.fliJ*  =  20><<3.5  .4JJ+6«><0.5.4  +  lÜ>:J>.5  +  lä><ö.5.4 
-f  13XÜ.5  f  Gxü.5^-ö 
=  7200+  7200-1-300  +  iä00-|-4öO+  ibU  +  0 
«17136. 


$.  J4. 

Ute  hier  gefuuileiieii  Gleichungen  las^jen  maocbe  An^euduus 
SU.  Eine  sehr  eiofache  Anwendung  ergibt  sich  aof  das  Wfirfel* 
8[»lel,  denn  hier  kommen  die  Versetzuiigen  m^t  imbMcdirlllktfla 
und  bescbräiikteii  Wiederholungen  in  Frage. 

Wie  grns8  ist  die  W^ihrscheinüchkeit  mit  drei  Würfein  eiMifr 
Paach  d  h.  «Wenigstens  zwei  gleiche  Zablen  zu  werfen? 

Die  Zahl  der  gfinatigeu  F&Ue  ist  in  folgendem  Ausdrucke 

2    2     2  2 

begriffen  und  ;  ergibt  sich  aus  9)  {.  13.  wenn  dort  iis:6,  r=% 
und  flir  «  die  Werllie  0,  1  geaetst  werden.  Hiernach  ist 

Die  Wabracbeinlicbkdt  ist  datier  Dir  den  fraglichen  Fall 

96     4  ' 
1)  '^*^216"~9 

mid  ea  ist  4  ftigMi  6  an  wetten*  dass  in  f  edsm  Wer  e  all  drei 
WM»  eis  Pawh  fidlen  wird. 

*  Wiegrosa  ist  die  Wahrscheinlichkeit  itttt  sechs  WOrfelli  b  ebem 
Wnrfc  wenigstens  awei  glalcbe  Znhltn  so  werfen! 

Die  2ahl  dör  gdnalfgMi  FSfle  Ist  In  tfem  Au«dmdce 

2     2  2, 

begriffen.  iSie  wird  gefunden,  wenn  ^=0,  r  =  2,  «=6  gesetzt 
wird.  Hernach  hat  man  liir  x  im  ersten  Gliede  die  Werthe  0,  1, 
%  8,  4»  fiir  y  und  x  die Doppebvwthe  0^;  0,1;  0,2;  1,0;  1,1;  2,0 
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im  zweMm  OMt,  «mI  ftr  y,  «  die  Wcrtbe  OAO  in  Mton 
<ifi«iie  m  s0lBeB.  flienMcb  ist 

A  kF^-S  ^.  '^.3.4       .  2.:]. 4. 5  ^,-| 
-  6.6  Lj-g.  6»+  j-^-3.5.6  +  j-^-^,  5«J 

«  «  2  .  r 2.3.4^  -  2.3.4.5  T 
^  ^  ^  2.3  2.3.4.$ 


oder,  H  eoa  die  angezeigten  Zahlen« Wertlie  ermittelt  werden : 
J=:6[12ge+Sie04-3700 -1-3000 •|-3126]=47a6W 
--d0[106  +  120-1- 125]  =  ^  10690 

-950p44»]  11780 
-144Ö.5  :=:-7200 
•^m.i6  =4-lH0D 
=^5485— 29550  =  4593*) . 

HimiMh  ist  die  gesuchte  WabI8cbeilliidll^elt 

Da««  die  io  t)  uad  2)  gefundenen  VVerthe  richtig  «ind,  läast 
iidb  aneb  dnreii  die  io  {.  Ii.  gegebenen  Gleiebongen  naebweisee. 

Ihre  Richtiekeit  l&a«t  sich  aber  auch  noch  ganz  einlach  d|k* 
durch  zeigen,  dass  man  bemerltt,  dass  die  Zahl  der  gOnatigeo 
Fälle  alle  diejenigen  Gruppen  in  sich  begreift,  worin  Wiederno- 

luDgen  vorkommen,  .also  diejenigen  aasschliesst ,  worin  nur  Ver- 
setzungen aus  6  Elementen  vorkommen.  Die  günstige  Anzahl  für 
Nio.  1.  ist  datier 

ttsO**d>*-i»aio  ^  liOsM. 

Die  gAnstige  Anzahl      2)  aber  ist  ans  dem  nSmIlellen  Grimde 
Js=  1"  [oi»  «a •  •  •  titV  -         «a»  •  •  •  «^]* 
=6»-.(|l!-.i =4Ött6  -  t20s=:45930 . 
wie  oben  gefandeti  wurde. 
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Wie  fiToss  ist  die  WahiKcheinliehkelt  mit  zehn  Würfeln  einen 
Wurf  zu  thuu,  worin  drei  verächiedeue  Zahlen  gerade  je  einmal 
(nicht  mehr,  nicht  weniger),  zwei  andere  gerade  je  zueiniai 
und  die  leiste  gerade  dreimal  vorkommt? 

Die  Zaiil  der  gfinstigen  FUle  ergibt  dich,  nach  7)  $•  7.  aua 
foigendem  Anednick: 

10.9.8,7.6.6.4.3.2.1  6.5.4.3.2.1  „t-w^nno 
•"1.1.1.1.2.1.2.1.2.3     2.3.1. 2. i"'**''**"' 

die  gesuchte  Wahrscbeiolicfaiceit  ist 

i\  10.9. 8.7.^.5.5.4.3     5.7.5.5  875 


§.  16. 

Eine  tvcitcre  Anwendung  der  hier  gegeheuen  fintwiciduBgeu 
lässt  sich  auf  dan  Polynomiuin  machen. 

In  §.  2.  Iiaben  wir  den  Zusammenhang,  welcher  zwischen  den 
Gruppen  der  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholuusen  uod 
denen  der  Versetzunsen  mit  und  ohne  Wiederholungen  nermcfat, 
nachgewiesen.  Man  kann,  die  Cruppen  der  sweiten  Art  aus  denen 
der  ersten  Art  und  umgekehrt  ableiten,  wenn  man  in  die  einzel- 
nen Gruppen  der  Verbindungen  die  Versetzungen  einführt,  oder 
umgekehrt  ausstösst  Diese  Beziehungen  lassen  sich  in  Zeichen 
so  oarstelieD: 

4)  P(fli,  a^.^.am)9=PiCia,,  ng,...«.)!], 

2)  i^(ai,fla,...an)«=/'L^'(ai»  Oj,...!!«)«]. 

Durch  das  P  auf  der  rechten  Seite  m  der  eckigen  Klammer 
soll  das  EioMteu  der  Versotsungeo  lu  die  BleuMute  der  aas 

hervorgehenden  Gruppen  angedeutet  werden. 

Ans  der  Znsammenstellunc:  in  1)  und  2)  lässt  sich  noch  eine 
weitere  Beziehunii,  die  zwischen  den  Gruppen  der  Verbindungen 
und  denen  der  V  ersetzungen  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  aus 
eioerlei  Elementensahl  un«!  au  derselben  Ciasse  herrscht;  crkenueo. 
Sie  ist  folgende: 

3)  In  den  Gruppen  der  V  ersetzuugen  ohne  Wieder- 
boluDgen  einer  bestimmten  Classe  und  Blementensabi 
gibt  es  gerade  so  viele  unter  sich  verschiedene  Gm p- 
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f>en  als  in  deneo  der  Verblniliingen  oho«  Wiederho- 
aogen  int  nXnliehen  Claas«  asd  Elamentsnsalil ; 

oder  die  Anzahl  der  unter  sicb  verschiedeaen  Gmppefi  ia 

a^. .  ,an)i  ist  gerade  so  gross  als  in  (^(a^,  w2,...On)',  denn 
das  xMehr  der  Gruppen  in  P(ai,  «j,  .an)'  bäi»gt  von  der  Versetzung 
oder  verschiedenen  Stellung  der  iiämlicheo  Elemente  in  einer  uud 
denelbso  Gruppe,  niebt  aber  von  Ter8chi«deneB  Elementea  ab. 

4)  In  den  Groppen  der  Versetzungen  mit  Wieder- 
holungen einer  bestirnntea Ciasse  uad  eiaec  bestimm- 
ten Elementenzahl  gibt  es  gerade  %'icle  unter  sieh 
verschiedene  Gruppen  als  in  «Irnen  der  Verbiodungcn 
mit  Wiederholungen  zur  näiuiicheu  Classe  undElemen- 
teaaahl; 

oder   die  Anzahl  der    unter  sich  verschiedenen  Gruppen 
inP'(a,,  4^,..a|i^f  ist  gerade  so  gross  ab  iaC(at»  sb*-*^' 
dem  oben  aagefüfaiieto  Grunde. 


Uiemaeh  ist  die  Grappensahl  (jU)  der  vnter  sieb  ▼erscMede- 
deneo  Groppes  in  PC<h*  o^-**4i)< 

5)  ^»(ii)ff»  ' 


rnid  die  GruppenzsU  der  ontsr  sich  vecsciuedsnen  Grappen  in 

«  ^'-Wf-  1.2.^...^  

Ein  diese  Sätze  erurtemdes  und  bestätigendes  Beispiel  wurde 
schon  oben  §.  '2.  angefahrt. 

Ausserdem  besteht  ein  ganz  enger  Zusammenhans  zvrischeo 
den  Ver  setz on gen  mit  Wiederholungen  einer  Destimm- 
ten  Classe  und  bestimmten  Elementenzahl  und  dem 
Polynomium,  wenn  die  Elemente  der  Versetzungen  mit  den 
Gliedern  des  Polynomiums  und  der  Classenexuonent mit  der 
Potenz  des  Polynomiums  susammeaftllt.  Beides  staid  nim- 
lieh  Tersebiedene  Darstellungen  einer  und  derselben  Sache. 

So  ist  z.  B. 

(a  +  6+c  +  d)*=a*-^{ia%  +  3d*c  +  ^a*d  ^Me^-^M 

+  36«d + 36<J*  -f  66c</  +  c» 

Genau  dieselben  Gebilde  haben  wb  schon  in  (.  2.  erhalten«.  Hier- 
naehhat  man: 

und  in  Rücksicht  auf  2)  dieses  Paragraphen. 
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Diese  Schlüsse  l|M8eii  sieb  leicht  ins  iM%»nif  ine  ^b^rtragmi» 
WOfI  ronD  hat  sofort 

Stellt  man  nun  ilicson  Satz  in  der  gewöhnlichen  Pol^niomialfomi 
dar,  so  Sndert  das  in  Michtj»  die  gemachte Schlnssreihe  und  man 
hat,  W9om  die  ordnswle  Gritsm  w  eiagnfthrt  wini» 

Durch  dfe  Darstellung  8)  hat  sich  nur  die  Ordnung,  in  wel< 
eher  die  entstehenden  Gruppen  zusammeogestellt  werden,  nicht 
aber  die  Gruppen  oder  ihre  Anxnhl  geftnderC.  Man  Icaan  da- 
her die  gewonnenen  Sntae  benutzen,  um  die  Glieder,  welche  bei 
der  entwickelten  Darstellung  des  Polynomiums  fnt/ttehpOj  juixUil^. 

Hiebe!  unterscheiden  sich  folgende  swei  Fragen: 

o)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller  niSglicben  Glieder  etoee 

Polynomiums? 

6)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller  «nter  «leb  verpebieiUBaa 

Glieder  desselben? 

Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  welche  durch  die  entwickelte 
Darstellung  eines  Polynomiums  entstehen,  fällt  mit  der  Anzahl 
der  Gruppen  zusammen,  welche  entstehen,  wenn  die  Versetzun- 
gen mit  Wiederholungen  ^ehild^  werden  aus  den  Elementen  der 
Grimdreihe  des  Polynomiums  zu  der  so  yielten  Clässe  ala  der 
Exponent  des  Polynomiums  angibt.  £s  ist  sofort^ 

Die  Zahl  aller  unter  f*ich  verschiedenen  Glieder  in  der  entwickel- 
ten Darstellung  eines  Polynomiums»  ialü  mit  der  Zahl  der  Grup- 
pen Busanmen,  wenn  die  Verbindnpgen  mit  Wiedtrbohinffen  ane 
den  Elementen  der  Grimdreihe  Sur  ao  vlelten  Classe  gebildet  War- 
den als  die  Potenz  des  Polynomiums  angibt.  £s  ist  sofort 

10)   ^{aiX,  aaa^...<^ia^)f=^<?[a, jr,  a^x*,..,am^']fi 

~r  i„  nC«-l-i)(nf2)....(it-fy~l) 

.  Den  eben  auf  so  einfache  Weise  gewonnenen  Satz  (Nro.  10.)  hat 
Brianchon  im  Journ  d.  I'ecole  polyt.  T.  XV.  Cah.  XXV. 
P  g.  158.  ( iM  e  m  o  i  r  c  .s  ii  r  I  c  s  p  u  i  s  s  a  n  c  e  s  des  Polynome  s) 
aut  leiue  sehr  weitlüuüge  Weise  entHickelt,  so  dass  man  sich  in 
der  That  fiber  den  Aufwand  der  dort  gebrauchten  Mittel  wundam 
muss,  um  einen  so  einfachmi  Satz  zu  beweisen  und  'sura  GMen- 
stand  einer  hesondern,  nmransreichen  Abhandlung  SU  maraen. 
■  Er  hat  den  ^utz  unter  lulgcnder  Form  gegeben: 
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A,{o^x.  a^x\...ünx-)i^  ^    1.2,..  =  t^-y^fl» 

—    li-Hi    — -        1.2  (w-l)       — LVt-iJn-i.' 

Wendet  raan  nun  die  geftmdenM  Sätze  auf  den  ViorliegeDden 
Fall  an,  80  ist 

ea  0HB  maia.- 

Wendet  man  noo  die  in  §.  0.  — 13.  gefimdeaea  8ilt0  aaf  daa 

PolTDoniiuin  an,  so  bietet  (Hess  reichlichen  Stoff  aar  Anwendang 
\  Hd  es  Jäsat  eich  nan  eine  Ueihevoo  Fragen  hcantworten,  wovon 
^  TOB  Brianchoa  gestellte  den  Anlang  bildet. 

INia  JPal3p<Beaiiaai 

wird  entwickelt. 

a)  Wie  gross  ist  die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  worin  irgend 
ein  6lied  der  Gruodreihe  wenigfi^teos  in  der  rteii  Potenz  vor» 
kommt?  9)  §.  13.; 

I)  bdchstens  in  der  (r — l)ten  Potenz  vorkommt  ?  10)  §.  13.. 

A  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Potens  vorkogunt? 

ll)S.l£; 

d)  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  bSdialeaa 
in  der  (r+«)ten  Potens  vorkommt?  12)  }.  13.. 

t)  Wie  gross  ist  die  Zahl  aller  unter  sich  versebiedenen  Glie- 
der, worin  irgend  ein  Glied  der  Grandreibe  wenigstens  in 
der  rten  Potens  erscbeintl  6)  12.; 

f)  bBcbslens  in  der  rten  Poteas  ersebeint?  0)  j.  12.; 

g)  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  .rtea  Potenz  erscheint? 
10)  $12.; 

A)  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  hüchstens 
in  der  (r-f  s)ten  Potens  erscheint?  11)  §.  Ii. ; 

tt.  8.  w.  In  den  aDgeruhrten  PafOgraj^ieD  sind  alle  die  Fragen 
aflgeHiein  beantwortet. 

Hieran  knüpft  sieb  eine  andere  Reibe  von  Fragen. 

Dai  Polyaonuam 

(ai » -f*  OS    -1*  <i|  ^*  -f--  •  •  aii:E*)t 

wird  entwickelt 

o)  Wie  gross  ist  die  Zahl  der  Glieder  in  der  entwickelten  Dar- 
stellung, worin  die  ordnende  Grösse  x  gerade  in  der  <ten 
Potenz  ersebeint  ? 
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b)  wenigstens  fn  der  ften  Potens  ersclMiiitT 

c)  liöchstens  in  der  *ten  Potenz  erscheint? 

d)  weoigsteiui  iii  der  «teo  und  huchsteos  in  der  (ß-{rr)tßa  Po- 
teils  eracheint? 

u,  8.  )v.  Hierin  kann  das  Polyoomiam  nur  eine  oder  mehrere  be- 
liebig bescbrinlite  oder  anterbrocbene  Gmndreibeo  bsben. 

Die  Beantwortung  dieser  selir  mannigfaltigen  Fragen  häiurt 
mit  Problemen  zusammen,  die  ich  in  woer  besondern  Sdunh 
»die  Versetriingcn  mit  Wiederholungen  zu  bestimmten  Summen 
aus  einer  oder  mehreren  beliebig  beschränkten  FJenientenreihen 
nebst  ihrer  Anwendung  auf  Ana^lysis  und  \Vahr8cheinitchkeits- 
Rechnung"  untersucht  habe  und  frestregeo  ich  dorthii  vwineiw« 

Wird  das  Polynomium 

(•i  ••»••••lO»)* 

gebildet,  so  ist  die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen  Glieder, 
worin  ein  Glied  der  Grundreilke  wenigstens  in  der  dritten  i'otenz 
«racheint  nadi  6)  §.  12. 

if-r^    •*  10  11.12.13     ^  9.10.11.12  9.10 

^^"^^   -  j. 2.3.4  +^  "1X3:4    '  ra: 

Die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen  Glieder,  vorin  irgend 
ein  Glied  der  Grundreihe  gerade  lo  der  dritten  Poteni  erschefai^  ist 
naeh  10)  f  12. 

_10.11. 12.13  .  ^9.10.U.12  9.10 
—   1.2.Ä.I4  l.i.4.4  172 

10.11.12  9.10.11 
""TlO      ^'  1.2.2 

=2200— S95s:ie05. 

Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder ,  worin  ein  Glied  der  Grund- 
reihe weuigsteu»  iu  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist  nach  9)  §.  13. 

«lel*  =  la  (10» + 3 . 10».  9    ^ .  10 . 9« + ^^M^ 

-10  9  ^ - 
=:158SOO-900sI57600. 
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Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  i^orio  irgend  ein  Glied  der 
tondreilie  gerade  io  der  dritten  Poteni  erscheint,  i«t  oacbll)$.  13 

r=  10[IO»+» .  10»,  9+ .  10. +  ^|.9^ 

—lOllÜ»  +  4. 10 . 9  + 1-75.9«]. 
198600 -13fi00=:144900. 

Die  gleichen  Resultate  erhält  mani  wenn  man  diese  Problem^ 
lach  §.  8.  und  $.11.  behandelt 


$.  10. 

Noch  eine  dritte  Anwendiiiig  der  hier  gesehenen  Elitwicklun* 
seil  toU  auf  das  Zableneyetem  gemacht  wer£n. 

Die' Zahlen  unseres  Zahlensysteme  bilden  bekanntlich  die 
Versetzungen  mit  Wiederholungen  ans  den  Elementen 
(ZaIbeicheD) 

0,  1,  2,  5, 4,  0,  0.  7,  8,  9 

l  ' 

M  den  Terschiedenen  Classe»,  jedoch  mit  der  Beschränkung»,  dass 
'iie  0  nicht  die  er^te  Steile  einnehmen  kann.  In  den  Zahlen  einer 
Bad  dersrlhen  ClajJse  können  daher  die  einzelnen  Ziffern  ein 
'^'kr  mehrere  mal  wiederholt  erscheinen.  Alle  Zahlen,  welche  eilt 
Mttü  und  mehr  haben,  müssen  daher  irgend  ein  Element  mehrere 
I nil  wiederholt  in  sich  ffihren.  Bei  Zahlen  aber,  welche  zehn 
ZÜem  nnd  weniger  haben»  müssen  nicht  nothwendig  wiederholte 
ZdMieidien  vorkommen. 

Man  kann  daher  bei  den  Zahlen  einer  bestimmten  Classe 
Hgen:  wieviele  Zahlen  kommen  darin  vor»  worin  Irgend 

ti&e  Ziffer  grade  einmal,  zweimal,  drelmni  u.  s.  w.  wie* 
^«rholt,  oder  in  beliebiger  Verbindung  mit  einander 
wiederholt  erscheint 

Aim  mm  die  eben  angeregte  Frage  fOf  einen  bestimmten  Fall 
W»fworten  zu  kHnnen,  niuss  eine  auf  die  Stellung  der  0  .sich 
Wziebende  \  orfrai»c  bcantwort»'t  werden.     8ie  ersiebt  sich  aus 

t^T.Ahschoitte  meiner  Couibiriations Lehre  ij. 4l.iSro.  l22.  oder  r25. 
&  U.  0.  f.  leicht.  Ks  bandell)  sich  nämlich  um  die  Zerstreuung 
^  Üemente  In  Fächer,  oder  um  Einwelenng  einsefaier  Elemente 
teiiwe  Elementes)  in  bestimmte  Stellen  bei  den  Gruppen 
^  Vsisetsnogen  mit  Wederbolungen. 

Sollen  ninlich  Je  r  Elemente  ann  n  Elementen  anemsboben  nnd 
■ft  Stellen  zerstreut  werden,  «o  wird  die  entstehende  Gruppensahl 

Bttd  IT.  '  21 
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SO  vielroal  genommen  werden  müssen  als  eine  der  naebstefaende 
Gleichungen  angibt: 

_n(it--l)  ..(n-r-fl)   f(<— t)    . (5-r-t-i), 

2)  «i,  as„...a„J'-  =  «''l-H«)r  ' 

=  «(n-l)... .  («->r+ 1) .  i,2.3,.,r  i 

Im  ersten  Falle  kommen  keine  Versetzungen  in  Frage.  Im  zwe| 
Jen  geschieht  diess.  Der  Buchstabe  Z  bedeutet  Zerütreuungei 
in  Fächer  oder  Einweisung  der  Elemente  in  bestimmte  Stellen. 

Sind  die  zu  zerstreuenden  Element«^  gleich ,  so  ändert  dicsl 
an  der  Schlussreihe  nichts.  Es  tritt  nur  die  Beschränkung  ein 
dass  Elementenzahl  und  Classenexponent  einander  gleich  werde! 
Hiernach  ist  aus  1) 

In  dem  Zahlensystem  fallt  nun  die  0  unter  das  Gesetz  3).  Si 
khnn  alle  Stellen  mit  Ausnahme  der  ersten  durchlaufen »  und  ei 
scheint  dann  entvreder  einmal,  oder  zweimal  oder  drelma 
wiederholt  u.  s.  w.  KOmmt  sie  nun  bei  einer  (t-f  l)stelii|^  Zal 
in  Frage,  so  kann  sie  nur  die  (i)  letzten  Stellen  in  den  genanntei 
Dimensionen  durchlaufen.  Sie  erxeugt  dann  im  betreffenden  FaU 
folgende  Vervielfachungen: 

ZU:  4r=(.).=^-^^>. 

u.  8.  w. ; 

denn  sie  brinj^t  in  jeder  einzelnen  Gruppe,  womit  sie  in  Verhin 
dung  tritt,  die  gleichen  Erscheinungen,  also  auch  die  gleicbei 
Vervielfachungen  herror. 

jNach  diesen  Vorbemerkungen  sollen  nun  die  Eigenschaft 
ten  alier  sechsstelligen  Zahlen  untersucht  werdeo 
welche  durch  wiederholtes  Vorkommen  der  sie  erzeugen 
den  Ziffern  bedingt  sind.  Pie  sechsstelligen  Zahlen  zerfallen  hier 
nach  iB  folgende  Arten: 

a)  solche,  worin  nur  eine  Ziffer  vorkommt  oder  eine  Ziffer  er 
scheint  sechsmal  wiederholt.  Diese  Eigenschalt  wird  tn 
gedeutet  durch  das  Symbol  (nach  $.  8.) 
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I)  solche,  M'orin zwei  verschiedene  Ziffern TOTkommen ;  oder 
eine  Ziffer  erscheint  einmal,  die  zweite  fünfmal;  eine 
Ziffer  zweimal,  die  zweite  viermal;  eine  Ziffer  dreimal« 
eioe  zweite  auch  dreimal.    Iii  Zeichen 

c)  solche,  worin  drei  verschiedene  Ziffern  vorkommen.  Die 
einzelneo  Fälle  lassen  sich  durch  folgende  Symbole  erkmoen  t 

«»e«,  6«  6»««; 

ij  solche,  worin  vier  verschiedene  Ziffern  vorkommen»  nach 
folgenden  Symbolen: 

e*  s»  e»  s»,  e»     «•  ^; 

i)  solche,  worin  filnf  verschiedene  Ziffern  vorfconmen,  nach  fol- 
gendem Symbole: 

6*     e»  e* 

/)  solche ,  worin  sechs  verschied en«  Ziffern  vorkosunen» 
nach  folgendem  Symbole. 

ei     s*  «*. 

Alle  hier  aufgezählten  Fälle  müssen  nun  mit  Rücksicht  auf 
'iie  Gleichungen  4)  und  auf  die  Gleichung  7)  §.  7.  untersucht  wer- 
!e9.  Ueberau,  wo  die  Null  in  Frage  kommt,  soll  sie  durch  das 
Zekben  Oq  angedeutet  werden. 

tf)  Das  Symbol  s*  dentet  a«f  fo^gsiide  Gmppensabl: 

* 

6)  Das  Symbol  deutet  auf  folgende  Fälle,  und  zwsr 

«boe  0: 

nr  *    *       t     s    s  6.6.4.3.2.1  ^  ^ 

0  als  EinfiMshess 

Müder  0  als  Fünffaches: 


S6B 

7)  Daa  SymM     e*  «levgt  fal^Bode  OnpftOBnlil«  imd  iirw 

nr  *    •         »     4     4       4-,,     6.5.4.3.2.1  ^^ 
^[«i»  ü^...«»;  «I,  a^...«9j*»*=  17273:4 

Mit  der  0  als  Zireifaches: 

Mit  der  0  ab  Vier&chMi: 

.   P[ax,  fl^,....a9^'Z[5;  «o]*gs9.,| '^^^-^  =45. 

Ü)   UsLS  ^Symbol         erzeugt  folgeode  Groppeosabl,  ohne  0: 

t    8      6.5.4.8,9.1  ».8  ^ 

Mit  der  0  aU  Dreifacbes: 

9)  Das  Symbol  e>  e«  eraeugt  folgende  Gruppenzahlen, 
ohne  0: 

or  *    *  6.5.4.3.2.1   9.8^  ^^^^ 

Mit  der  0  als  EinCMhes: 

Mit  der  0  als  Vlerthcfaet: 

or  -«^rit    *i*    2.10.8  5.4.3.2  ,,,, 

10)  Daa  Symbol  e>  e>  e>  eraeogt  folgende  GmppeiiiahleB, 

ohne  0: 

_C.5.4.3.2. 1 
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BUt  der  0  als  EinfiKhe«: 

-.r  *    •      2     3     8       s  5.4.3'.2.1  _  _  6 

Mit  dei  0  al»  Zw«ifadiM : 

53      3  ^      4  32  1  5.4 

Mit  der  Null  als  DrelfadMs: 

11)  Das  Symbol  ^  ^  ^  ermigC  fdgeiide  Grappeuahko« 
ohne  0: 

^        »  6.5.4.3.2.1  9.8.7 

Mit  der  0  ab  Zweifaches: 

«r*   •        •l««rtt     *T«     4.S.8.1  0.8  5.4  ..^ 


12)  Dae  'Symbol  e^  e^  e^  e*  enengt  folgende  Grappeasahlen, 
obne  0: 

t    s  6.5.4.3.2.1  9.8.7  1 

Mit  der  0  als,  Ebifbebee : 

»  * 

_  6.4.3.2.1  9.8  S 

der  0  als  Dreitacbee: 

Lürne      ^.     3.2.1   9.8.7  5.4.3 
PK,  ^a» .  .-«fP^P;  «or=  rxi  K273  OT3="^- 

13)  Das  Symbol  e*      erseugt  folgende  GruppenaableD , 
0: 
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-j,  «    »  6. S. 4. 3. 2.1  9.8  7.6 

'^l*!»  ''l»*  ••*•!»;        «i,...flgj^"=|  ,1,1/2.1.2*  172  172 

=136080; 

Mit  der  0  als  Einfaches : 

nr  *       *ii«9fK   -n     5.4.3.2.1  _  8.7  5 

as37800. 

Mit  der  0  als  Zweiikdwn 

-  *    •      •i.i^rie    »!•    4.3.2.1    9.8  ^  5.4 

ssa024O. 

14)  Das  iSymbol  e*  bedingt  folgende  Gruppeoxablao, 

ohne  0:  -  ' 

nr  '91  6.5.4.3.3*l  9.8.7.6  . 

es226600. 

Blit  der  0  als  EinliMheB: 

or^    «      -  *       *i!ii^rtt      11       4. 3. 2.1  9.8.7.5 

flüi,  flj|,...Ärj;       flr,,...ö^]MZ[5;  go]*=  1.1,1.1.2  ' iÄS  1 

'     •  =151200. 

Hit  der  0  ab  Zweifachei: 

DT^  ^1     ^  "^  '^^    9.8.7.6  5.4 

15)  Das  Symbol  bedingt  folgende  Gruppen« 

zahlen,  olinc  0  : 

,  a,,. .  ö^Jö=6. 5.4 .3.2. 1 .  OXljffr^ =^^- 
Mit  der  0  als  Einfaches: 
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Stellt  man  nun  nach  dieser  Aufzählung  der  einzelnen  Fälle 
die  gewonnenen  Uesultate  /usauiiuen,  so  lat  imter  den  sech6«t«i- 
ligen  Zahlen  die  Anzahl  derjenigen: 

a)  wotin  nur  eine  Ziffer  ▼orkommt  nach  6)  ....  1  9 
6)  worin  swei  ▼•rschiedeM  Zilero  Torkommen»  6)»  7),  2511 
e)  worin  drei  Torschiedene  Ziffern  vorkommeo,  9),  10^  11)  58320 
<i)  worin  vier  rerschiedene  Ziffern  rorkommen»  12),  13)  .  294840 
e)  worin  föof  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  Ii)  .  .  408240 
/)  worin  sechs  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  15)  .  •  13fi080 
Die  Summe,  aller  dieser  Zahlen  beträgt  UXiüUÖ 

■ 

wio  dioM  sein  mono»  denn  die  Zahl  aller  aeehastelligen  Zahlen  Ist 

«i*...ö»J*--/^l«o.  .flgl*=10«-10*=900000. 

Die  hier  unters  II  eil  tenKfille  heantworten  alle  auf  die  sechsstelligen 
Zahlen  bezüglichen  Fragen.  So  ist  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen, 
worin  gerade  drei  verschiedene  Zahlen  vorkommen,  die  eine 
eerade  einmal,  die  andere  gerade  zweimal,  die  dritte  gerade 
dreimal  wiederholt  nach  Nro.  10)  (e^  e*  e*): 

30240  4- 3600  4- 2880 -f  2160=38880. 

Am  grSasten  Ist  die  Zahl  derjenigen,  worin  f ff  nf  Tersehiedene 
Ziffern  vorkommen ,  nSmlich  vier  unter  sich  verschiedene  Zahlen 
jo  einmaly  eine  fünfte  swelmal  nach  14)  (o^  e^  e>)s 

226800-h  151200-^30240=408340. 

Auf  die*hier  gezeigte  Weise  sind  alle  das  Zahlensystem  betref- 
Cenden  und  hier  einscnlagenden  Fragen  zu  behandeln. 

Soli  die  Anzahl  aller  zehnstelügen  Zahlen  bestimmt  werden, 
worin  drei  verschiedene  Ziffern  je  einmal,  zwei  weitere  unter  sich 
wdA  den  vorigen  yerschiedene  Zwero  je  iweinial  und  eine  sechste 
dreimal  wiederholt  erscheint»  so  hat  man  das  Symbol 

c*  e' 

nach  7)  §.  6.  und  Nro.  3)  dieses  Paragraphen  tu  behandeln.  Es 
entsteht  sofiort  ohne  Q: 

a      t       9      3      3  9 

P{üg,  0,,..%;  Og,  o»..09;  Ol»  Oa,..nQ]W 

_l0.9.8.7.r).r).4.;K2.1  9.8.7  6^  ^ 
—  1.1.1.1  2.1.2.1.2.3   17273  1.2* 

SS762048000. 
Mit  der  NaU  aUfiuifiM:hen: 
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2       2         S       !t     3  3 

_  <».8.r.r). 5.4.3  2.1  IKS  7X)  n 
-  l.I.I.2.l.i.l.2.a    1.-2  1.2  1 

S351438240Ü. 

Mit  der  0  als  Z^velfkcbee: 

%    a       2     3     3       3  a 

8.7.0.5.4.3.2. t  9.8.7     ^  9.8 

*i.i.i.i.'>.i70*i.i.3'*''*r2 

=304819200. 

Mit  der  ü  als  Oreifeehee: 

7.0.5.4.3.2.1  9.8.7  6.5  9.8^7 

^1.1.1.1.2.1.2  1.2.3  1.2  1.2.3 

=133358400. 

Hiernach  ist  die  gesuehte-Anzahl: 

A  =  70  >()4<S000  +  514382400  -f  304819200  4- 133358400 
=1714608000. 

Das  allffemeloe  Geseti,  worauf  die  in  diesem  Paragraphen 

fregebeiien  Entwicklungen  beruhen,  ist,  wie  man  sieht,  eine  Ver- 
»indufi*^  d«'>  Sat/.es  7)  §.  7.  mit  3)  dieses  l*arai;ra|»li(Mi.  Ri-zoii  fi- 
net  man  der  Kürze  wegeu  die  zu  7)  $.  7.  gebürige  (jruppeuxubl 
durch  A,  so  ist  sofort 

2      2      2  If      k        k  m 

und  dieser  Satz  sagt  aus:  Die  Gruppen  der  Versctzuniren 
sullen  unter  den  zu  7)  6.  7.  angegebenen  Bedingungen 
ff'ebildet  werden,  una  in  jede  Ch'uppe  soll  ein  neue« 
Element  {n^  als  mfaches  eintreten  und  bestimmte  Stel- 
len (beliebig  so  Anfang»  In  der  Mitte«  am  Ende)  durch- 
laufe  n. 

Hier  gibt  die  eben  schon  angegebene  Bedingungsgleicbuog 
17)  d;=I.9i -f  3.9',-|*...-f 

die  ücficbräaLung  für  die  VertheilungcMiXpoueote»  ui»d 
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SIS 

IS)  qssx-^m 

die  liMtiflMnnng  fiir  die  Dimensionen  der  Llemeule»  4ie  iu  jtsdef 
»inzelnea  iaruppe  vorkommen  solien.  ^ 


f  17. 

SchliesKÜch  ist  zu  bemerken,  dass  der  Ort,  wo  dio  hier  in 
$.6. —  §.  lö.  entwickelten  SäUe  in  der  CombiBationtilelH«  ihre  »Steile 
iMleR,  klsr  ▼orliest.  SW  gehllreii  sa  den  Gonbintiiinen  (Ver- 
seizun^en  and  Veriiindungen)  mit  und  ohne  Wiedeifadwigen.  Die 
in$.  I'J.  nnd  ^.  13.  aufi^prnhrten  lipbilde  ia.ssen  sich  auch  noch  einer 
andern  Ansicht  unterordnen  und  Hchliessen  sich  desueueii  auch 
einer  aiidern  Classe  von  Combinatiouen  an,  die  ich  iu  einer  Ab- 
handlniig  ^«Üe  Heiheafolge  der  Blemeiite  beiden  Ver- 
setsonKen  mit  und  ohne  Wiederholunji^cn  aus  einer 
oder  mehreren  Elemrntenreihcn  und  ihre  Anwendung 
aul  Wahrscheinlichkeitsrechnung"  behandelt  habe,  deuu 
sie  geben  die  Zahl  der  Gruppen  an,  worin  die  erzeugenden  Ele- 
nente ein  oder  niehreremal  wiederholt  oder  an  einander  gereiht 
erscheinen.  Von  dieser  Ansicht  aus  sind  sie  betrachtet  und  un- 
tersucht. Weiss  hat  in  der  oben  angefiihrtcn  Abhandlung  (Nro, 
1.  und  II.)  die  in  §.  9.  aufgeführten  l'roblemc  (wozu  auch  die  \  er« 
•eUungen  mit  bcachrlnkten  Wiederhelungeo  gehören;,  die  eich' 
nach  nneerer  Beselchniwg  eo  darsteUeo: 

h     k         k  fc-l  3  » 


ond 


k    k         k  k-t  8  2 


untersucht,  wie  sich  einfach  aus  der  Vergleichiing  der  hier  auf- 
ijestellten  Gleichungen  mit  den  dort  entwickelten  Formeln  und  ge- 
wählten Beispielen  ergibt;  hat  aber  die  in  §.  8.  und  II.  aufgestell- 
ten Proilleme  nicht  oerflcksichtigt,  die  ich  dorch 

• ''»j  *  •  •  •  ^ » •  •  •      j  >  •  •  •  fti^J* 

2  It 

'pyii,  ^'i, . . fl«^ , . . .  ö«^,  <i« j« 

l»eseiehoet  habe.  Beide  Arten  von  Problemen  gdbOreo,  wie  hier 

gezeigt  wurde  (5.  6.  und  §.  7.),  zusammen  und  ergänzen  sich  gegen- 
seitig. Der  üebergang  von  den  Problemen  der  einen  Art  auf  die 
anderen  ist  deswegen  nicht  schwer ,  wie  aus  den  bierbergebörigen 
Paragraphen  hervorgeht. 

Die  in  6.& — 6.11.  entwickelten  Gesetze  führen  auf  keine  ge- 
■düoeeeaqn  penann.  Dieeer  Vorzug  kommt  nur  den  In  $•  13.  nnd 


§.  13.  entwickelten  Gleichungen  zu.  Weiss  hat  in  Nro.  IV. — Vlll. 
seiner  Abhandlung  noch  weitere  Probleme  aus  der  Combiiiations- 
Lehre  bebandelt,  und  die  von  ihm  näher  untersuchten  Gebilde 
Permntattonen»  CombitfatioBen  vod  VariatioDen  «It  be* 
•chrSnkter  Stellenbecetsuog  genannt 

Aach  auf  diesem  Gebiete  lobot  die  Wiaaenscbaft  danlcbar  mit 

reicher  Ausbeute,  wie  sich  dort  zeigt.  Der  von  ihm  dort  behan- 
delte Gegenstand  ordnet  sich  nach  7/t  meinem  Dafürhalten  der  von  mir 
im  6ten  Abschnitte  meiner  Corabinatiunslehre  aufgeführten  Abthei- 
lang  onter,  wetin  diejenigen  Cembinatbnen  unterencbt  ^d,  welclitf 
durah  Veibindnng  der  Gruppen  vereehiedener  Elementen -Reihen 
erzeugt  werden.  Ich  verweise  deswegen  zur  Bestätigung  des  Ge- 
sagten auf  die  $§.  33.,  34,  35.,  36.  und  37.  der  Combinationslehre, 
wo  die  Grundzüge  des  angeregten  Gegenstandes  nach  dem  Zwecke 
dieser  Schrift  sieh  entwieEelt  finden. 

Aach  hier  kehrt  der  Wunsch  wieder,  sich  über  Benenoaog 
und  Beseichnang  in  der  Combinationslehre  zu  verständigen.  Wurd 
nun  aber  aus  irgend  welchen  Gründen  dennoch  von  dem  einen 
oder  dem  andern  eine  ihm  besonders  zusagende  Henennungs-  und 
Bezeichnungsweise  gewählt«  so  liegt  es  in  uiiseitigera  Interesse, 
dass  der  Ort.  wo  der  behandelte  Gegenstand  irii  System  sich  ein- 
reiht,  ferner  Namen  und  Bezeichnung ,  unter  weichender  ntmliche 
Gegenstand  von  and.eren  aufc;efÖhrt  wurde,  mit  angegeben  werde. 
£s  lassen  sich  gar  manche  Probleme  unter  verschiedenen  Gesichts- 

fmn1[ten,  wie  aus  dem  hier  Gesagten  hervorgeht,  behandeln  und  be- 
euchten.  Jedenfalls  hätte  eine  solche  Zusammenstellung  den 
Vortheil,  dass  sie  den  Ueberblick  und  die  Zurechtfindung  erleich- 
terte, und  so  Gelegenheit  bute,  den  Vorzug  der  einen  Benennungs- 
und  BezeichnuDgsweise  vor  der  andern  lestzusteUeo. 
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Metliode,  die  geradlinigen  Asymptoten 
einer  Cori^e  aus  ihrer  f  olarsleieliiiiis 

KU  bestimmen« 

Von 

Herrn  H.A*  Neil, 

BftopnktikMitaB  m  Msint. 


Setzt  matt  io  der  GleichoDf 

Taf.  VlILFig.  1.  den  Leitstrahl  rsoo,  ao  wird  er  der  Asymptote 
parattel.  Wird  dafür  der  Wiolceft  q>ss6»  ao  haben  wir 

ao=/-(a). 

Ist  daraus  der  ^V^nkel  ö  bestimmt,  so  erhält  man  den  Abstand 
AE—g  der  Asymptote  vom  Polo  auf  folgende  Alt:  FOr  irgead 
eine  Stellung  des  Leitstrahls  AC  ist 

daher 

Keun  mau  das  Stiiek  CF  durch  u  bezeichnet.  Da  dieser  Aus- 
drndk  flir  jeden  Werth  von  9>  gilt,  eo  aetaen  wir  jelat9=:d»  alao 
wird  rsBOD  nnd  msc$, 


31< 

Um  den  W«rkh  diiM  nnlMtfiiiiiiiton  Aiudmdmi  wa  besttminen, 
iMbcn  wir 

d,a\n(ß—q>)     — coaji — y)  r*cos(d — y) 

^"     71       ~       dt  i    "  S 

Selxen  wir  oen  9=d,  ee  idrd 

dtp 

Wir  erhalten  daher  die  Ulchtunt;  der  Asymptote,  wenn  wir 
den  Leitetrabl  unendlich  gross  werden  lussen  und  den  zugehuri- 
§80  Vinkel  racbeo. 

Den  kürzesten  Abstand  der  Asymptote  vom  Pole 
erhalten  wir,  wenn  wir  das  Quadrat  des  Leitstrahls  durch  den 
ersten  DiferentialcoefBcienten  dividiren,  und  darin  ^9>=sd  eelien. 
Trätet  man  diesen  Abstand  seuLrccht  auf  die  zuerst  gef«ndene 
RicbtuDg«  se  gebt  die  Asymptote  durch  diesen  Punkt. 

Diese  Regel  wollen  wfar  auf  mehrere  Linien  anwenden. 

1.  Die  Polargleicbung  einer  Carre'bt 

fl.sin^gp 
~  cos9> 

Man  soll  ibre  Asymptote  bestimmen. 

cosd 

Da  der  Zfibler  niebt  nneodlicb  smiss  werden  kann»  so 
Nenner  glelcb  Noll  werden»  dnfier  Tat  VIIL  Fig.  ±1 

eesd=0,  dsOO», 

dir        2sinycos*y + sin^y 

39  eosV  * 

SeösV  +  «in*»  .  l4-cos^' 
cos^  ^ 

a=s90^  gibt  ^=sa. 
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Den  Abstand  a  mmn  maa  auf  der  JUieciawDlioie  AB  nehnmi, 
vircii  d=90<>;  macht  nao  HFseakrecht  xn  AB,  «o  «rhilt  bm 
die  Asymptote  BF. 

(Diese  Cimre  ist  die  Cissoide.) 

Annerkang.  Die  Gleichung  cosd  =  0  gibt  ausser  ^=90^  auch 
noch  0  =  270^,  u  elclioni  Wertbe  die  tticbtaog  AI^  ent- 
spricht Für  6:=  >7i)^  wird 

^•••i+cos^äW» — 

Das  negative  Zeichen  sagt,  dass  man  a  von  A  nach  ß 
auftragen  müsse.  Denn  nach  Taf.  Vlil.  Fig.  1.  uird  die' 
GrQsse  g  immer  senlcredit  xn  AD  und  zwar  in  einer 
Richtung  aufgetragen ,  welche  derjenigen  entsegengesetst 
ij*t,  nach  der  sich  der  veränderliche  Winkel  q>  hewegt 
Der  zweite  Werth  von  S  zei^t  daher,  dass  BF*  Ai>ym* 
ptote  für  den  unteren  Theil  der  Curve  ist. 


Taf.  V  III.  Fig.  3.  Die  Asymptoto  ist  der  Unie  AB  parallel.  Das 
negative  Zeichen  im  Ausdrucke  lür  g  zeigt  an ,  dass  man  die 
Grösse  a  nicht  von  A  nach  F,  sondern  nach  der  entgegengesetz- 
tett  Richtung  AD  aaftrafsn  mfisse  (vernleiche  Taf.  vlfi.  Fig.  1). 

(Hyperbolische  Spirale.) 
cm<kO.  d=>W>, 
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dt  6g!ny  ^ 

(qcosg?     6)*  j 


Taf.  VIII.  Fig.  4.  Die  Asymptote  stellt  seokracht  aof  JB;  Uir 
stand  Tom  Pole  ist  ss  6. 

(Conchoide.) 

2a  3 

Der  Nenner  wird  0,  vveon  dsQ;  allein  dann  wird  auch  dei 
Zähler  =  0. 

Nimmt  man  dagegen  ds»»  so  wird  der  Aiiadmck  oo. 

dr    2a  sin^— ^oso 
3?=  «  ain"^  ' 

4a2  _jp*^_  2fl 
*  8in^(p  ?t 

2a  ainy — ycosy  ~  0109—90089 ' 
IT*  sin^ 

2a  ^  2rt3i^ 

_     »  '  n  2ogg 

^    sind — dcoad    sin»— ;rcos3(  0+** 

Oads9r,  so  läuft  die  Asymptote  der  Linie  AD  paralleL  Üa 
ihren  Abstand  Taf.  VlIL  Fig.  5.  tob  A  zu  erhalteo»  bemerkee  wii^ 
daaa  ui  der  Gielchong 

^^2a  9 


für  (p~90o  r=a  wird;  daher  ist  AF^a.  Machen  wir  FE^äF 
und  ziehen  EG  parallel  AD,  so  ist  £  Cr  die  Asymptote. 
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NimaA  im»  deo  WhiM  9  negallr, 

«  *  —81119  ~"  wiüq>  ' 

80  folgt»  dass  die  Curve  in  Bezug  auf  die  As#  ganz  ^yinoM« 
trUch  ist;  sie  hat  daher  noch  eine  sweite  Aaymptote  iE' Cr',  tre 
AE*=A£. 

(Quadratrix.) 
1 


l-l-^.ce«^' 
1 


1+V  l+y.  cw»d  ' 
coadss—  77^=, 

4^  o 


^=1 


Neu  ist 


P  * 

ff^-fr^,  c<iad=- 


Da  hier  cosJ  jedenfalls  neeativ  ist,  so  liegt  d  im  zweiten  eder 
im  dritten  Quadranten;  wir  erhalten  also  zwei  Asymptoten. 

Ist  non  g  negativ»  so  wird  sowohl  g,,  als  anch  eosd  Imagin&r. 

Ist  9=0,  so  wird  dsl80^»  gsscß. 

Nur  wenn  q  positiv  ist  und  «einen  endlichen  Werth  liesitst, 
hat  die  Curve  Asymptoten. 

Nvn  drückt  aber  obige  Polargleichmig  alle  Kegelscbnittsllnien 
ans;  p  and  q  iiaben  dieselbe  Bedeutung,  i*ie  in  der  Gleiäiang 
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Ist  q  negativ,  M  ist  die  Linie  eine  Ellipse. 
Ist  a=0         f»  „  Parabel. 

Ist  g  positiv    „  „  Hyperbel. 

Also  nur  die  letztere  Linie  hat  Asymptoten. 

Taf.  Vin.  Flg.  6.  Sind  «i,  6  die  Halbazen,  c  die  £iee«lricltitf 
so  ist 

datier 

1  — a  a 


cos^  =  — 


26« 

 7=7^ 


» 


IVIittelst  dieser  Wcrthe  von  cos^  und  ff  sind  die  Asjrmptoten  leiclii 
zu  cunetruiren. 

Bei  der  Parabel  fallen  die  Asymptoten  in*8  Unendliche;  Stf 
ihr  ^vird  auch  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  Aze  linmer  Uhi 
ner,  je  weiter  sich  die  Punkte  vom  Scheitel  entfemen. 

Anmerkung  Die  Methode  zeigt  es  daher  auch  deutlich  aOt 
wenn  die  Curve  keine  Asymptoten  be^tzt. 


6.  r=: 


l-|-cot|  - tg| 
h 

0©=  -  J-f 

l+cotg  •  tg.j 

• ,  ^  f 

cot^ 

j=— j^oder  dss  — 


Digitized  by  Google 


321 


35" 


.(t+cot|tg|) 


Aß 


9> 


*  h  i  =  -  2A  tg  ^  co8«^  , 

—  2  ^^^^^^^  2 

(l+cot.^tg|)* 
ps=—  2/*tg  2  .  cos*  2  =—  2Atgtj  cos*  ^  » 
gss 2  A  sin  ^co»  ^ = — |A  sioc  ^ 

Taf.IX.  Fig.  7.  Der  Pol  der  Corve  tBt  J;  der  f^rSadcrlioktf 
Winkel  9  witd  von  ^  ans  gesftblt 

AB\8t—h,  jLABG=t^, 

Ist  der  Winkel  (p  positiv,  so  fallt  er  auf  die  Seite  von  Af> 
nach  h.  Da  hier  Winkel  — f  ijcfundcn  wurde,  so  muss  man 
Winkel  IJA/J  =  e  niaclien,  um  die  iiichtung  der  Asymptote  zu 
erhalten.  Das  Zeichen  —  Im  Anadrucke  von  g  seigt,  daas  man 
die  GrOaae  kuins^AG  von  A  nach  G  tragen  rousa.  (Z,GADszW). 

Die  Gleichung  der  Curve 

h 


l  +  col|(g| 


gibt  für  jeden  Werth  von  ip  nur  einen  Werth  r.  Den  Ast  EB 
erfadt  man,  wenn  man  9  zWiacben  ^9  nnd  0  nimmt. 

BCA  von  9=0  bia  ip-im^. 

ACFron  9=180» bis  «. 

Denn  nehmen  wir  einen  Winkel  BAU"=.tp'  gröaaor  als  liO",  so 

ist  9>  =lbü0  4^9, 

h  -A 

r  =  


1— cut2Cot2       cot  2- cot  ^  —1 

Da  jetzt  r  negativ  geworden,  ao  maea  der  LeitatrabI  ftldit 
Thcil  W  89 
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der  Richtung  AB^,  iODdeni  Mch  der  entgegCDgesetiltn  Rkliting 
AW  au%etiigeD  werden. 

Diese  Linie  ist  die  Focale  (brennpunktslinie).  Sie  ist  der 
geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Kegeischnittslinien,  welche 
entstehen,  wenn  man  durch  einen  festen  Punkt  auf  der  Oberfläche 
eines  senkrechten  Kreiske&els  alle  möglichen  Ebenen  letjt,  welche 
senkrecht  auf  der  durch  den  genannten  Punkt  und  die  Axe  des 
Kegels  gehenden  Ebene  stehen. 

Mit  dieser  Linie  beschäftiute  sich  zuerst  Dr.  E.  Külp,  Pro- 
fessor an  der  höheren  Gevv erbschale  zu  Darmstadt;  man  sehe: 
Francoevr*8  AnalytiscbeGeemetrie  in  der.Ebene»  übet* 
setzt  und  mit  Zusätzen  Tersehen  von  Dr.  E.  Kflip; 
Seite  22L  u.  f.  Bern,  Chvr  ond  Leipaig»  Verlag  von 
J.  F.  J.  Dalp.  1839. 

Die  Focale  Uset  sich  selir  einrach  anf  folgende  Art  eon- 
strairen. 

Taf.lX.  Fig.  7.  Die  Linie  JK,  welche  durch  die  Mitfe  Ton 
AB  geht  und  zur  Seite  des  Kegels  parallel  ist»  enthält  die  Mit- 
telpunkte aller  Kegelschnittslniien.  Lei;t  man  nun  durch  den  Pol 
A  irgend  eine  Gerade  AH ,  weit  he  die  JK  in  L  trifft,  und  be- 
schreibt aus  L  mit  dem  Halbmesser  LC  den  Halbkreis  ÜCH', 
•0  sind  B  md  B"  Pmlile  der  Curvt. 

m  ^  1absi'm<p 

'^'~(a— 6)sina  -|*  (a-|-6)cosatg9  * 

Damit  r=x>  werde,  muss der Nenoer  =0  werden«  indem  der 
Ztliler  nicht  od  werden  Icann. 

'    {a—b)siiut+(a+b)  coaatgdsO, 

{{a—ö)s'mtt-\-{a^/t)viisutg(p)cosg> — 
1^^^^  ((a-6)8ina  -|-  (a  4-  6)cos«  ig^}^  ' 

(a-|-6)cos«tgdcosM— (rt  J  6)cososin'd ' 
— 2<i68in^cos^6 


^    (a-f  6)cos«sind(cos^  -|-  sin^d) ' 

'        (a4-6)G0i«~  * 
Um  den  Winikel  d  a«a  diflaem  AMdnieke  wm  eattaiei^  iit: 
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sind  =s  ^/-j  ,     ^-  p     COSO  =:  ^>  ■    .  ; 

(a-|-6)cosa  (a-f  6)co8«(l  4-  t^i* 

 %Ut(a  — ö)  Hing    ' 

(a-f-6)^a8V  ^  .  .  .V, — i  

 ff^Q«— 6a)8hi2« 

^  ~  ( +  6^  +  2aAcos2a)r 

Die  AiQrinptote  kSnnen  wir  nin  auch  coostraireD. 
b  Taf.CLFig.  &  ist 

Halbirt  mao  die  Gerade  AB  in  //,  so  ist  jLGCH^i\  CU 
l^iher  die  Richtung  der  Asymptote  an* 

I  Salblrt  mao  ferner  die  Linien  AC,  BC  dnrch  die  Senltrech- 
llBi  JK  Qod  weiche  die  Linie  CH  in  K  und  ^  schneiden, 

*tnd  zieht  die  Geraden  AK,  BM,   so  ist  der  Abstand  i\0  des 

Dorcbschnittspunktes  N  von  der  Linie  C/f  gleich  dnr  (;Irösse  y. 
l  Errichtet  man  daher  auf  C/J  die  k:>enkrechte  CVS  und  macht  «le 
i  ^ioch  JSO,  60  geht  die  Asymptote  durch  S. 

Beweis.  Das  oesative  Zeichen  Ton  tgdzei^  dass  der  Winliel 
i  na  OG  aus  nach  der  Seite  gegen  B  hin  anfinitiageD  ist 

Sehen  wir  nun  Ton  diesem  Zeiefaen  ab ,  nod  iHsräciwichtigen 
1»  dco  altsolnten  Werth 

(a  -i-  6)cosa  siüö  =  (a — 6 )  eioa  cosd , 

scosssind  -f-  ftcostfsiadss  osbaeosd— Mottcesd« 

asin  (a— d)=:68in(a  -i-d) , 

Vetgletcht  man  diesen  Ausdrucl^  mit  Taf.  IX.  Fig.  &  nad  denict 
«h     Unie  CB  so  gezogen,  das» 
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BtXOaBCQssACJÜiaÄCP, 


Daher  sind  die  rechtHinkligen  «Dreiecke  BQH  und  APH  id 
tisch,  folglich 

AHxs:BH. 

Der  Winkel  GCU  ist  daher  =6,  wenn  CU  durch  die  Mitte  < 
AB  geht. 

K^i  ist  nun  noch  nachzuweisen,  dass  NO=ff. 
Am  d«D  ühnlicheD  Dreiecke  APK,  JSOK  folgt: 

NO :  AP= KO :  KP^  CO-^CK:  KP, 

NO 

jp.KP^CO-^CK. 

Ganz  ebeoso  erhfilt  mao  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  I9€ 
MßQi 

NO 

Addirt  man  beide  Gleichangen  mid  berOcbnchtigt*  dass  SQssUi 


Nnn  ist 


^  (MQi^KP)^CM^  CK 


^ACK=^a^ö,  ^BCM=za'^öi 

MQ  =^Q.tg(90o— 2(«-d))=:ilP.cot2(a^ ; 

ÄP=^atg(9ü«-2<«+d))=  ^P.cot2(a-f  d); 

rnr       ^  « 


coa4iCiC~'  2coe(ff-H)' 
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Pflbrt  man  diese  vier  WeHlM  da,  so  triid 

NO 

-jp  {APcotl  (a  —  d)  +  Ap9%\^(u  +  J)) 


^  8cos(«-*d)     2cos(a-|-d)  * 
g  6 

eot2(«+Ä)+cota(«-d) 

Es  ist  aiMr  aligemeia 


Seo«(«--4)cos(a-fA.  -7-57 — jl"  ^-^o/  . 

^     *  ■  '  6iD2(a— Ö).8in2(a4-d) 

liüst  BSB  im  ZlUsr  dis  Klammer  auf,  so  erblit  man 

(Sielie  ScUe  323.  onteB.) 

(a+6)sinJcos8g   

2rimmos(«-d)cos(«4^iw        .    2sle2«  .cog2g  ^ 

 (a  +  6]|sin58in(cf  —  ^)  sin  (« -j» 

sina.^aiiiacosa 

Da  aber 

eio(«— s=  siaacosd— coeasiDtf  8B  sinacoid  ^1—  • 


Eben  so 


.  ,      »x  2Äsinacos5 


^  .  <v  •  ,  t2asinorcosd  26sinacoftd 
(a^6)smo*  t-, — .  r-r- 


r 
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iVO  = 


m 

(a-f6)coM 


Dieser  Aufdruck  stimmt,  abgesehen  vom  Zeiobeo,  genau  mit 
dem  tiiefvt  erhaltenen  Werlbe  von  7  aberein. 

Bei  diesem  Beispiel«  zeigt  sich  der  Vortheil  unserer  Methode 
sehr  auffallend.  Hätte  man  die  Asymptote  nach  einer  der  alten 
Methoden  bestimmen  wollen«  so  hätte  man  zuerst  die  Polarglel« 
cbung  anf  rechtwinklige  Coordinaten  translomiiren  müssen,  wo- 
durch man  eine  Gieichniig  von  dritten  Grade  erhalten  haben 
würde.  Denn  setzt  man 

dpsrcos^f  so  ist  r=V^ 

Diese  WertlM  in  die  Polargleiehung  eingefihrt  und  g^udnet,  gihA 

Diese  Gleichung  ist  aber  mekit  mfihsnm  sn  behandeln. 

^  Unsere  Methode  bietet  noch  den  Tortheil,  dass  man  nur  den 

Leitstrahl  od  werdtMi  /u  lasst  n  braucht,  während  man  b^  der 
älteren  Methode  beide  (  oordinaten  nach  einander  ee<D  setsei 
muAB,  um  alle  geraden  Asymptoten  zu  erhalten. 


Auch  finden  wir  den  kürzesten  Abstand  der  Asymptote 
Pole,  weicher  daher  immer  einen  endlichen  Werth  haben  muss. 

UeberdieAs  sind  die  Polargieichungen  der  meisten  krummen 
Linien  viel  einfaclier,  als  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  hezo> 

genen  Gleicliuri'^en.  lici  den  strheMi  Beispielen  komnjt  der  Radius- 
vector  nur  ant  der  ersten  Potcji/  vf)r.  uiihrend  die  andern  Glei- 
chungen vom  zweiten,  dritten  und  selbst  vierten  Grude  (Coochoide) 
sind. 

Die  in  dem  Vorigen  entwickelte  Methode  fand  ich ,  als  ich 
mich  mit  der  Aufgabe  bescbätligte,  den  Glanzpunkt  der  Ku- 
gel zu  bestimmeo. 

Diese  Aufgabe  iSsst  sich,  da  die  Ueflexion  in  dor  Ebene  vor 
sich  geht,  die  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Kugel,  durch  das 
Licht  B  und  das  Auge  A  gelegt  werden,  kann,  auch  so  aus- 
drticl^en: 

Es  ist  (Taf.lX.  Fig.  0.)  ein  Kreis  um  C  und  ausserhalb  swei 
Punkte  A  und  B  gegeben;  man  soll  anf  demUnifimge  des  KrehMS 
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denjeoli^en  Punkt  D  finden,  so  dass  die  Winkel  ADE,  BDF, 
welche  die  von  A  und  B  nach  D  gexogeueu  Lioien  mit  d«r 
Tangente  EF  bilden,  einander  gleich  sind. 

Um  diese  Aufgebe  eeelytieeli  tu  lieeej 

ÄC=e, 

b  dem  A  MD  let 
Elbense  fiodet  meii  im  {^CDB 


De  mm  J^ADC^^BDC,  eo  ieC 

68in  (et— y)    aero(ir-f  y) 

.  r— 6  cos  («  — r-^oco8(a  +  9)  * 

Aas  dieser  Gleichanc  ist  mm  der  Winkel  cp  zu  Itestimmen.  Wir 
luseo  deshalb  die  Klsiimern  esf»  end  fioden  imdi  einer  letcbtee 
Kadiietioii» 

Da  in  diesem  Ausdrucke  sin^  iiad  X&(p  getrennt  vorkomnieB ,  so 
läset  sidi  der  Winkel  ip  niebt  direct  l>erMnen;  dagegen  kemmt 
die  Gro.s.se  r  nur  auf  der  erstsn  Potenz  vor;  nimmt  man  daber 

för  rp  »beKtimBite  Werthe  an,  so  lassen  sich  die  zugehörigen 
Werthe  von  r  leicht  berechnen.  Es  stellt  daher  obiger  Ausdruck 
die  Poiargleickimg  einer  Curve  dar,  worin  tp  der  veräoderiiche 
Wtakel,  rdev  LäMrnU 

2aÄsin<p 

r= 


(•—6)  sioa  -^{a-^b)  cosa^f^ 

Tsf.  IX.  Fig.  8.  Der  Durchschnitt  dieser  Curve  mit  dem  Kreise 
vom  Radius  r  gibt  den  gesuchten  Glanzpunkt.  Diese  Linie  ist 
also  der  geometrische  Ort  der  Glanzpunkte  aller  ans  demselben 
Punkte  C  aU  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugeln. 

Wie  man  bemerkt,  schneiet  die  Linie  den  Kreis  in  vier 
Punkten  D,       U\  DT.  Der  Punkt  D'  ist  der  GUnspunkt  für 


SS8 

den  Hohlspiegel.  />*  und  JD^  haben  nur  eine  geemetriMhe  Be* 
deutang. 

Taf.  IX.  Fig.  8.  Die  Curve  liest  sich  leicht  auf  foleende  Art 
construiren.  Äian  beschreibe  einen  Krei«  um  C  mit  dem  Halb- 
messer CA  =  b,  ziehe  von  A  aus  irgend  eine  Sehne  AE,  halbire 
sie  durch  die  Senlcrechte  CF,  so  ist  der  DDrchschuitt  D  der 
Linie  /iED  mit  CF  ein  Punkt  der  Curve;  denn  es  ist  offenbar 
^CDA—j^CDE.  IJesehreilit  nmn  \\hpx  CA  als  Durchmesser  einen 
Kreis,  so  liefen  auf  ihm  die  Mittelnunktc  aller  aus  A  ce/.ogeuetl 
Sehnen;  man  kann  sich  also  dadurcti  die  Arbeit  erleichtern. 

Man  kann  die  Curve  auch  dadurch  construiren»  dass  man  un 
C  irtjend  einen  Kreis  beschreibt,  von  den  beiden  Punkten  A 
und  B  aus  Tangenten  an  den  Kreis  legt,  so  geben  die  vidr 
DurdMttbnlttspnnKte  diescfir  vier  Tangenten  aneii  ?ler  Cnrrenpiinltle. 

Als  ich  nun  die  Asymptote  dieser  Linie  bestimmen  wollte, 
fiel  es  mir  auf,  dass  man  noch  keine  Regel  hatte,  dieselbe  aus 
der  Pdtrglelchung  abzuleiten. 

Die  weitläufigen  Entwickelunj^en ,  welche  zur  IJestimmung 
der  Asymptote  dieser  Curvo  nach  den  früher  bekannten  Kegeln 
erfordenicn  sind,  veranlassten  mich,  darüber  nachzudenken ,  ob 
es  nicht  möglich  sei,  die  Asymptote  direct  ans  der  00  einfachen 
Polargloichung  herzuleiten.  So  kam  irh  auf  die  oben  cnt»vickclte 
Methode.  Im  siebenten  Beispiele  üudet  maa  sie  auf  die  Glao2- 
curvo  angewandt. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  auf  etwas  aufmerksam  machen. 
Vercleichtman  nämüeh  die  Ficuren  Taf.  IX.  Fiir.  7.  ti.  S.  miteinander, so 
tiiidet  man,  dass  bie  in  der  Gestalt  ziemlich  übereinstimmen,  na» 
mentlich,  wenn  man  Taf.  IX.  Fig,  8,  hemmdrebt,  so  dass  B  oben 
'  hin  kommt.  Beide  Linien  haben  eine  Schleife,  einen  Doppel- 
punkt, eine  Asymptote,  ferner  eine  gerade  Linie,  welche  aurch 
den  Doppelpunkt  geht  und  zur  Asym{>tote  parallel  ist.  Alles  diess 
föhrt  auf  den  Gedanken,  das«  beide  Linien  nahe  verwandt,  viel* 
leicht  gans  identisch  sind. 

Soll  das  Letztere  stattfinden,  so  müssen  ihre  Gleichungen, 
auf  dasselbe  Cuordiuatensystem  bezogen,  genau  mit  einander 
Obereinstinunen.  Wir  wollen  diess  näher  unteraueben.  Zuerst  Irans« 
formiren  wir  die  Gleichung  der  Focale  auf  rechtwinklige  Coordi- 
dinaten  (Taf.  IX.  Fig.  10.),  nehmen  M  als  Anfangspunkt,  MC  als 
Abscissenaxe,  MjA  als  Ordinatenaxe;  bezeichnen  MA  durch 
MC  durch  m,  und  LC=LHz:zq,  so  haben  wir  zufolge  der  CoB- 
irtruction  dicaer  Linie  (Siebe  Seite  322.): 

q:  yssLAte, 
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CX  ex 


Wir  ollen  nun  auch  die  Gleichang  der  Giaiucurve  Ar  das 
iäaUcbe  CoordiDateosystem  sacbeo. 

INe  tAä^  'CB  In  Taf.  IX.  Flg.  a  entapiiebt  oflenbir  der 
'Uite  CJ  in  Taf.  IX.  Fig.  7.;  deon  beide  gehen  durch  den  Dop- 
fflpunkt  C  und  sind  der  Asymptote  parallel.  Die  Linie  C/#  dient 
OBS  daher  als  Abscissenaxe.  In  Taf.  IX.  Fig.  7.  haben  wir  AM 
/'ir Ordinatenaxe  angenommen;  da  wir  aber  in  Taf.  IX.  Fig.  8.  den 
li^'m  Punkte  A  in  Fig.  7.  ents[)re(  lHMi(len  Punkt  noch  nicht  ken- 
■eHy  90  nehmen  wir  ihn  zuerst  willkührlich  in  A'  an,  bezeichnen 
Iii  AMand  CJP  von  der  Linie  A'M^  dorcb  I,  nnd  wetten  die* 
•M I  so  bestimmen»  dass  beide  Gleicbnngen  mOgllciist  nabe  Aber- 
rdhitinimen^ 

Aus  Ta£  IX.  Fig.  Ii.  finden  wir  nun  leicht 


im  dieeeo  beiden  Gleicbnngen  sind  r  und  m  m  bestimmen 
wd  b  die  Poteiglelcbnng  der  Glanscnrre  einzoflliiren.  Man  findet 


r  co6(9  +  ö)  =  / — 
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Setzt  maD  nun  zuerst  diese  Werthe  van  tggp  osd  sin^  ia  A 
GleidiuDg 


(ik— 6)siii«  -f  (a-f'^)€osatg9  * 


so  erhält  maa 


2a6cosJ(y(l— x)tg6) 

 r  

(i.-A)sio«+(a+«cos«^E|^J 

i8a6cosd(y — (/-  a:)tgJ)  (/  -  a? + y  tg^) 
*^--(a-*)»lii«(/--«+^+(a+«co8«(y-(/-^)^ ' 


+  (/-J:)')  [  (a— 6)sino(/— .r+ytga)+(a  +  6)cosa(y— a:)tgd| 
= 2ab  co8Ö(y — (/— x)tgd)(/— a;  +y  tgd) . 

Betrachten  wir  zuerst  den  Awdrack  io  der  groMo  KIhum 
t«..)  und  iMmerkMy  das« 

(a— 6)siDa = (a  -f  6)cosa  tgd» 

80  haken  wir 

and  weil 

1 


coad= 


9 


V^l+tg«d 


so  ist 


=  2a6cosd(y(/-jr)  -  (/-a?)«tgd +yHgd-^(^)<g^, 
^fl'^6)cosa 

2a6coaV  + 3K'-*W=y(/-«)a-tg^+(yM/-«)W- 
Beseichnea  wir  der'KOne  halber  den  eiaten  OoefiMcnteo 

(a  -f  6)cosa 
2a^ös^ 
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*ia  cb  f,  «o  bt 


Vergleicheu  wir  nun  diese  Gleichung  Glied  (lir  Glied  mit  der 
'ietdrang  der.Focale  (Seite  329.),  so  findet  sich: 


Uw  wir 


I— tR»a 


i>ionB  Werth  von  l  iu  die  folgende  Gleichuug  gesetzt»  gibt 

w  -     ^  4/»  * 

1  -  X»H 

SeUt  flwui  ii^  dw  b^idien  letzten  AufidröqfceB 

m=il  and  ^sse. 


Da  also  beide  Gleichangen  aaPd  Genaueste  ObereiiMrIimiiieii, 

geht  daraus  hervor,  dass  die  Fodale  «od  die  GianECurve  eine 
«d  die  nSallGbe  Linie  aind. 
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Em  ist  Dttii 


(o      6)  C06C 


aUo 


<i6cos3J(l— tg«d) 
"~  "~     (a-f  6)co»a 

Ans  diesen  WerthMi  von  e  und  m  Irinnen  Vir  ancli  den  Win» 
kel  6  wegbringen: 

^"•(«*  +  6H'^a^cos2o)l ' 

ab  {2ab  -f  (q^-f  cos2a) 
(a«+6»+2a6co»2a)l  * 

Vergleicht  n»an  den  Werth  von  c  mit  dein  früher  gefuDdenen 
Wertbe  von  iVO  in  Tai'.  i\.  Fig.  8.  (Siehe  Seite  326.), 
80  findet  man,  daes  eie  einander  gleich  sind,  dase  also  Jf  der 
Punkt  ist,  der  dem  Punlite  A  in  Taf.  IX  Fig.  7.  entspricht  Anch 
folgt  nun  CO=m. 

Seite  332.  beben  wir  'eine  Constraction  der  Focale  aoge* 

gehen;  die^e  können  wir  jetzt  auch  niif  die  Glanzcurvc  anweo- 
en.  Zieht  man  nämlich  Tat.  IX.  Fig.  8.  durch  den  Punkt  N  irgend 
eine  Gerade  ii^B',  welche  die  Lioie  Cii  io  M  scbneidet  und 
macht  man 

Bo  sind  B  und  B*  CnrvenpnnlEte.  Biefans  iSsst  sieb  aber  leicbC 

umgekehrt  vermittelst  zweier  gegebener  Punkte  A  und  Ii  der 
Punkt  iV  Onden.  Denn  haihirt  man  die  Linien  AC ,  ßC  durch 
die  Senkrechten  JKy  LM ,  welche  (H  in  K  und  M  schneiden, 
so  gibt  jetzt  der  Durchschnitt  der  Linien  AK  und  BM  den  ge* 
sttcbten  Pnnkt  iV»  weil  offenbar 

ülÄ=A'C  und  MB=^MC, 

Es  folgt  damns  NO=eszg  s  dem  Abehind  dar  Asymptote 
I  Pole. 

Dieser  Beweis  ist  viel  anscbaulicbor  als  der  oben  gegebene. 
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Pik  c  aod  M  «rhalteD  wir  die  Ausdrücke: 

2a6sin5cos^ö 


(a+6)coi«  * 


Die  beiden  GfOsMB  c  und  m  ebaraktoriMien  di«  Poeale 
itifidig;  man  kaon  sie  leiclit  ans  den  gegetieneD  GrOsaen  b 

lud  a  der  Glanzcarvc  berechnen.  Wollte  man  aber  umgekehrt 
los  den  gegebenen  (irösscn  r,  m  der  Focale  die  entsprechenden 
ü,  b  und  a  der  Glanzcurve  berecbnen ,  so  bat  man  dafür  nur  zwei 
Gleicbangen;  man  i^ann  daher  eine  der  drei  Grossen  a,  b,  a  wiil- 
kSkrlich  annehmen  und  dann  die  zwei  andern  berechnen. 

Dividiren  wir  den  Ausdruck  von  c  durch  den  von  m,  so  wird 
TaLIX  Fig.  a 


I 


Abt  iat 


€   28in^  2tgd 

m  —  (t-lg^)  cnad    4 — tg«d ' 


'M  «aber  c  and  m  gegeben,  so  iat  Winkel  9  vMt  mabr  will« 
IlUich. 

SatiMi  wir  r^**  ^  vrlrd 


> 

Nehmen  wir  für  n  irgend  einen  Wertb  an ,  so  lägst  sich  Winkel 
B  berechnen.  Man  bätte  aber  auch  Winkel  a  willkfibrlich  annah- 
mm  und  daa  xugehurige  n  berechnen  kOnnen : 

tgo  +  tgd  """öiüCa+d)' 
Hat  man  nun  m  und  Winkel  u  beatiflUBt«  ao  luum  man  iatit  a 
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^_<(l-fll>€fg 


oder  auch 


A  csiD2ct 


und  «ndlidi  ass—- 

Wir  können  aber  auch  Alles  durch  eine  einfache  Construction 
erhalten.  Trac;en  w  ir  nämlich  Taf.  IX.  Fig.  8.  nur  den  willkührlich 
aDgenommeoen  Werth  Ton  a  zu  beiden  Seheo  der  Linie  CG,  al80 

so  Mi  Ci\  das  neue  6  und  6<£>  ilus  neue  a.  Ziehen  wir  die 
linien  3U>  and  J&JD,  so  Ut  noch 

Wir  konnten  daher  auch  in  X>  das  Licht  anbringen,  no  Int  wie* 
dernm  D  der  Glnnspnnkt  liBr  das  in  21  b«lindliebe  Auge. 

Die  Glanzcurve  enthalt  daher  nicht  nur  die  Glanzpunkte  für 
alle  conccntrinobeD Kugeln,  sondern  sie  erlaubt  auch,  dass»  womi 

sie  für  eine  bestimmte  Stellung  des  Lichtes  und  Auges  gegen  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  constiuirt  ist,  einen  jener  Punkte  willkuhr- 
lich  auf  ihr  anzunebnieu ;  dann  ist  aber  die  Lage  des  andern  be- 
elinnt. 
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JUODL 

Fräsen  aus  der  Hechanlk. 

1/OB  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Tofttaadl  4«r  kdher«  Boigandmle  m  Etteahei«. 


L   Ueber  die  Kurve,  die  ein  Hund  beschreibt,  der 

•  einem  Herrn  folgt. 

sei  der  We»:,  fiberhanpt  die  Bewegung  des  Herrn  v3lRg 
bekannt;  zugleich  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  beide  Bewe- 
gungen in  aerselben  Ebene  vor  sieh  geben.  Ks  seien  am  Ende 
der  Zeit  iix,  y  die  Koordinaten  de«  Ortes  des  Herrn,  u,  t?  des 
fimidee,  so  bt  y  aU  Fonktfon  tob  x  bekannt,  während  beide 
bekiBote  Fanktionen  von  t  shid.  o  Ist  eine  Funktion  tod  ti  und 
dlM  letztere  wieder  yob  Xf  also  auch  von  t  Sei  nm 

3r=9(«)>  (1) 

worin  €p{x)  bekannt  ist.  Sei  ferner  die  Geschwindigkeit  ^  des 
Herrn  in  jedem  Augenblicke  mtmal  so  gross  als  die  Geschwindig- 
keit 1^  des  HHiideft,  so  Ist 

Hieraus  folgt: 


J 
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Die  Geschwindigkeit  des  Hundes  am  Ende  der  Zeit  (  ist  nach  der 

Linie  gerichtet  ^  die  von  (a:,v)  nach  (u.r)  geht.  Diese  Linie  BMClit 

mit  der  Aze  der  x  einen  Wiakei»  dessen  Cosinus  gleich 

•  « 

x  —  u  

dessen  Sinus 


(3(-»)*+(a:-li)»' 


Uifliaiis  folgt: 


oder 


(ar— ii)^3=y— (4) 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  t*ich,  dass  die  Linie  von  {pc^y)  nach 
(m,p)  Tangente  ist  im  Punkte  («»v)  an  die  Kurve  des  Hundes. 

Man  zieht  ans  (4): 
d.  h. 

Dnreh  Verbindong  der  Gleichungen  (3)  mid  (6)  eiMC  man: 


oder 
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Die  Glelohuog  (4)  ist  auch 

y(«)-ü=(a:— (7) 

MaD  eliroinire  nan  zwischen  (6)  und  (7)  dieGfOsse  x,  so  erhält 
MM  eioe  DiffereDsialgleichuii|if  in  v  and  m,  mm  der  die  eine  dieser 
GrOeMn  durch  die  andere  aiiseedruckt  werden  Icann.  Dies«  Glei- 
chung ist  die  Differenziali^IcicTiung  der  Kurve  des  Hunden.  V'er- 
mittelst  (2)  kann  man  sodann  u,  v  als  Funktionen  von  i  bestiui* 
men  tind  v#fimttebt  (7)  die  zu  einander  gebOrigeD  je  und  u  er- 


Wir  wollen  den  beeonderen  Fall  betracbteo.  In  den  der  Herr 
eine  gerade  Linie  beschreibt  Nehmen  wir  aie  ala  Axe  der  4  aap 
ao  lat  in  (1)  9(dr)=:0.  alao  sind  die  Gieicboagea  (6)  and  (7)3 


-e=(x-M)^,  (70 

Hieraus  folgt: 

Um  (8)  zu  iutegrirea  setze  ich 


alao 


ae  lat  aaa  (fS^: 


woraai« 


^0  ^ 


e^=iiy  v^n^s 


1MI  \9. 
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norin  C  eine  willkahrlicbe  Konstante.   Hieraus  ergiebt  sieb 


p 


leraer  ^ 

v\'o  C  eine  neue  frillkührliche  Konstante. 

Die  GleichuDg  der  Kurve  des  Bandes  bt  also 

«-t^  +  2C(l-jii)"'2(i»+l)' 


▼oraosgesetst,  dass  nicht  ms=1.  In  diesem  leistem  Falle 
man: 

In  diesem  letitem  Falle  wQrde  die  Korre  des  Höndes  dv 

Axe  der  x  (oder  u)  sich  nähern»  ohne  sie  zn  erreichen.  Im  il 
gemeinen  ist  also  nothwendig  m  <  1.  f 

Um  einen  besondern  Fall  festzustellen»  wollen  ivir  annehneil 

dass  im  Anlange  der  Zeit  i: 

sei,  so  folgt  aas  (7')  im  Anfang  gj^=0,  d.  h. 


0=1— C^2*, 

vnd  aus  (9): 

"-^  +  2ai-m)""2(jii+l)* 
Ans  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 


und  aus  der  iweiten: 
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5i(J— j»)  ~  2(l+/ii) 


m 


wt  in  diflseiB  Falle  die  Gieidmog  der  Kurve  dec  Hmidee: 


am  flWr*- 
=T  T  2(1" 


iS»  obem  ood  aotem  Zeichen  zosamnieD  gehSren. 

Nmmt  man  eo,  dase  die  Bewegung  nach  der  Richtung  der 
itiFen  X  gescbab,  so  maasen  die  mitem  Zeichen  gewählt  wer- 
od  nao  bat: 


am 


(9") 


^Hiuiuicinkinirt  geschieht  in  dem  Punkte,  dessen  Ahscisse 
ifit,  auf  der  Axe  der  .t.  Gesetzt  die  Bewegung  des  Herrn 
gladiOinnig  gewesen,  dessen  Geschwindigkeit  sa,  so  ist 

Bewegung  des  Hundes  ist  ebenfalls  gleichförmig;  seine  Ge- 
it        Um  tt.e  als  Fuoictionen  von  t  zn  erhalten^  bat 


S~"     2CV     "~  _^e^     — 2a»e»' 


"SS^"""^"*  2flr«(ni  +  l)  +  2(l-;/i)^* 


r  aU  FunIctioD  Ton  /  zu  bestimmeD  ist  Aus  {W)  erglebt 
^Mdaon  ancb  u  als  Funktion  von  t 

x=:  1:::^=««  »«l  <=^_^«)>  also 


n-oraos  ossO,  so  dass  also  wirklich  da«  ZusaiumentreffeD  Statt 


Imt  and  iwar  am  Ende  dar  Zeit  ^|_^*  I>«r  ^«g  ^  Hns- 
des  iat 

und  folgficb  von  v=a  bis  vsO: 

8(1—1«)  +  2(1+1«)  —l-m«' 

wie  natürlich,  da  seine  Geschwindigkeit         Uebrigeoa  ist  das 

Letztere  ricbtig,  welcbes  auch  die  Art  der  B^npr^gimg  d«e  Omm 

gewesen. 

Da  im  Anfoags  der  Bewegung  (die  deiebnng  (9*)  Toraosge- 

setzt)  ^  =  0>    so  ist  die  Axe  der  iy  Tangente  der  kurve.  Im 

Punkte  t(=-|~^  ist  ^=0,  also  dort  die  Aze  der  «  Tangeol» 

an  die  Kurve. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  der  Kurve  ist  eigeotlich 

"  Vr=5?  ^  2»«(fii + 1)  2(1  -«v  ' 

und  es  sind  also  zwei  Zweige«  die  beideraeltig  mit 

mn        ,  nm 
— --=-  oder 


enden.  Die  Kurve  QJ")  geht  nor  von  es«  bis  »ssO. 


II.  Ueber  den  vorthellhafteeten  Abhang  einen  Kanal«, 
an  dessen  Ende  das  Wasser  einen  industriell  ra 
benntsenden  Fall  bilden  soll. 


Wenn  Wasser  in  einem  offenen  Kanäle  fliesst,  der  einen 
gleichförmigen  Fall  hat  und  dessen  Durchschnitt  fiberall  derselbe 
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ist,  so  findet  man  die  gUrchfiüniige  CiMehwiiHiigkeit  «,  «Ii«  es 
•DoiiDint,  durch  die  Gleichung: 

worin  A  die  Fläche  des  Schnitt«,  C  »ein  heoetzter  Umfang,  t  der 
Fall  auf  Jeden  Bieter,  a,ß  swel  KomtattteD,  die  beatiamt  wof^ 
den  sn 

«=0,00004445,  j3=0,0003O93. 

(Man  sehe:  Na?ler,  Resumä  d«8  re<;ona  esr  rapplicatiea 
de  la  M^caniqoe.  2»«  Partie.  §  122.) 

Gesetzt  nun,  es  beGnde  sich  in  einem  Flosse  eine  Insel  und 
der  Fluss  hahe  Wasser  genus,  dass  man  die  Kruft  desselben 
bdustrieli  aniveuden  iiuiine.  Man  wolle  au  diese»  Ende  durch 
die  eanze  Liege  der  faiael  einen  Kanal  gnüben,  an  deaeen  Ende 
daa  Wasser  einen  kleinen  Fall  bilden  soll,  deaaen  Kraft  nun  an- 
gewendet werde.  Es  ist  nun  ganz  klar,  dass  man  den  grössten 
Fall  erhalten  würde,  wenn  man  den  Kanal  horizontal  anlegte, 
allein  in  dicatcm  Falle  würde  kein  Wasser  durch  denselben, flies- 
aeo.  Dagegen  würde  die  griiaate  Maaae  Waa^rs  durch  densel- 
ben ffieaaen,  wenn  man  ihm  dieaelbe  Neigung  gäbe,  die  der  Fluss 
bat;  in  diesem  Falle  hätte  man  aber  keinen  Fall.  Zwischen  die- 
sen beiden  Aeussersten  nun  liegt  der  Fall,  da  man  bei  grusat- 
ndglichem  Falle  die  grSaatmSglHie  Bfaaae  Waaseie  eibiltb 

Stelle  Taf.  X.  Fig.  3.  AB  =  CD  die  ( horizontal  gemessene) 
Lisnee  L  der  Insel  (des  Kanals)  CE  dar ;  sei  i  dessen  Fall  auf 
den  Meter,  eo  ist  DE^Li;  endlich  aei  AO=zH  der  Unterschied 
der  Niveaux  des  Wassers  an  den  Enden  der  Insel,  ao  ist  BE 
=H~L\.  Bedeuten  A  und  C  was  oben,  so  iat  die Geachwindig- 
keit  dea  Waasers  im  Kanal  gegeben  durch 

x/i.a  i^C(fn±ßffl) 

Die  Men^e  Wassers,  die  in  einer  Soknnde  durch  den  Schnitt  des 
Kao^s  Üiesist,  ist  Av\  ako,  wenn  da» Gewicht  der  Kubikeinheit 
dea  WaaaeM  iat,  deren  Gevidtt  DIaee  Masse  föllt  dnrdb 

db  flibe  B^IÄ,  bann  nbw,  «nie»  angebeiiMe»»  dto  Aibeit 

AgtiH-^Li) 

ftrricbteB,  wenn  man  darauf  nicht  achtet,  dass  sie  schon  eine 
anr^nglicbe  Geschwindigkeit  beaitzt«  Achtet  man  daranf»  an  moae 
ma  (HHger  Gröaae  noch 


xoHigen.  Aladann  Iat  die  Arbeit,  die  In  der  Sekunde  dnrch  daa 
lilmide  HVaaaer  verrlebtel  wer4e»  faum: 
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welche  GrOsse  nun  ein  Maxiiniim  eeln  soll.  Man  findet: 

AU  -  2XCar— 3LC^r«+^=0, 

Av^Q 

Hätte  man         ?emachlfiMigt»  no  hätte  sich  ergeben; 


Kennt  man  e«  so  findet  sieh: 

C 

i^odurcb  Dun  der  vorteiibafleste  Abfall  gefuDÜen  ist. 


III.   üeber  das  Princip  des  Teiluriums. 


eine,  ansser  ihr  liegende  Axe  AB  (Taf.  X.  Fis.  4.), 

Winhe^schwlndtgkeit  e  angleich  mm  eine  doreli  Hirei.  

gehende,  mit  il^  parallele  Aze  CD,  und  es  sei  die  Rlchtans  v 
€  der  von  cd  entsegengesetzt;  manj^eriangt  die  Läse  einer  bei 
bigen  (fcstt  n)  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  LlniQ  Ef  i 
Ende  der  Zeit  t 

Man  nehme  AB  als  feste  Axe  der  t  an  nnd  d«^ 
zwei  Axen  der  dr  nnd  die  anföngllche  Kfchtane  von  if  C  {Nl 
die  Richtung  der  positiven  Axe  der  :c  an,  und  die  pn.^itive  M 
der  jf  sei  so  gewählt,  dass  die  Kichtnng  der  Gef^chwiridisktit 
Von  der  positiven  Axe  der  x  unmittelbar  zur  positiven  Axe  d 
^  uelie.  Uurcli  den  iMittelpunkt  der  Kuuel  le<re  man  eben  so  € 
in  ihr  festes  Koordinatensystem ,  von  dem  OD  die  poi*itive  A: 
der  i|  und.  In  der  anfänglicben  Lage,  die  Axen  der  nod . 
den  vorigen  (der  x  und  y)  paraHet  seien.   EF  sei  so,  dats  f 
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im  AnfaDg«  mit  den  Ibsteo  Azen  in  J  die  Winlcel  a,  ß,  ynache, 
welciie  W  inkel  .sie  also  lo  dieeeni  Aagenblick  auch  mit  den  dmeb 
O  gebenden  Axen  macht 

Offenbar  werden  wir  unsere  Aufgabe  auch  dadordi  Ivsen  ken- 
nen, daas  wir  zuerst,  während  einer  Zeit  der  Kugel  bloss  die 
Bewegung  um  AB,  und  dann  während  einer  eben  solchen  Zeit 
bloss  die  um  CD  erthcüeii.  I-.a.ssen  wir  also  zuerst  die  Kugel 
öich  bloss  um  Aß  drehen  und  suchen  wir  am  Ende  der  Zeit  t 
die  La|i;e  der  Azen  in  O  in  Besog  auf  die  in  A,  Die  beiden  Azen 
der  2  sind  noch  immei  parallel.  Die  Axe  der  Vi  (durch  O)  macht  mit 
der  Aze  der  w  (dnrcb  A)  den  Winlcel  »t,  mit  der  der  y  den  Win- 
kel ^  —  vi,  mit  der  der  .1  den  Winkel  ^»  die  Aze  der  macht 

mit  der  der  x  den  Winkel  ^  +  »ft  nilt  der  der  y  den  Winkel  »i 

und  mit  der  der  :  den  Winkel  ^-    Bei  dieser  Drehung  sind  also 

die  durch  O  gebenden  Azen  beweglich  gewesen  *  als  feste  Linien 
in  der  Kugel. 

Lassen  wir  nun  die  Kugel  sich  um  CD  während  einer  Zeit  t 
drehen  und  während  dieser  Zeit  die  Axen  der  .Ti  ,  1/1 ,  Zi  fest  (als 
feste  Linien  im  Räume,  unbeirrt  durch  die  ßewejrinii;  der  Kugel), 
60  wollen  wir  die  Lage  von  £F  in  Bezug  auf  die  durch  O  ge- 
henden Azen  am  Ende  der  neuen  Zeit  i  suchen,  an  deren  An fan«; 
natarlich  EF  mit  diesen  Axen  die  Winkel  «,  y  machte.  EF 
macht  mit  CD  ständig  den  Winkel  y;  lesrt  man  also  durch  EF 
und  CD  (die  Axe  der  2,)  eine  Kbene  und  achtet  auf  die  Üurch- 
scbnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  der  ari^i,  so  macht 
diese  Dnrchncbnittelinie  am  finde  der  Zeit  <  mit  der  Aze  der  Xi 

n 

den  Winkel  Oi  —  it,  mit  der  Ajte  der  yi  den  Winkel  ij         +  *^ 

mit  der  der  xi  den  Winket       weon  «i  der  anßnglicbe  Winkel 

mit  der  Aze  der  ist.  ist  zu  bestimmen  aus  den  Giel- 
cbuogen : 

eeitts cesc^aiD/ ,  cosjS = sina^siu)' ; 


d.  h. 


COSC  -«v 


Ftlr  unsem  Zweck  wäre  es  vollkommen  genug,  «|  =.0  zu  setzen, 
in  welebem  FaUe  7  w*'«-  *^««*»  wollen  wir  die 


beibehalten. 

Sind  nun  o',  ß\  y'  die  Winkel,  welche  die  EF  mit  den  durch 
O  gehenden  Axen  am  Ende  der  Zeit  f  macht,  so  bat  man 
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Man  wird  nun ,  vreon  man  beide  erhaltenen  IZesultatQ  ^u^Jimnien 
nimmt,  leicht  eiraeben,  dass  die  mehr  genannte  Durchschnitts- 
linie  mit  den  Axen  der  9»  «,  x  folsende  Winkel  macht  am  Ende 
der  Zeit  i  (wäl|reiid  irelcber  heioe  Bewegungen  allgleich  ge- 

mit  der  4xe  der  ^  den  Winkel:  eil-f  «t  —  -|-(o>-^f)f. 

mi  def  4xe  4©»  y  den  WiiiliQi:  ^(«^-(«i— j-^i-^«~«>*» 

mit  4er       4er  s  den  Winkels  j- 

Slad  »li^  Jetat  nT,  f  die  Winkel  der  Unie  £f  mit  4en 
drei  Axen  dmeh      eo  ist: 

co0a"=co8(o|-|-(o>— £)0*ainy,  cos/S^'^aio«»— c)t-|-a|).8iDy,/':=]r.  (3) 

FOr  den  besondern  Fall ,  daae  a»=e,  nie  diese  beim  TeUipritiip 
der  Fall  ist.  folgt  aus  (31): 

eos«|*=co8a,8lny,  cos|3'^7;38i(iM^finyi^  y"=y;  (i) 
d.  b.  fTfipn,  maq  (4)  m\  (1>  Y^rfl(l«lc||tt: 

«f"=a.  r=ß.  >'"=y;  (5) 

oder  die  L|nie.  EF  bleibet  beständig  mit  alcb  aelbat  pa* 

rallel. 

UreHt  nl80  eine  Kugel  sich  um  die  Axe  AB  und  zugleich  um 
die  mit  i^  .parallele  CD,  sind  die  beiderseitigen  Winkel- 
^escbwMdlf^keili«  gleleb,  abet  enlf^egengeaetst  gerlebtel,  aobieflbt 

jeder  durch  O  gehende  Durchmesser  der  Kugel  beständig  mit  («ich 
|)arnll(>l.  IXiess  it^t  nun  das  Priiicip  de.s  TewrilNMk  fitHtfllhr 
tun^  deäiiolben  ist  üliersichtlich  folgende: 

Eine  Stanire  AB  (Taf.  X.  Fij?.  5.)  ist  nm  MN  drehbar.  An 
MN  ist  ein  horizontales,  nach  unten  gezähntes  Rädchen  G  fest. 
In  diese«  greift  ein  Terttkales  Rideben  C  ein ,  das  an  der  Stange 
CD  ist,  welche  letztere  in  E  und  Fan  AB  befestigt,  sonst  aber 
ganz  frei  ist.  In  1)  ist  ein  vertikales  Rädchen,  ebenfalls  fest  an 
CD  und  ganz  {gleich  dem  in  C,  welcl.es  dann  in  das  horizontale 
//  eingreift,  dafi  gleich  G,  aber  innerhalb  der  Rädchen  C  und 

X>l«t 

Die  Axe  dieses  Rsdcbens,  die  an  demselben  fest  ist.  trSgt 
den  (Halb')  Ring  KL,  an  dem,  an  der  (schiefen)  Axe  KL  eine 
Kugel  ist  Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Vf>rnchtun*r  die  obi- 
gen Voraussetzungen  ver%Tirklicht ,  so  dass  KIj  bei  der  Hewegimg 
von  AB  um  HIN,  wobei  also  die  Kugel  sich  um  MJS  und  ÜJ 
dreht,  die  Linie  KL  s.  B.  (die  Erdaxe,  wenn  die  Kugel  die  Erde 
in  Re\^egung  um  die  Sonne  vorstellt  und  KL  um  23yf  ^ 

cegen  MN  geneigt  ist)  immer  mit  sich  parallel  fatleibt»  «Fa#  Ml* 
kanntiich  mit  der  Erdaxe  der  Falle  ist. 
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Heber  CurYen  zweit  er  uDd  dritter 

OrdAOiiff« 

Herrn  Doctor  T.  Clausen, 

ObcervBMr  ao  der  Siern warte  zu  Dorpat. 


Der  elegante  Pascal'sche  Satz  in  Beziehung  auf  Curven 
zweiter  Ordnung  veranlasste  mich  einen  ähnlichen  in  Beziehung 
auf  Corvea  dritter  Ordnung  auCzusucKtn.  Bei  diesen  letztern  ge- 
stalten sich  aber  die  Gleichungen  viel  Terfriekelter;  so  dass  Ter» 
iQUthlich  mehrere  solche  Sätze  exlstireo,  die  aian  erlangt,  wenn 
man  die  Gleichung  der  Curve  auf  verschiedene  Weise  behandelt; 
wobei  man  bei  Curven  zweiter  Ordnung  auf  einerlei  Resultat 
ktomt«  bei  denen  dritter  QrdiMia^  iber  versrbiedene  ResnKate 
findet.  Ich  getan i^te  durch  eine  vuHi)(  gieiche  BehandlungsvreiM 
ZD  dem  Pascar^chen  Sjitze  und  r»  eirwni,  wie  k;b  glaube,  neuen 
einfachen  Satze  in  Beziehung  auf  Curven  dritter  Ordnung,  der 
mir  4er  YeruflfeutlichiMig  nWut  imwertb  achten,  weslviib  ich  ihn 
mittbeile. 

1.  Zuerst  suche  ich  die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve,  die 
darch  vier  gegel»ene  Pankte  Pi,  P«,  Pj,  P4  eebt  Ziebt  naa 
d^reh  zwei  dieser  Punkte  Pi  und  P«  eine  Gerade  und  l)etrecblet 
diese  als  Aie  der  x:  und  setzt  man  den  Anfangspunkt  der  Coof- 
dinaten  im  Punkte  A:  so  bat  man  far  die  beiden  Punkte 

oed 

a:  =  i4P2  =  a',  .y=0. 

Es  sei  #^==0  die  Gleichuns;  f«ir  die  Carve.  Man  Hiebt  leicht,  dass 
Ä',  um  den  beiden  Wertben  lu  genügen,  von  der  Fora»  sein  nflsee: 
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"lu  welcher  Formel  A'j  und  andere  Polynome  von  a;  und  y  oder 
CoDstanten  bezeichnen.  En  seien  nun  ferner  die  Gleichungen  fiir 
die  Geraden ,  die  durch  Fg  und  P3,      und  P4  gehen: 

•ei  ferner  /sjr»  so  hat  man: 

(i  und     bedeuten  Constanten)  also: 

K=li.l^,Ki^l.K^..^  (1) 

worin  #^3  ein  ähnliches  Polynoni  als  bezeichnet  Auf  ganz  Shn« 
liehe  Weise  findet  man,  wenn  man  die  Gleichung  iür  die  Gerade 
die  durch      und      gesogen  ist,  ^=0  setzt: 

£=:4.i^.iB;-f/..Jr»  — (2) 

ISubtrahirt  man  nun  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  von  einander,  so 
tindet  sich: 

Da  In  dem  Dorchschnitte  der  Geraden  /nnd  l^*)  weder  i,  noch  h 
Terschwinden,  so  muss  in  diesem  Punkte  =0  seui.  Es 

muss  daher 

sein ,  wo  wiederum  Jf«  und  Kf  Polynome  von  x  nnd  y  besoichnen. 

Oemuacb  ist: 

wodurch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sich  verwandeln  iu: 

Deamach  ists 

Es  mnss  also  sehi: 


*)    Kurve  hslb«r  werde  ich  im  Folgenden,  wenn  kfin  MincvenliiMi- 
n\m  SU  befürchten  iiit,  statt:  die  Gerade  deiwiGleicbnng  Z=0,  aehleeht- 
die  Qermde  L  «dircibeo. 
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oder  eodUdi: 

±  Bei  Carfea  swdter  Ordnung  werden  die  Grössen  und 

A'^  CoDsUoten*  •Nimmt  man  nun  zwei  andere  Punkte  P5,  auf 
der  Curve  an,  und  setzt  die  Gleichung  der  Geraden,  die  durch 
Pi  und  geht:  /4=0;  der  Geraden,  die  durch  und  P^  geht: 
4=0;  and  der  Geraden,  die  durch  P^  und  /\  gebt:  ^=0;  so 
hat  man  auf  ganz  ähnliche  Art  in  Beziehung  aof  die  Pankto  P^^ 
P»,  P^,  P4  folgend«  Gleichung  fiir  die  Cnire: 

Kz=U^,l^i^l^J^J,  (4)         .  , 

wo  k  und  k  ODnstanten  beseichnen.  Ellminirt  mau  nun  aue  den 
Gleichnogen  (3)  und  (4)  Ii,  eo  erh&lt  nun: 

(Ä'./a—  K^.l)K^if,Kf,J,.U.U^k.  K^MU,^  •••(5) 
Da  Jk,  k,  K^,      Conetanteo  sind,  so  wird 

die  Gleichung  einer  Geraden  sein.  Die  nenn  Durchschnitte  der 
drei  Geraden  und      mit  den  drei  anderen  Geraden  /, 

und  L  liegen  also,  da  in  ihnen  die  beiden  Glieder  der  Gleichung  (5) 
Terschwindeo ,  entweder  auf  der  Curve,  oder  auf  der  Geraden  Ij. 
Nun  aber  schneidet  die  Gerade  /,  die  Geraden  /  und  4  auf  der 
Curve.  Sie  kann  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  sehneiden, 
also  muss  der  Dur«  h^chnitt  mit  Z^,  da  er  von  den  beiden  andern 
im  Allgemehien  Terachledeii  ist,  auf  der  Geraden  L  liegen.  Eben 
so  müssen  die  Durchschnitte  1%  und  L,  4  und  i  auf  derselben 
Geraden  liegen.  Dieses  ist  der  Pascarscfae  Satz. 

3.         Gunren  dritter  Ordnung  werden  die  Grössen  . 
in  der  Formel  (3)  nicht  über  die  erste  Ordnung  sein;  eine  dersel* 

ben  rauss  wenicstens  vom  ersten  Grade  sein  ,  da  sunst  die  Cnrve 
nur  von  zweiter  Ordnung  wäre.  In  dem  Folgenden  wird  ange- 
nommen, dass  beide  die  Gleichungen  von  Gerauen  darstellen^  dass 
also  die  Gleichung  Ute  die  Cnrre  ? on  folgender  Form  hein  wird  :* 

*  *  *  f 

Die  Gerade  /  gehe  durch  die  Punkte  P,,  P,,  Pr  (Taf.  VII. 
Fig.  5.);  A  durch  die  Punkte  A>,,  />-,  P«;  /,  durch  P,,  P,.  P,; 
I4  durch  P«,  P5,  P^;  so  sieht  man  leicht,  duss  1^  durch  die> 
Punkte  P, ,  Pg,  Pg;  und  da^s  durch  Pj,  Pq,  Pg  geht  Wenn 
man  also  durch  vier  in  der  Curve  liegende  Punkte  Pf,  Pi, 
Pi ,  P5  die  vier  Geraden  zieht:  I)  P^P^  die  die  Curve  überdies 
in  Pi  schneidet;    2)  P^P^»  die  die  Cur?e  in  P«  schneidet; 


m 

3^  PiPa»  die  die  Curve  noch  in  1^  schneidet;  4)  P^Pt^  die  die 
Carve  noch  in  Pm  schneidet!  so  schneiden  die  Geraden  P^P^  uod 
PrP%  die  Cimre  la  denMibeo  Pimlcte  P«. 

'Es  werden  die  Geraden  /  und  /,  beibehalten,  odor  die  Punkte 
Pi,  Pi,  p3,  P^f  Pj,  und  vier  andere  Gerade  gezogen:  durch 
die  Punlite  P^,  P^,  P^;  l'^  durch  P.,  P^,  P^;  l\  durch  P„ 
P'i*  Pfi'^  /'»durch  Pr,  P^' ,  P^.  Alle  diese  Punkte  liegen  auf 
der  Cofve.  Statt  des  Vierecks  P^,  P^,  P^,  i\  entsteht  also  cio 
Mves  1^5,  J^s,  P^,  P\,  dessen  wlüngerte  Seite»  dleCwrre  ie 
denselben  Punkten,  wie  die  verliegerten Seiten  des  enten»  schnei- 
den.  Da  beide  in  der  Curve  eiDgesehriebeB  eM»  ee  Int  nsn 
ebenfalls  für  das  letzterem 

Climinirt  man  aus  den  Gletchungeo  (6)  und  0)  U$   so  ergiebt 
eich: 

K  oder  die  Gleichung  för  cKe  Gurre  kann  nicht  durch  /  theilbar 
sein,  folglich  muss^ 

sein,  wo  I«=.0  die  Gleichung,  einer  neuen  Geraden  ist.  Dem- 
nach  ist: 

£«ür=     A"^^ — ^1  »ttti^ti^  (8)  • 

Die  Gerade  4t  lian»  die  Gncre  nur  in  dreien  verschiedenen  Ptadc* 

ten  schneiden,  neniiich  in  ihren  Durchschnitten   mit /^^ ,  1^,1^1 
der  Durchschnitt  d  (Taf.  VII.  Fi^.  5.)  mit       liegt  daher  auf  der 
Geraden  L;  eben  so  liegen:  a  der  Durchschnitt  von      »nit  f^i',  p 
der  Durchschnitt  von  l\  mit  Z^;   v  der  iJurch^^chnitt  von      mit  | 
auf  derselben  Geraden.   Wir  hauen  also  den  Satz: 

»»Beachreibt  man  in  einer  Carve  dritter  Ordnnng 
aw«i  Vierecke,  deren  verlängerte  Seiten  die  Curve  in 
denselben  vier  Punkten  schneiden;  so  liegen  die  vier  ' 
Durchschnitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit 
den  den*  gegenüberliegenden  Seiten  en tHpreehendes 
in  dem  andern  Vierecke,  auf  einer  Geraden.*' 

I 

Durch  Hfllfe  dieses  Satzes  lassen  sieli,  wenn  die  acht  Durch-  | 
•ehnitte  der  vier  Seiten  eines  in  die  Curve  eingvechrielienen  Vier- 
ecks mit  der  Curve  bekannt  sind ,  mittelst  eines  neunten  Punktes 
wenn  dieser  nicht  der  oben  erwähnte  neunte  Punkt  ist  r  (^ine  un-  | 
endliche  Anzahl  Punkte  der  Curve  durch  die  leichteste  Constru- 
ction  finden.  Es  sei  nemlich  (Taf.  ViL  Fig.  5.)  P^  dieser  Punkt. 
Man  lieie  PtP^  oder  f«,  die  die  Ctaiade  /,  ie  dem  Punicte  c 
«eiweidet;  PaP'b  oder  die  Gerade  l"«,  die  4  ift  dem  Punkte  $ 
■ebaridet  Doch  amd  ß  aiilie  aan  nm  die  Gorade-  J^«  die  i« 
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m  Paukte  y*  h  aber  im  Pankte  S  schneidet,  so  gelMi  die  Germ* 
den  durch  Pj  und  d,  l'^  aber  durch  Pj  und  y,  wodurch  das 
ganze  Viereck  vGllig  bestimmt  ist.  Man  findet  also  auf  diese 
Weise  drei  neue  Punkte  durch  Hülfe  des  einzigen  P'5.  Durch 
Terweckseluog  der  Geraden  l,  Ii  und  unter  einander  und  1^, 
U,  U  Immm  «M  |B6lu«r»  8606  Paukte  Mo«  tedi  Pf  Man; 
weiro  mto  aber  die  oen  gefandeneii  auf  dieselbe  Art  als  P'^  be- 
badeit,  oder  die  neuen  Complexe  von  drei  und  drei  Geraden 
Mirendet,  und  die  Operationen  niederholt ,  kann  mm  jede  belie* 
Uge  Aoiahl  Punkte  auf  der  Corve  tiuden. 

4.  Es  seien  in  einer  Curve  Zureiter  Ordnung  zwei  Vierecke 
eineeschrieben,  deren  auf  einander  folgende  Seiten  /,  /.  ,  L,  /, 
und  l\,  l't  sind.  Man  hat  also,  wenn  K=Q  die  Gleichung 
der  Corve  ist: 

(olgBeb  dnreh  Elimination: 

Kz=^U^d\Jf.  ^fJ'nUiM. 

Von  den  8echt»zehn  Durchschnitten  der  vier  Geraden  /,  L^,  l\ 
uod  l\  mit  d«u  vier  andern  l'^,  Ii  und  L  Uesen  nur  acht  auf 
der  Curve 9  nad  kOnnen  niebt  mebr  Verschiedene  Tiegen ,  weil  jede 
Clemde  die  Cur?e  nur  in  zweien  Punkten  schneiden  kann.  Die  . 
fkrigen  acht  Doidiechnitte  /  und  4  i">^  ^  und  ig  und  ig  mit 
fi  und  l'i  liegen  auf  einer  Curve  zweiter  Ordnung,  oder  einem 
Systeme  von  zweien  Geraden»  deren  Gleichung 

iiL  Man  kann  bieiana  folgenden  bekannten  Sata  folgern: 

„Wenn  von  zweien  in  einem  Kegelschnitte  einge- 
schriebenen V^ierecken,  die  drei  Seiten  des  einen  die 
•itsprechenden  drei  Seiten  des  andern  auf  einer  Ge- 
raden sebneiden:  so  liegt  der  Dnrcbscbnitt  der  vier- 
ten Seite  mit  der  eut^prech en d  en  im  andern  Dreiecke 
ftuf  derselben  Geraden.  Zugleich  liegen  die  Durch- 
ichoitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit  den 
eotsprechenden  gegen  über. stehendeu  im  anderen  Vier- 
ecke auf  einer  anderen  Geraden.*' 

5.  In  einer  Curve  dritter  Ordnung  seien  swel  verscbiedene 

Vierecke  eingeschrieben,  in  denen  blos  zwei  einander  gegenüber- 
stehende Seiten  die  Curve  in  denselben  beiden  Punkten  scbnei- 
den.  Es  sei  also  K=0  die  Gleichung  der  Curve«  so  ist: 

Kzsi.eg.tt^l'.J^.l'^, 
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BBnifoirt  man  hlercns  /,  so  ergiebt  sieb: 

Von  den  filnfondswanzig  DnrchschnltteD  der  Geradeii  l'i,  i'^ 
/if  /«»  h  mit  den  Geraden  /.,  /«,  l^,  liegen  die  in  den 
untenstehenden  Schema  mit  0  bezeichneten  Durchschnitte  der  io 
der  obern  horizontalen  Ixcilie  mit  denen  in  der  vertikalen  auf  der 
Curve.  Die  ubriseo  liegen  auf  einer  andero  Curre  oder  Systeme 
▼on  iweieD  Geradeo,  deren  Gleiehong 


ist. 


Ii 

/310 
40 


0 
0 
0  0 
0 
0 


0  0 
0 


0 


0 


0 


Hteran«  folgt  sogleich ,  daaa  venu  drei  dieser  lelsleni  DordH 
schnitte  auf  einer  Geraden  tieften ^  die  säauntllciien  sehn  Durch- 
schnitte auf  zvreie«  Geraden  liegen  nflssen»  und  iwar  auf  Jeder 

liunf  derselben. 
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Zweite  Bearbeitung  des  in  dem  Auf- 
satze Thl.  XIII.  Xr.  XJLXni.  «e^e- 
benen  Beweises  eines  seometriseiieB 

SatSEes« 

Von 

Hemi  Theodor  Lange 

M  Berlia. 


Es  erscheint  hiermit  eine  neue  Bearbeitung  des  Beweises  zu 
dem  in  Thl.XIII.  Nr.XXXIU.  S.  341.  aufgestellten  Satze:  Wenn  aus 
zwei  Punkten  A  und  B  einer  geraden  Linie  zwei  gerade  Linien 
und  BD  aasgehen ,  welche  nüt  der  Linie  AB  die  Winkel  a  md  A 
bilden  mOgen,  und  wenn  eine  aus  dem  Punkte  A  auf  die  Gerade 
DB  eezogene  Linie  von  der  I^änge  r  den  Winkel  a  in  demsel- 
ben Verhältnisse  thcilt,  in  ;'dem  eine  au.s  dem  Punkte  B  auf  die 
Linie  AC  gezogene  Linie  von  derselben  Länee  r  den  Winkel  b 
ibtüH,  so  elnd  die  Winkel  a  mid  b  einanaer  gleich.  Der  hier 
folgende  Beweis  scheint,  abgesehen  von  seiner  gruMero  Einfach- 
heit, deshalb  vielleicht  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  weil 
in  seinem  Verlauf  deutlicher  hervortritt,  woher  es  wohl  gekommen 
ist,  dass  so  viele  Versuche  einen  rein  geometrischen  Beweis  die- 
ees  Satiee  zu  geben,  gescheitert  sind.  Inden  nämlich  dieBedin* 
gong,  dass  dir  Halbmesser  in  den  Winkeln  a  und  6  liegen  müs- 
sen, einmal  begrenzend  und  dann  wieder  ausschliessend  wirkt;  da 

dieselbe  bewirkt,  dass,  wenn  ä^PSA  irt,  die  Gieicbnng  ^=ßi 

die  Glelebmig  as6  liedingt,  indessen  sie,  wenn  a<,PBA  ist, 
die  Gleichung  unmOgtlch.  nacht  und  den  Fall,  dass  die  Kreise, 
sich  nicht  schneiden ,  ganz  ansscbliesst;  aber  auch  die  Gleichungen 

-=|>  wd  A=7  Bidit  «InlreteD  lissl. 

(Von  non  an  •.  m.  Taf.  X.) 
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Alle  geraden  LinieD  mas  einem  Punkte  A ,  auf  denen  Punkte 
liegen,  welche  von  einem  Punkte  B  den  bestimmten  Abstand  r 
hauen ,  sind  Secanten  aus  A  liir  den  mit  r  als  Halbmesser  um  den 
Punkt  ß  beschriebenen  Kreis.  Ebenso  sind  alle  gerade  Linien 
ans  dem  Pankte  B,  anf  denen  Pnokte  liegen,  w^che  von  dem 
Punkte  A  den  bestimmten  Abstand  r  haben,  Secanten  ana  S  Itir 
den  mit  dem  Halbmesser  r  um  A  jjezeichneten  Kreis.  —  Man 
stelle  sich  vor,  eine  8ecante  für  den  Kreis  um  A  aus  dem  Punkte 
B  drehe  sich  um  diesen  Punkt  so ,  dass  ale  ana  der  Lage  BA 
als  der  ursprüngliclien  sich  nach  einer  Richtung  bewege,  Iiis  sie 
in  die  Lage  jeder  Secante  i^ckommen  ist.  Der  bei  dieser  Drehung 
zunehmende  Winkel,  welchen  die  Secante  mit  BA  bildet,  sei  6. 
Sind  während  der  Drehung  auf  die  Secanten  stets  die  Halbmesser 
gezogen,  ao  wird  jeder  Halbmesser  mit  BA  Wnkel  bilden,  von 
denen  der  eine  a  mit  dem  >Vinkel  b  gletchzeiti^  zunimmt,  inde»' 
sen  der  ihm  der  Lage  nach  entsprochcndo  Winkel  «'  am  andern 
Halbmesser  fort%väbrend  abnimmt  Man  bezeichne  lerner  den  Win« 
kel ,  den  eine  beliebige  Secante  aus  A  für  den  Kreis  um  B  mit 
AB  bildet»  mit  a  und,  der  obigen ,  Kezeichnung  def  Winkel  a  und 
«/entsprechend,  die  Winkel,  welche  die  auf  diese  Secanten  ge« 
sogenen  üalbmeaser  gegen  AB  bilden»  mit  ß  und  ß'. 

Da  die  Winkel  n  und  b  beständig  denselben  Werth  behalten, 
dagegen  b  und  a  ^'leichzeitig  zunehmen,  so  nimmt  das  Verhkltniss 
A  6 

—  ab,  indessen  7  annimmt  Es  kann  also  nur  huchatena  ein- 
mal  "^^ß  werden,  während  die  Secante  in  die  Lage  jeder  Se- 
cante gekommen  iat  Da  aber,  wenn  0=6  lat,  Imuer  ^=7 
ao  mnsa  auch  umgekehrt,  wenn  ■•t»  aain. 

Blit  mehr  Scbwierigfceilen  lat  aber  die  Untersuchung  mbmi' 
den  f  uatur  welchen  Bedbigungen  die  Quotienten     und  ^,  efamn* 

der  gleich  sind,  da  diese  VerhÜltnisse  gleichzeitig  zunehmen.  Man 
atellesicb  vor,  6  nehme  immer  um  einen  beständigen  Wiokelyitt;  ali* 
dann  wird  «'  um  Winkel  abnehmen,  tvriche  seihst  entweder  stetig  zu- 
nehmen, wenn  AB^r  ist,  oder  immer  gleich  bleiben,  wenn  AB 
ssr  ist,  oder  stetig  abnehmen,  wenn  Aß  <^r  ist.  Während  da- 
her das  Veriiältniaa  ^  too  KuU  b^gimeBd  bia  ^  knmerimdla* 

selben  Werthe  zunimmt,  muss      von  —  beginnend  bis  zu  un- 

endlich  groaaen  Werthen  znnehmen.  Darana  folgt«  daoa  daa  Ver* 

hfitnlia  ^9  wlhread  4>  mm  fmm»  gIclelM  flMOck«  tmlfluiM; 

am  immer  grileaere  una  grOeaere  annimmt,  denn  diaaea  Vethilt* 
•isa  muaa  meb  Immer  in  daiMlbcn  Weia«  ladetp.  D»  Mb  abir« 
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ireoD  b  gleich  a  wird,  ^ = ^ ist,  ao  folgt,  dass  anfangs^  ^  «'  ''^  ^'^^ 

•hei  ^=^»   flMii  p»>j^»    dann  und  zuletzt  g/<  ^ 

tiM«  In  Altganehieii  mnss  date  iireimai  |>  gleieb  ^  wer- 
den, md  xwar  einmal  wenn  «ssft  lat. 

Wenn  gleich  ea  mir  nicht  gelangen  iat«  die  Grenaa  genaa  an 
beaUmmen,  wann  die  Gieldiang  ~  —  ^  die  GleicMieit,  wann  die 

Ungleichheit  der  Winkel  a  nnd  6  bedinge,  so  zeigt  doch  folgende 
Cntersuchuiig ,  dass  unter  beaondem  Bedingongen  aar  dieaer  oder 
jener  Fall  eintreten  Iman. 

Es  sei  zuerst  AB  und  r  so  gegeben,  dass  die  Kreise  uro  A 
und  um  ß  sich  schneiden.   Wenn  in  diesem  l  alle  a>/ä'  gege» 

ktü  lat,  nnd  b  gleich  ß'  wird,  ao  i«t  folglich       ^.  Es 

muss  daher  schon  ehe  b—ß'  geworden  ist,  einmal  ~"/  =  gv  gewe- 
sen sein,  and  es  muss  auch,  wenn  6>j3'  wird,  nocn  einmal 
ob 

werden.  Da  b  hier  kleiner  ala  «  lat,  and  wenn  6=a  wird, 

die  Vetb&ltniaae  ^  und  -»  gleich  aiad«  so  folgt,  dasa  wenn 
«6 

^=z-^,  ist,  während  ß'  iht,  die  Winkel  a  und  b  einander 
gleico  aind.  —  Wenn  aber  O'^ß'  ist,  und  b=ß'  wird,  so  i^t 
«>i^,  also  ^/<^»  D«  MO  aber»  ala  6ä«  war,  ^/=^/  gewe- 

aen  sein  mnaa,  kana«  wenn  fr  >  wird ,  die  Gleichung  ^  =  ^ 
nicht  eintreten.  Wenn  also  heide  Kreiee  eich  acbneiden  and 
^=b|;  ist,  wlbrend  6>/3'  fart,  ao  flnrna  auch  der  Winkel  11  gleich 

dem  Winkel  6  sein. 

Ea  ael  AB  and  r  90  geliehen,  daas  die  Kreise  eich  nicbt 

schneiden,  so  zeigt  die  Fis:ur  deotlich,  dass  die  Winkel  a'  und  ß' 
lucht  gleichzeitig  in  den  NVinkeln  a  und  fr  liegen.  Wenn  man 
daher  als  Bedingung  hinstellt,  dass  a'  und  ß'  gleichzeitig  in  den 
ihosD  entsprechenden  Winkeln  a  und  b  liegen  sollen,  so  schliesst 
man  den  Fall ,  dass  die  beiden  Kreise  sich  nicbt  schneiden,  ans, 
indem  man  die  Bedingungen ,  welche,  wenn  die  Kreiae  aicb  achnei- 
den, die  Gleichungen  ^^8#    ond  mssb  gleichseitig  auftreten 

•  a  6 

lassen,  erftllli  ^  Wenn  daher  ^=^/  l«t»  während  «Kond 
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ff  Theile  von  a  und  b  siod,  so  ist  der  Wiokel  a  gleich 
dem  Winlcel  6. 

Es  bleibt  nun  noch  zu  zeigen,  unter  welcfien  Bedingunircn 
die  Glelcliiing  |-=^/f   «d^r  auftritt,  —  IM  da«  Verbült- 

nis«  —  immer  abuimnit,  wenn  t>zuuiinmt,  SO  kann  höchstens 
^    a  b 

einmal  -=^/  werden.  —  Wenn  a  kleiner  als  ein  Rechter  ist; 
i«t miMiin^<^;  das  abnehmende  Verb&ltniss  -  wird 

daher  bei  grösserem  Werthe  von  6  das  Verhäitniss        als  das 

VerbSltniss  4  erreichen,  so  dass,  wenn        t>  'st,  rnid  <i</2, 

p  «  p 

immer  6  grösser  als  a  sein  müsste.  Wenn  aber  a  grösser  ist,  als 
ein  Rechter,  so  findet  man  auf  dieselbe  MTeise»  dass,  wenn 

~-=j^sein  soll,  b  kleiner  als  a  sein  müsste. —  Aus  der  Gleichung 

— =  j^,  folgt»  wenn  a  kleiner  als  b  ist,   a — «<ö— /J'  oder 

o -|- p' < 6 -f- o.  Es  kann  aber  nie  a-|-/3' <6-|-a  sein,  neno  anders 
nicht  6>i?  ist.    Und  wenn  a>6  ist,  folgt  aus  der  Gleichung 

^ss-^,  tt— o>6— 13'  oder  a  +  /S'>6-|-a.  Es  icann  aber  a-f/3' 
nie  grosser  sein«  als  b-\-a,  wenn  nicht  b  kleiner»  als  ein  Rech- 
ter ist  Wenn  demnach  ^  =  aein  soll,  muss  einer  von  beiden 
Winkeln  a  oder  b  grösser  und  der  andere  Icleiner  sein,  als  ein 

rechter  Winkel.    Dasselbe  gilt  ?on  der  Gleichung  ^=^*  Diese 

Bedingung  tritt  aber  nie  ein ,  wenn  die  Winkel  a'  und  ß  oder 
a  und  /3'  gieiclizeitig  io  ihre  entsprechenden  Winkel  a  und  6 
lallen. 

ü  6 

Nachdem  nun  gezeigt  ist,  dass  erstens,  w,enn  —ss 7 ist» auch 

€t  b 

immer  a  —  b  sei,  dass  zweiten«,  wenn  ^  =r^,  ist,  und  gleichzei- 
tig und  ß'  in  ihre  entsprochenden  Winkel  a  und  b  fallen,  auch 
a  =  6  sei,  dass  drittenK,  wenn      und  ß  oder  ß'  uud  a  gleichsM- 

n  g 

tig  in  ihren  entsprecheudeo  Winkeln  a  und  b  liegen,  nie  ^^ßi 

.ab  ,      ,  , 

oder  ^  =      werden  kann,  so  hat  mao  folgenden  allgemeioen 

Satz: 

Wenn  aas  zwei  Punkten  A  und  B  einer  geraden 
Linie  swei  LinienilCnndJ^i^  ausgehen,  welche  mit  der 
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Linie  ilB  die  Winkel  a  und  b  bilden  mögen,  und  wenn 
eine  aus  dem  Punkte  A  auf  die  Linie  /?/>  gezogene 
Linie  von  der  Län^e  r,  den  Winkel  a  in  demselben 
Verliättni««  theilt,  in  dem  eine,  aus  dem  Punkte  ^  auf 
die  Linie  AC  gezogene  Linie  von  dereelbeo  Länge  r, 
den  Winkel  6  theilt,  se  sind  die  Winl£el  a  and  6  einen- 
der gleich. 

Dieser  Satz  umfasst  den  durch  die  Sch\vierigkeiten  seines 
BeH-eises  bekannten  Satz:  Wenn  eine  aus  einem  Dreiecksvrinkel 
enf  die  Gegenseite  gezogene  Linie  r  diesen  Winkel  in  demselben 
VerhältniHS  theilt,  in  dem  eine  ans  einem  andern  Dreieckswinkel 
auf  die  Gegenseite  gezogene  Gerade  von  derselben  Länge  diesen 
sweiteo  Winkel  theilt,  so  ist  das  Dreieck  gieicbschenklicbu 

Mit  diesem  Satze  steht  folgender  auf  gleicher  Linie:  Wenn 
eine  gmde  Linie  von  zwei  anderen  geschnitten  wird»  und  theilt 
eine  aus  dem  einen  Schnittpunkt  auf  die  andere  gerade  Linie 
gezogene  Gerade  von  gegebener  Länge  r  einen  der  W'inkel  in 
demselben  Verhäitniss.  wie  eine  aus  dem  andern  Schnittpunkt 
auf  die  erstete  gerade  Linie  gezogene  Gerade  tob  der  gegebenen 
Länge  r  dessen  Wecbselwinkel  oder  dessen  gleieUlegQBden  Win- 
kel äfilt,  ee  aind  die  heftdoi  LIniett  peraiiel. 
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Hlscellen. 


Wie  mah  den  kSrperlicheD  Inhalt  der  Halbkugel  oder  dct 
Ku^el  durch  Vcrgleichuns  derselben  mit  einem  Kegel  und  einem 
Cylmder  zu  bestimmen  puegt,  ist  bekannt  genug,  und  Godet  siich 
£iwt  in  alfeo  Lehrbüchero  4er  Geometrie,  ^'icht  so  bejcanot 
•eheiot  sii  4efai,  yerdlent  lAer,  so  eiofiicli  die  Sache  auch  an  sich 
bt,  fibr  den  geometrischen  Elementarunterricht  wohl  eine  Bemer- 
kung, dass  man  fast  mit  derselben  Leichtigkeit  sanz  auf  dieselbe 
Weise  sogleich  den  körperlichen  Inhalt  eines  beliebigen  IvugeU 
Segments«  und  dann  ferner  auch  dessen  sphärische  Oberfläche, 
bestiauneo  kaao»  wie  im  Naciifolgenden  in  der  Kürze  gezeigt 
werden  soll. 

iat  nämlich  Täf.  X.  Fig.  1.  die  aligemein  bekannte  Figur  filr 
den  Fall  der  Hidbkugel,  so  denke  man  sich  CriV  paraliel  mit  AB 

fezogen,  und  betrachte  nvn  die  drei  durch  Umdrehung  Ton 
'DGN,  HEMy  DJLF  um  CE  oder  KE  als  Axe  entstandenen 
Körper,  weiche  respective  ein  Oylinder,  ein  Kugelsegment  und 
ein  abgestumpücr  Kegel  sind.  Betrachtet  man  nuu  einen  beliebi- 
gen mS  GN  pmllelen  Schnitt  so  ist: 

Schnitt  Im  Gylbder  ^K'G^.n, 
Schnitt  in  der  Kugel  ^K'U'^.n, 
Schnitt  fan  Kegel  ^KfJ^.n, 

Zieht  man  aber  CIl,  so  ist  CÜ'ssiCG*»  und  maserdem  ist  oSen- 

bar  K'J'=sCK';  aUo  ist 

^  Schnitt  im  Cylinder  sC//".», 

'Schnitt  In  der  Kngd  =sK'B^.m, 

Schnitt  im  Kegel  =:CK'^,x. 
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Weil  nm  nach  d«Bi  pytha^rliacheo  Lehraatie 
tot*  M  Ml 

Schnitt  im  Cylinder 
SB  Sdinitt  in  der  kuge.l  -f  iScbiiitt  im  Kegel, 

vroraufi  nach  einer  bekafintor»  Nchtusswei^e  Toiti^t,  dass  der  durch 
Umdrehung  von  FDGj\  um  KE  entstandene  Cylinder  ^ieich  der 
Summe  des  durch  Umdrehung  von  ÜEM  um  KE  enUtandenen  kugd- 
eegraento  «mI  daiefa  UndrabaflK  von  DJIiF  um  ä[E  cnlilan- 
denen  abgMtnnipften  Kegels  ist 

Bezeichnen  wirjetzt  den  Halbmesser  der  Kugel  durch  r,  und 
•eteen  aosserden  K£==zh,  se  ist,  .weil  iMml^ 

Ist,  CJsr-A»  vnd  folgiidi  nach  bekumten  SUm: 

Cylinder  sf^ak, 

Abgent^npfter  Kegel  =^aa(r>-|-r(i^)-|-(r-A>>); 

also  nach  dem  Obigen 

>  .  '  Kugeisegmeat 

1  ' 
SS  f%A  -  j  »A  Ii* + r  (r-A)  +  (r-A>«| 

wecaaa  man  mittelet  lelehter  Recbnmg 

Kagelsegment  8s«A*(r— jA; 

erhält  Nun  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satso  Tom  Kreise^ 
wenn  wnr  EMsszq  setzen,  offenbar: 

A;9=9;2r— A, 

also 

1  1      t  s^ 

folglich  nach  dem  Obigen 
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welches  <1ie  bekannte  Fomel  fift  dm  kSrperUcbeo  lobait  eioM 
KttgeJaegmeoU  ist 

Bezeichnen  wir  feroer  die  sphärische  Oberflfiche  des  Kogel- 
Segments  flu rch  O,  so  erhellet  mittelst  einer  einfaehea  Betrachtoiig 
auf  der  &teäe  die  lUchtigkeit  der  Gleiobong 

woraus  nach  leichter  Rechnung 


folgt,  welches  wieder  eine  längst  bekannte  Formel  ist,  die  filr 
A=:r  auf  der  Stelle  zur  Oberfläche  2r%  der  Halbkugel,  also  rar 
Oberllicbe  4i^n  der  ganzeo  Kugel  führt 

Solche  Erweiterungen  b(;kannter  Darstellungsroethoden,  die 
gewuhnlich  nur  in  specicllereii  Fällen  angewandt  zu  werden  ufle- 

f[en,  musen  filr;  den  geometrieeben  Elemeettnniterriebt  elnine 
nteresse  nahen,  und  Terdienen  deber  vlellelebt  niebt  ganz  uobe- 
acbtet  gelaeeen  m  werden.  G. 


8dir«ib«e  d«a  Herrn  W.  Ninic,  Lsbrcrs  dsr  NefbseMlik  ee  der  böharai 
Stadttebale  se  Orsfeld  en  itm  Hsteeagebsr. 

Ibre  AufforderoDg  Im  letzten  Helle  dee  ArcbiYs  der  MatheoMlik 

und  Physik  (ThI.  XIlL),  zu  dem  darin  ueter  Nr.  XXXIII.  mitgetheilteo 
Satze  geometrische  Beweise  zu  liefern,  veranlasst  mich  Ihnen 
beifolgende  Kieiniskelt  zu  übersenden.  Mir  wurde  dieser  Satz 
und  zwar  mit  der  Besebriokong ,  daaa  dieWIikil  balbirt  würden. 


Digitized  by  Google 


Tor  clnif^er  Zeit  von  einem  friihern  Schfiler  der  Kunigl.  Geuerb- 
schule  niit^etheilt  mit  dem  Beroericen,  dass  der  Beweis  dessel- 
ben so  ungleich  schwieriger  «ei,  als  der  des  unigolcehrten  Satzes. 
Ich  fand  damuit»  den  hier  mitgetbeiiten  Beweis  und  überzeugte 
akh  TOii  der  Richtigkeit  jener  Bemerlranf^.  Der  allgemeinere  ^te 
wird  sich  auf  die  hier  eiogMchlageoe  Weise  schwerlich  beweisen 
lassen,  ich  werde  aber,  so  bald  ich  einige  Müsse  habe,  mich  be- 
mühen, auch  den  Bew  eis  für  diesen  zu  ündeu,  und  wenn  es  mir 
gelingen  sollte,  Ihnen  zur  Zeit  Mittbeilung  dayon  machen. 

Lehrsatz,  Wenn  die  Halbirnngsl inien  AD  und  BE 
(Taf.  X.  Fig  2  )  der  Winkel  CAB  und  CBA  im  Dreieck 
ABC  gleich  sind,  so  jiind  anch  die  Seilen  B€  und  AC 
gleich. 

Newels. 

Es  sei  GF\\  AB  und  AD  nnd  BE  ¥erl£ogert  bis  Bun  Dorcb* 
schnitt  mit  GF»  so  ist: 

AB:ADz=zCF:DF=AC:Dt\ 

and 

AB:BE=CG:EG=BC:EG; 

also 

L  ACiBC=:DFtEG. 

ISun  ist  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  ABD  nnd  CFB,  so  wie 
ABE  und  CGE: 

daher 

0.  AC'.BC^BD.DC'.AE.EC. 
FernK  ist  nach  einem  bekannten  Satae 

AB:AC=BD:DC\ 

also 

und  nach  demselben  Satze: 

BC.  AE 


Digitized  by  Google 


MO 


I  I 


in.  ACiBCs:^4€:BBß:BCJi£»-, 

od^r 


Folglich  ist 

^ABD^^ABE,  ^DBAssj^EAB, 

ACzsBCi 
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Die  Wichtigkeit  einer  richtigen  AoF- 
fassung  Ton  Thibaut*s  Beweise  der 
Summe  der  Dreieckswinkel  fOr  die 
gCü^mmte  Klementar-Oeometrie,  nnd 
besondens  fUr  die  Theorie  der 

Parallelen. 

VoB  dem 

Dr.  Thool.  Herrn  F.  H.  Germar^ 

SU  Heid«  in  Nurder - UilhmartcbeD* 


Nach  einer  Aeusserun^  des  Proklus  schreibt  Cudemus  den 
cüklidischen  Beweis  des  ISatzcs,  dass  die  Summe  aller  Dreiecks- 
Winkel  gleich  zwei  rechten  Winkeln  sei,  den  PythagorHern  zu; 
er  war  abo  schon  lange  vor  Euklides  in  Gehrauch.  Da  aber  diese 
Bewtflsait  sich  auf       Gleichheit  der  WeehselswinkeT  bei  den 

feraden  Parallelen  grfindet,  so  blieb  dem  Eatclid,  wenn  er  bei 
erseiben  bleiben  wollte,  nichts  anders  übrig,  als  auch  bei  der 
desshaib  eiogeführten  Definition  der  geraden  Parallelen  zu  ver- 
karres,  nadi  weleher  „gerade  Parallelen  aolehe  gerade  Linien 
Iii  der  nftmlichen  Ebene  sind,  welche  unendlich  veriSngert  sich 
nach  keiner  Seite  schneiden",  wie  sehr  auch  feinem  sonst  so  rich- 
tigen und  strent^en  lojrischen  Tacte  eine  solche  Definition  wider- 
sprechen mochte.  Denn,  weil  Keiner  läugnen  wird,  dass  es  auch 
AkralM'Kreise,  folglieb  kmimnePttrafleleD  eiebt;  an  wird  imm 
MM)b  daa  logische  Gesetz  zugeben  müssen,  daaa  die  Definition 
xaerst  auf  Paralleliinien  überhaupt,  als  das  genus,  sich  bezie- 
hen, und  dann  erst  die  differentia  specifica  für  gerade  Parallel- 
tinieo  angel»en  solle.  Für  das  genas  Ist  aber  schwerlich  ein  an« 
dafea  Mmmal  aufzufinden,  als  dasjenige,  welches  dor  sensoa 
iberall  mit  den  Paralleliamna  ▼•rblndet,  Dftmlicb  den 
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darcbgSiigigeo  gleieken  Abstand,  desMli  Be«r«to  bei  öm 

Parallel-Krabeo  in  einer  Ebene  keine  Schwierigkeit  haben  kann» 

weil  bei  conceiitrischen  in  einer  Ebene  liegenden  Kreisen  die 
Differenzen  aller  uiuglichen  Radien  zwischen  jenen  Kn-isen  noth- 
wendie  einander  gleich  sein  müssen.  Auch  leuchtet  es  von  selbst 
ein,  &mt  Linien  dberiiaopt,  welche  durchgängig  gleicben  Alietand 
haben,  einander  niemak schneiden  kunnen,  kemeswegs  aber,  dass 
gerade  Linien  in  einer  Ebene,  welche  unendlich  verlängert  sich  - 
nach  keiner  ISeite  schneiden,  deswegen  gleichen  Abstand  liaben 
mu88e|.   Falls  nämlich  ihre  Annäherung  in  gleidien  Abatiiiden  m 

beiden  Seiten  etwa  in  dem  Verhältnisse  wie  4  '     '      ihres  frü« 

heren  Abstandes  forfschritte ,  so  würden  sie  sich  unaufhörlich  nä- 
hern, ohne  sich  jemals  zu  schneiden;  und  dieses  würde  noch  viel 
weniger  geschehen,  wenn  sie  in  solchem  Verhältnisse  sich  :;u  bei- 
den Seiten  von  einander  entfernten.  Dass  aber  ein  aolches  Ver- 
hältniss  bei  peraden  Linien  nicht  Statt  flnden  kann,  TCtateht  sich 
nicht  von  selbst«  muss  also  erst  iiewiesen  werden. 

Dagegen  scheint  aber  auch  der  Beweis,  dass  zwei  gerade 
Linien  in  einer  £bene,  wenn  sie  in  zwei  Punkten  gleichen  Ab- 
stand Ilaben,  den  nämlichen  auch  in  allen  iibri&en  haben  müssen, 
ganz  unmöglich  zu  sein,  wenn  die  Summe  der  Dreieckswinkel 
nicht  schon  vorher,  und  unahhiingig  von  der  Tlicorie  der  Paralle- 
len gefunden  ist.  üerade  darin  aber  dürfte  der  Grund  liegen, 
dass  alle  Versncbe,  den  gleichen  Abstand  zu  hewdsen.  eben  so 
wohl  scheitern  mussten,  als  die  ßeniühungen*  das  Unbefriedi- 
gende der  euklidischen  Beweisart  au  beseitigen. 

Wenn  man  nämlich  auf  einer  geraden  Linie  zwei  gleiche 
Verticalen  erhebt,  und  durch  ihre  Endpunkte  eine  Gerade  zieht: 

so  lässt  sich,  bevor  die  Summe  der  Dreieckswinkel  gefunden  ist, 
nimmer  durch  Gleichheit  der  Dreiecke  beweisen,  dass  die  zweite 
Gerade  in  allen  übrigen  Punkten  gleichen  Abstand  von  der  ersten 
habe,  d.  h.  alle  obrigen  Verticalen  jenen  beiden  gleich  s^ 
mflssen.  Frrlchtet  man  hingegen  drei  gleiche  Verticalen,  so  las- 
sen sich  immer  nur  zwei  Endpunkte  derselben  durch  eine  Gerade 
verbinden,  und  dann  kann  man  eben  so  wenig  beweisen,  dass  die 
beiden  dadurch  entstandenen  an  einander  «tossenden  Linien  eine 
ehisigt  Gerade  bilden. 

Vermehrt  wird  die  Schwierigkeit  der  Sache  aber  auch  noch 
durch  den  unbestimmten  Begriff  der  geraden  Linie,  wenn 
derselbe,  wie  gewübnlich  so  abgelasst  ist:  sie  sei  diejenige  Linie, 
deren  Elemente  oder  Punkts  sSouBtlieh  in  einerlei  Rieh  tu  ag 
lie||en.  Dean,  was  ist  einerlei  Rachtung?  Beide  Worter  leiden 
gleich  sehr  an  Dunkelheit,  und  man  wird  auf  ihren  Ursprung  zu- 
rück gehen  müssen,  wenn  man  sie  deutlich  machen  will.  Das 
Wort  Richtung  ist  nämlich  von  der  Bewegung  des  Auges  her. 
genommen,  und  benelchnet  diejenige  SleU«BC  desselben,  hi  wel- 
cher es  den  kleinsten  Gegenstena  am  dantiiebslen  sieht.  Kann 
nun  eine  Linie,  (d.  h.  die  uräuzc  einer  Fläche,  so  wie  die  Fläche 
die  Gränze  des  eingeschlossenen  Ilauuis  ist}  entweder  durch  ihie 
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oder  des  An^es  Bewegung  in  eine  solcbe  Stellung  kom- 
Ben,  d&ss  in  der  Richtung  desselben  alle  Elemente  der  Linie  io 
etneo  Punkt  zusammenzufallen  scheinen,  oder  sich  decken;  so 
bat  sie  in  allen  ihren  Elementen  die  nämliche  Richtung  wie  die 
KicfatUDe  des  Auges»  also  einerlei  Richtung.  Dies  erhellet 
HcJi  s<»OD  mtB  der  Art,  1^9  die  gerade  Linie  praktisch  geprüft 
iM  DI«  D«Aolti«iii  dofuclbcn  mfte  also  rietitiger  fol^eader- 
■Mtec  lauten:  Dl6  gerade  Linie  ist  diejenige,  welche  in  ein« 
sddie  Stellung  gegen  die  Rrchtuns  des  Auges  kommc^n  kann, 
riaAs  alle  ihre  Elemente  in  einem  Punvte  zusammen  zu  fallen  schei- 
nen, oder  einander  decken;  diejenige  aber»  bei  weicher  dieaea 
miSglicli  ist,  beisst  eine  krumme. 

Daraus  folst  denn  freilich »  daM  die  Elemente  einer  geraden 
Linie  in  eieerlei  Richtung  liegen  mflsseii»  d.  h.  mit  der  Rieb- 
tang des  Auges  zusammen  fallen  können;  desgleichen,  dass  zwei 
Punkte  die  Richtung  einer  geraden  Linie  vollkommen  bestira- 
öieo;  ferner,  dass  die  Ebene  diejenige  Fläihe  ist,  mit  welcher 
gerade  Linien  von  jeder  Riebtang  in  allen  Punkten  zusammen- 
tte,  eobeld  dieM  fai  swei  PnnktcB  geechleb^ 

Zwar  wird  nafi  die  SchSrfe  der  Gmodhegrlffe  ond  der  ßeweiee 
von  denen  gering  geschätzt,  denen  ea  oer  um  Resultate  der  Geo- 
metrie für  die  praktische  Anwendung  zu  thun  ist,  daher  diese 
eine  Men^e  von  Sätzen  der  Elementar -Geometrie  als  Axiome  dar- 
stellen. Das  ist  jedoch  nicht  im  8inne  Euklids  gehandelt.  Den 
Griechen  war  es  nicht  so  sehr  um  die  Resultate  der  Geometrie« 
ah  m  atrence  loglMhe  Form  de^  Beweiae  m  thon;  ihnen  war 
iia  hanptsScblieb  eine  Propädeutik  der  Philosophie.  Uns  sind 
San  freiucb  jene  Resultate  weit  wichtiger  für  die  iSaturkunde  und 
Technik  geworden,  als  sie  ihnen  waren;  aber  deswegen  bleibt 
dich  auch  für  uns  die  Bildung  zu  einem  strenglogischcn  Denken 
oicht  weniger  wichtig.  Unbestimmte  vieldeutige  Grundbegriffe 
richten  in  allen  Wissenschaften ,  besonders  in  den  discnrsiven  und 
•pteabtiTen,  nnsäglichea  UnheH  an,  und  haltloae  SchlOaae  aoe 
erschlichenen  oder  halbwahren  Prämissen  versperrten  oft  für  Jahr- 
liooderte  den  We?  zur  Wahrheit  Des  Aristoteles  Fehlschluss 
^r  eine  verschiedene  Fallgeschwindigkeit  der  Körper  hielt  über 
♦'in  Jahrtausend  alle  Köpfe  gefangen,  und  die  schlagendsten  eng- 
lischen Beobachtungen  nahen  noch  nicht  die  Reihe  von  Fehl- 
Schlüssen  über  Fluth  und  Ebbe  verdrängen  kCnnen,  zu  welchen 
■«I  bleea  dadereh  Tetleltet  ward,  daas  man  vergaW,  die  Erde 
«1  hde  eolcfaer  Krirper  als  die  Theorie  aie  Bothwendig  denken 
Mfle,  uro  die  Wirlrang  der  Attraction  khir  zo  machen.  Wenn 
ihfT  solches  soprar  in  der  Physik  geschelien  konnte ,  wie  viel  i; ros- 
se? ist  die  Gefahr  für^  diejenii]^en  Wissenschaften,  welche  von 
Beohachtnngen  und  Erfahrungen  wenig  oder  gar  nicht  unterstätzt 
werden ! 

Jedenfalls  echickt  ea  alch  am  wenigsten  filr  die  reine  Geome- 
,  welche  vor  allen  andern  Wissenschaften  auf  unumstössliche 
Wahrheit  ihrer  Lehrsätze  Anspruch  macht,  wenn  auch  sie  sich 
1»«« huldieren  lassen  muss ,   für  manche   ihrer  Grundbegriffe  nur 
mkUre  Worte,  und  für  einen  ihrer  wichtigsten  und  folgenreicb- 
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•ten  LehnStze  Dur  einen  maogelbaften  aDbefriedigenden  Bewai« 
lu  haben. 

Es  fehlt  also  oicht  an  triftigen  Recbtfertif^ungsgrfinden  för  da« 
Bestreben  derjenigen«  welche  raimer  neue  Versucne  gemacht  h*- 
ben,  jenen  Vorwurf  von -der  Geometrie  abzuwenden.  Auch  der 
Verfasser  dieses  Aufsatzes,  der  in  verschiedenen  Verbältnissen 
seines  langen  Lebens  zum  wiederholten  Vortras^e  der  Wissen- 
schaft genütbigt  war,  konnte  sieb  solcher  Versuche  nicht  entscbla- 

f en,  sab  sie  jedoch  stets  vereitelt,  bis  schon  iror  Tleleo  JahrsB 
ie  Ansicht  von  Thibants  Geometrie  durch  die  Art,  wie  derselbe 
unahhängi{;  von  der  Theorie  der  Parallelen  den  Beweis  fiir  den 
Satz  von  der  Summe  der  Dreieckswinkel  führt  ,  ihm  den  VVeg^  zu 
Offnen  schien.  Doch  ward  er  damals  durch  dringendere  Arbeiten 
verhindert  denselben  weiter  zu  verfolgen.  Wider  seine  Verniu- 
thung  hat  er  aher  auch  nicht  erfahren,  dass  jener  Beweis  hei  den 
späteren  Versu(;hen  so  benutzt  wäre,  wie  er  es  zu  verdienen 
scheint,  vielleicht  weil  der  Urheber  denselben  mehr  andeutete  als 
vollständig  ansAlbrte.  Daher  benutzte  er,  hei  einer  nepen  Voran- 
lassung,  die  Sache  wieder  aufzunehmen,  die  nnfr^wiUige  Müsse, 
welche  ihm  durch  die  nun  schon  mehr  als  zweijährige  danische 
Vertreibung  aus  seinem  Amte  geworden  ist,  die  Wich  tigiceit, 
welche  er  einer  richtigen  Auffassung  jenes  Beweises 
fflr  die  gesammte  Elementar -Geometrie  und  bosonders 
fflr  die  Theorie  der  l^arallelen  zuschreiben  zu  mässen 
glaubt,  der  öffentlichen  Prüfnn«?  vorzulegen ,  indem  er  zugleich  dem 
Herrn  Dr.  V  echt  mann  in  Meldorf  für  die  sachkundige  Sorgfalt, 
mit  welcher  derselbe  sich  anerst  derselben  nnterzos ,  so  wie  auch 
dem  Herrn  Professor  Horn  In  GlOckstadt  seinen  Dank  abstattet 

Um  aber  den  Raum  und  die  unnütbigen  Kosten  vieler  Figuren 
in  ersparen :  sind  im  Folgenden  alle  von  der  Sorone  der  Dreiecks- 
Winkel  unanhingigen  Beweise  mir  knrz  angedeutet,  diejenigen 
Sätze  aher  ganz  weggelassoti ,  welche  mit  dem  Hauptziele  in  sei- 
Der  uotbwendigen  Verbindung  stehen. 


Will  man  jedoch  den  von  Professor  Thibaut  angebahnten 
Weg  verfolgen,  so  muss  man  nach  seinem  Vorgange  von  einer 
andern  Definition  des  Winkels  ausgeben,  als  die  gewubn- 
liehe  ist,  welche  durch  den  Ausdruck  —  „der  Winkel  sei  die 
Neigung  zweier  Linien,  welche  iu  einem  Punkte  zusammenstos- 
sen'^'  ~  wiederum  den  donkelo  Be||riff  der  Neigung  in  die  De- 
finition mischt.  Denn  dieser  Begriff  kann  nur  durch  den  Gegen» 
satz,  nämlich  als  Abweichung  vom  Parallelisinus,  deutlich  wer- 
den; von  diesem  dart  aber  vor  der  Theorie  der  Parallelett  nicht 
die  Rede  sein. 

Um  diesen  Uebelstand  zu  vermeiden ,  muss  man  von  dem  Be- 
griff der  Kreislinie  ausgehen,  indem  man  diese  als  das  Bild 
des  Weges  betrachtet,  weichen  der  eine  Endpunkt  einer  geraden 
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Linie  beschreibt,  wenn  nie  sich  mit  dem  andern  Endpunkte  um 
eioen  Ponkt  vollständig  herumdreht,  d.  h.  00  lan^e,  bii>  hIq  ganz 
m  die  nr^priinglicbe  Lage  surfickgekehrt  ist,  nutbio  eine  volle 
CndrebuDg  gemaclit  bat 

Die  am!;edrehte  cerade  Linie  heisst  bekaontlich  der  Radius 
»der  Hai bmesser  des  Kreises;  das  Bild  des  Weges  aber, 
•  ben  der  eine  Endpunkt  des  Radius  bei  einer  vollen  Umdrehung 
um  den  andern  Endpunkt  gemacht  hat,  heisst  die  Peripherie 
•der  der  Omkreis  der  yon  derselben  besränsten  KreishSebe. 
En  Tbeil  der  Peripherie  des  Kreises  wira  ein  Kreisbogen  ge- 
unnt,  and  die  GrOsse  desselbeo  durch  das  Verhältniss  des 
Tlieils  der  Umdrehung,  der  er  seine  Entsfehunj»  verdankt,  zu  der 
«ollen  Umdrehung  bestimmt.  Der  ganze  Kreis  ist  daher  als  ITild 
emer  vollen  Umdrehung  auch  zugleich  das  Maass  derselben, 
der  Ualbkreis  das  Maass  einer  halben,  und  der  Kreisboeen  als 
Tbeil  des  Kreises  das  Maass  des  seiner  Gritose  entspredienden 
Tbells  der  Tollen  Umdrehung.  Dass  es  abet  bei  diesem  Haasse 
mAi  anf  die  Grösse  der  Radien  ankomme»  erbellet  daraus,  dass 
fil'^bt  die  Länge  des  Bogens  an  sich,  sondern  nur  sein  Verhältnis» 
lum  ganzen  Kreise  die  GrOsse  des  Tbeils  der  Umdrehung 
t>estimmt. 


rJ 


Eb  Winkel  Ist  also  nichts  ander«  als  das  Bild  eines  sol- 
len Theils  einer  vollen  Umdrehung;  die  Radien,  durch  dereo 
Drebnng  er  entstanden  ist,  und  \n  eiche  nun  denselben  begränzen, 
beissen  die  Schenkel,  und  der  Mittelpunkt,  um  welchen  der 
Tbeil  der  Umdrehung  erfolgt  ist«  die  Spitze  oder  der  Scbeitel- 
puDkt  des  Winkels. 

Ist  nun  ein  Winkel  das  IV\U\  des  vierten  Theils  einer  vollen 
CmdrehuDg»  hat  er  folglich  den  vierten  Theil  eines  Kreises  zu 
mum  Müsse,  sobeisst  er  ein  rechter;  ist  er  kleiner,  so  wird 
«^spitzer,  und  Ist  er  grosser,  ein  stumpfer  genannt.  Ver-' 
pincrt  er  sich  aber  so  sehr,  dass  seine  Schenkel  gerade  in  ent- 
segencesetzter  Richtung  stehen,  also  einer  derselben  auf  der  rück- 
wärts gezogenen  Verlängerung  des  andern  Schenkels  zu  liefen 
kommt,  mithin  beide  eine  gerade  Linie  bilden,  daher  man  ^ihn 
•Udo  auch  einen  gestreckten  Winkel  nennt;  so  ist  er  das  Bild 
cimr  halben  Umdrehung ,  und  hat  folglich  den  Halbkreis  zu  sel- 
M  Haasse.  Da  nun  der  Durchmesser  des  Kreises  nichts 
«ders  Ist,  als  swei  Radien  desselben,  welche  eine  gerade  l/mie, 
•der  jenen  gestreckten  Winkel  bilden,  so  folirt  von  selbst,  dass 
jidcr  Durchmesser  die  Peripherie  in  zwei  gleiche  Tbeiie  tbeilt. 


Wird  also  ein  Kreis  von  beliebiger  Grösse  in  eine  Zahl  gloi- 
cb«r  Theile   getheilt,   und  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 
\  Spitze  eines  Winkels  gelegt,  so  lasst  sich  durch  die  Zahl  jener 
!  iMe,  welche  zwischen  dessen  Schenkel  fallen,  das  Maass  des 
i  Wiikilsy  d.  h.  sein  Verb&ltniss  znr  vollen  Umdrehung ,  bestiro- 
aea.  Die  Zahl  jener  gleichen  Tbeiie  ist  willkübrlich ;  bekanntlich 
aber,  von  den  ältesten  Zeiten  an,  die  Eintheilung  in  36()  Theile 
I  ^  Giade  den  Vorsag  bebaoptet,  weÜ  dieselbe  dnrcb  viele  Zab- 
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len  dividirt  worden  kann,  ohne  in  die  Quotienten  unbequeme 
Bruche  zu  bringen.   So  enthält  demnach  der  rechte  Winkel  oder 

j  Umdrebong  90»;  g-  deraelben  kt  =7^;  ^  =         g^  =  45o; 


Am  Jetit  TorangMcbickton  Erttateniigen  ergeben  ekli 
nun  neebetoheede  Felgereog^n: 

6.  1.  Jede  volle  Umdrehung  einer  geraden  Linie  um  einen 
Punkt  in  einer  Ebene  ist  =iR. 

$.  2.   In  einer  Ebene  ist  die  Sunae  aller  Winkei  um  eloe 

geneinachafUicbe  Spitze  zsziR, 

Denn  die  gemeinschaftliche  Spitze  ist  der  Mittelpunkt 
eines  Kreiaes,  also  des  Maasses  einer  vollen  Umdrebnng. 

$.  3.  Alle  Winkel  Aber  einer  geraden  Linie  mit  einer jmeiii- 
acbalUichen  Spitze  (Nebenwinkel)  sind  zusammen  =9£ 

Denn  aie  beben  zu  ibien  geneioeeliAftliGbea  Bfaeaiedfln 
Hftlbbreie.  folglich 

{•  4.  Sind  also  zwei  Winkel  (a  und  ß)  einander  deich:  ee 
sind  es  auch  ihre  Supplementswinkel,  d.  h.  aieienigen, 
welche  mit  ihuen  über  einer  geraden  Linie  einen  Schenkel  und 
eine  Spitze  gemeinschaftlich  haben. 

Denn  jeder  der  Supplementswinkel  ist  — ^aoder 

'^^ß,  Ist  also  ^a=^^»  so  mfissen  auch  die  Reste  gleich 
•eiiL 

^.  5.    Das  Nämliche  gilt  für  zwei  suitze  Winkel  in  Ansehung 
Huer  Complementswinkel,  d.  b.  aegenigen,  die  mit  ihnen 
m  eind. 


§.  6.  Wenn  zwei  gerade  Linien  in  einer  Ebene  einander 
schneiden,  so  sind  von  den  vier  dadurch  eutütebeuden  Winkeln 
die  gegenflberetebeDden  (die  Vertieal-WInkel)  ebiander  gleich. 

Der  Beweis  ans  §.  3.  ist  bekannt 


io|^l 


^7.  Z wieeben  swei  Punkten  ist  aar  eioe  gerade  Liaie 

Denn  sollte  noch  eine  andere  Linie  zwischen  zwei  Punk- 
ten eine  gerade  Linie  sein,  so  müssten  alle  Elemente  der* 
selben  nebst  jenen  sweiPmfcten  filr  de«  Avge  in  dne»  PHobt 
ansanimen  fiiltee  kdnoea.  Denn  wite  eie  alMr  xelae  vwelte» 
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1  roa  der  ersten  verschiedene,  sondern  die  nämliche  Linie.  Fal- 
len aber  nicht  alle  ihre  Elemente  nebst  jenen  zwei  Punkten 
in  einen  einzigen  Punkt  zusammen ,  so  ist  sie  zwar  eine  ver- 
•cfaiedeue»  aber  keine  gerade.    (Vergi.  die  Erklärungen 

§.  8.  Folglich  können  zwei  verschiedene  gerade  Linien  nur 
■  etoem  einzigen  Punkte  zusammcnfalien  oder  sich  schneiden. 

Denn ,  hätten  sie  zwei  Punkte  gemeinschaftlich ,  so  w&ren 
sie  nach  $.  7.  entweder  keine  swei  verschiedene»  oder  keine 
gerade  Linien. 

{.  9.  Zwei  gerade  Linien  können  keine  Figur,  d.  b.  keine 
jibeiaD  begrSnste  FlSchOy  bilden. 

Denn :  liegen  beide  g;erade  Linien  auf  einander,  so  bilden 
sie  nur  eine  mnzige  t^eraäe  Linie,  also  Mne  Figur.  Dreht 
dagegen  die  eine  sicli  am  die  gemeinschaftliche  Spltse  yon 
der  aodern  ab,  so  können  beide  nach  $.  8.  keine  neue  Ver- 
bindung haben,  afso  nicht  eine  Flache  einschliessen.  Der  Bo- 
gen aber,  den  diese  beschreibt,  ist  bloss  das  Maass  des 
Winkels,  aber  keine  Seite  desselben*,  jedenlaUs  wäre  er  eine 
dritte  Linie,  und  noch  dazu  keine  gerade. 

10.  Bbe  geradlinige  Figur  muss  also  weuigsteos  drei  Sei- 
iBi  habflo»  oder  wenigstens  ein  Dreieck  sein.  • 

{.  11.   Zwei  Kreise  in  einer  Ebene  schneiden  sich  über  und 

BDter  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte,  wenn  diese  Verbin- 
(iongstinie   1)  kleiner  ist  als  die  Summe  ihrer  Radien, 
atagleich  2)  grösser  als  die  Differenz  derselben. 

j  Obgleich  der  vollständige  Beweis  dieses  Satzes  keines- 

I  weges  zu  den  leichteren  in  der  Elementar-Geometrie  gehört, 
I  so  darf  ich  doch  ihn  hier  übergehen,  weil  er  die  Summe  der 
Dreiecltöwinkel  durchaus  nicht  voraussetzt  und  schon  Ton 
Andern  geführt  Ist  Auch  wflrde  er,  um  gani  deutlich  an 
werden,  zu  viel  Raum  und  mehrere  Figuren  erfordern.  Nur 
die  Bemerkung  erlaube  ich  mir,  dass  die  zweite  Bedingung 
bei  kreisen  von  gleichen  Radien  von  selbst  wegfällt,  weil  die 
Differenz  derselben  =0  ist.  folgÜL-h  nur  bei  Kreisen  von  un- 
gleichen Radien  in  Betracht  kommt 

i»  12.  Aus  drei  ungleichen  geraden  Linien  kann  also  kein 
fk6mk  entatehen,  wenn  nicht  die  Summe  von  je  swei  Sei- 
te« grosser  ist  als  die  dritte. 

I  ^  Es  sei  nftmlich  von  drei  geraden  Linien  die  ete  flft<=4,' 
die  andere  eiis2  und  die  drttte  e/^st;  so  Ist  es  nnmSglich 
daraus  ein  Dreieck  sa  bilden.  Denn,  nimmt  man  a6=4  zür 
Grundlinie,  so  können  cd  und  ef  einander  nicht  einmal  errei- 
chen, also  viel  weniger  schneiden,  weil  die  Summe  der  Ra- 
(Ben  =2-f'l  kleiner  ist  als  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
ponkte  ihrer  Kreise,  nämlich  die  Liniea6=4.  Will  manjaber  cc/=2 
va  Gnindlioie  nehmen,  so  ist  swar  ab-\-ef,  n&mllch  4-4-1, 

i 
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gruMer  als  die  V^erbindungslinie  i/t'=:2;  aber  de  ist  auch 
srOsser  als  die  Differmis  von  «i/asl»  fol^licb  kaon  ebmi* 
falls  kein  Durchscbnittspunkt  entstehen,  weil  der  Kreis  von 
ab  Jen  Kreis  von  ef  umhiebt  ohne  ihn  zu  schneiden.  Mithin 
kann  auch  in  diesem  Falle  kein  Zusaniroenstossen  der  beiden 
Linien  In  eEnem  gemelneclinltlielien  Punkte  stettlinden,  also 
auch  die  Pigor  nicht  geeebloseen  werden. 

13.  Daraus  folgt  von  selbst,  dat^s  in  jedem  geradlinigen 
Dreiecke  die  Summe  von  je  zwei  Seiten  grSaaer  int  als 
die  dritte. 

$.  14.   Di«  gerade  Linie  ist  die  kürzeste  zw  lache  o  zwei 

Punkten. 
* 

Denn,  zieht  man  zwischen  zwei  Punkten  a  und  6  eine 
gerade  und  eine  krumme  Linie;  ao  kSnnen  die  Elemente  der 
krummen  Linie  nicht  in  allen  übrigen  Pkinlrten  mit  der  gera* 

den  Linie  zuBammenfallen ,  denn  sonst  uare  nuch  sie  eine 
gerade  Linie.  Es  müssen  folglich  in  ihr  sich  Punkte  flnden, 
welche  au£»i»erhalb  der  geraden  Linie  liegen.  Werden  nun 
dleae  durch  gerade  Linien  mit  den  Punkten  a  und  b  verbun« 
den ,  so  ist  ihre  Summe  nach  13.  allemal  grösser  als  die 
gerade  Linie,  welche  die  Grundlinie  dieaer  Dreiecke  bildet. 


§.  15.  Schon  jetzt  lässt  sich  nach  Professor  Thi baut's  Vor- 
gaiii^e  der  Satz  streng  beweisen,  dass  die  Summe  aller  Win- 
kef  eines  jeden  geradlinigen  Dreiecks  =212  iat 
(Tat.  XI.  Flg.  1.) 

Beweis  1.  Man  verlängere  die  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks übcy  und  lege  auf  die  verlängerte  Grundlinie  eine 
andere  ihr  gleiche  gerade  Linie,  welche  hier  als  ein  Pleil 
dargestellt  ist,  um  die  beiden  Endpunkte  derselben  zur  Erken- 
nung der  Tollen  Umdrehung  unterscheiden  zu  kOnnen.  Schiebt 
man  nun  diesen  Pfeil  auf  der  verlängerten  Grundlinie  ad  so 
weit  fort,  bis  das  hintere  Ende  desselben  auf  b  liegt,  so  hat 
er  bei  dieser  Bewegung  unstreitig  keinerlei  Drehung  erlitten, 
denn  er  debkt  nach  wie  vor  die  nämliche  in  gerader  Richtnus 
▼erlSn^erte  Grundlinie.  Wird  nun  der  Pfeil  um  den  Punkt  o 
so  weit  gedreht,  dass  er  auf  der  Seite  bc  liegt,  so  ist  der 
Winkel  ö  die  erste  Drehung  desselben.  Wird  er  alsdann 
auf  der  verlängerten  geraden  Linie  bc  fortgeschoben,  bis  sein 
binteMs  Ende  auf  dem  Ponlcte  o  liegt,  so  hat  er  durch  diese 
Bewegung  ebenfall»^  keine  Drehung  erfahren.  Diese  zweite 
Drehung  erfolgt  vielmehr  erst,  wenn  er  sich  jetzt  um  den 
Punkt  c  80  weit  herunibewegt,  daiss  er  auf  der  Dreiecksseite 
üc  liegt,  nachdem  er  den  zweiten  Drehungswinkel  c  gebildet 
bat.  BndHch  rfickt  er  auch  auf  der  verlängerten  geraden  Linie 
ttf  fort,  bis  sein  hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  a  angekom- 
men iat,  und  wird  nun  durch  die  dritte  Drehung  um  den 
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Winkel  (  wieder  vOlHg  in  Mbe  vorige  Lage  gebracht»  wdchM 
licweist,  das»  er  eine  ganse  oder  volle  Umdrehung  gemacht 
hat.  Da  diese  nun  einzig  and  allein  durch  die  Drehung  in 
den  Winkelo  £  und  ^  bewirkt  worden  ist,  so  niuss  die 
Summe  ihrer  Drehungen  einer  vollen  Umdrehung  gleich  sein. 
AUo  ist  die  Summe  von        -i- ^s-i- ^l^=m. 

Wollte  jedoch  Jenand  dagegen  einwenden ,  die  Umdre- 
boDg  sei  keine  volle,  weil  sie  nicht  durchgängig  in  dem  näm- 
Kchen  Punkte  der  Ebene  vorgegangen  ist,  obgleich  es  doch 
bei  dem  Anfangs-  und  Endpunkte  der  Drehung  wirklich  ge- 
M^hahy  so  muss  dieser  auch  noch  weit  mehr  alle  Rotation  uer 
ttmoielaköriier  leognen:  denn  Keiner  deradheD  voliendet  «eine 
Rotation  an  dem  nSmilcben  Punkte  des  Raumes,  aondero 
wShrend  enier  Bewegung  von  vielen  tausend  Mellen»  nnd  die 
Trabanten  «ogar  während  einer  zwiefiichen  Bewegung. 

IL  Nun  ist  aber  (nach  {.  a.) 

Also 

Da  Mm  nach  L   ZA-k-^-k-^^^ 

Seist  ^ß^^t'^jüi=^2R. 

%.  16.  Daraus  ergeben  skh  anBittelhar  folgende  Sfttae  fiir 
jedes  geradlinige  Dreieck : 

a)  Der  rechte  Winkel  Ist  grosser  als  jeder  der 
bsiden  andern. 

b)  Es  ist  nur  ein  rechter  oder  Stampfer  y/inkel 
dann  mOglich. 

c)  Zwei  gerade  Linien,  welche  senkrecht  auf  einer  drit- 
ten stehen,  kdnaen  sich  niemals  schneiden. 

I>eno,  konnten  sie  sich  schneiden,  so  wttrden  sie  ein 
Dreieck  bilden.  Dann  enthielte  aber  die  Summe  der  Winkel 
dieses  Dreiecks  mehr  als  2if ,  Im  Widersprach  gegen  {.  16. 

Anmerkung.  Hier  ist  also  schon  der  Beweis  für  die 
eokiidische  Detinition  der  Parallelen  gefiihrt,  aber  frei- 
fich  nicht  flir  den  gleichen  Abstand. 

d)  Wenn  eine  Seite  verlängert  wird,  so  ist  der  da- 
durch entstehende  äussere  Winkel  gleich  der  äumme 
der  beiden  gegenüberstehenden. 

Denn^  ist  der  äussere  Winkel  sein  Nebenwinkel  im 
Dreieck  =ß,  die  beiden  gegenüberstehenden  =y  und  ö;  so  ist 
jLai^ßz=z2a  (§.  3.)  uni\  Z,ß  ^Yi^ö='lH  (§.  15.);  also  ist 
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17.  Die  folgenden  Sätze  von  der  Coneruenz  der  Drei- 
eclre  nnd  einige  andere  sind  freilich  unentbenrKcli ;  aber  sie  be* 
dürfen  hier  keiner  Beweise ,  weil  diese  sänuBtttdi  von  der  Sunmie 
der  Dreiecksvrinkel  iinabhSofj^g  and  bekamit  gomig  sind.  Em  sind 
folgende: 

a)  Wenn  alle  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  den 
drei  Seiten  eines  anderen  gleich  sind,  so  decken  sie  einao- 
der,  lolffUch  auch  die  Winkel,  welche  gleichen  Seiten  gegen» 
flberateiien. 

b>  Wenn  twel  Seiten  und  der  «Inf •aofcloMea« 

Winkel  in  einem  Dreleeke  den  nämlichen  Stücken  in  einem 
anderen  deich  eind;  woraus  folgt,  daas  gleiche Bog«o  gleiche 

Sehnen  nahen. 

c)  Auch,  wenn  zwei  Seifen  und  ein  anliegender 
Winkel  den  nändichen  Stücken  in  einem  anderen  Dreiecke 
{gleich  sind;  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die 
jenem  Winkel  g^eoflberatehende  Seite  grOsaer  ist  als  die 
aolicigende. 

d)  Wenn  eine  Seite  und  die  beideo  aollegen- 
den  Winkel  in  zwei  Dreiecken  gleich  sind. 

e)  Also  auch,  wenn  in  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken 
eine  Cathete  und  der  anliegende  sp itze  AVinkel  gleich 
sind;  denn  dann  ist  der  rechte  Winkel  der  zweite  aoliegende. 

f)  In  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die  Win- 
kel an  der  Grundlinie  einander  gleich;  und,  eine  aua 
der  Spitze  efaies  gleidwehenkUgeo  Dreiecks  gefiülte  Ver- 
tieals  halbirt  die  GrandUnle  desselben. 

g)  Sind  in  einem  Dreiecke  zwei  Winkel  einander  gleich, 
so  ist  es  gleichschenkli ch,  d.  h.  die  gegenflbenilaheii- 
den  Seiten  sind  einander  gleich. 

In  jedem  geradlinij;eo  Dreieck  steht  L  der  erusse* 

ekchrt  ll 
ite  gegenfiber. 

Beweis  von  1. 

ab^üc  (ex  hyn.),  folglich  kann  bc=bd  von  ab  abge- 
nommen werden.  Zient  man  nun  cd,  so  ist  .^^a=:.^/3.($.  17. 0) 
Aber  ^asz^v  +  ä  (5.16.  d»;  also  Ut  auch  jLß=z^yi^6; 
folglich  ^ß-k-d^^y-^^,  flüthin  ^^ß-t-d  edsr  ^6  gros- 
ser als  ^y. 

Beweis  von  II. 

^ee6>^/  (ex  hm),  also  kann  der  ^^s/  wen  ^ae6 
abgenommen  uerden.  Dann  ist  aber  ad^cd  (§.  17.^));  also 
aa\db=cd^db.  Da  nun  cd^db  grosser  als  c6  ({.  13b);  SO 
ist  auch  iid\db  oder  ab  grösser  als  c6.  ' 

(.  19.  In  jedem  rechtwinkligen  Dreiecke  iot  die  Hypote- 
nuse grosser  als  Jede  der  Katheten. 


ren  Seite  der  grossere  VVinkel,  und  umgekehrt  ll.  dem 
grosseren  Winkel  die  grossere  Seite  gegenfiber.  (Taf.JU. 
Fig.  2.) 
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Denn  der  rechte  Winkel  ist  grösser  aU  jeder  der  übri- 
R«n  ({.  16.  a)),  also  die  gegenaberstebeadA  Mto,  Hib  By- 
potMmso,  gifawii  «to  J«de  radm  ({.  18^  !.)• 

^.  20.  Ztrei  rechtwinklige  Dreiecke  sind  congruent,  wenn 
I.  die  Hypotenuse  und  ein  spitzer  Winkel,  de^sgleichen 
Ii.  die  Hypotenuse  ond  eine  Cathete  in  dem  einen  Drei- 
aeke  dtn  DtoHdMii  Sttcken  fai  de«  sndcrn  gleich  nhid. 

Denn  in  dem  ersten  Falle  sind  auch  die  beiden  anderen 
«!•  CempteaealiwiDfcel  sä  dan  sweitan  reekton  Wiakel  des 
Oraiedw  eiMiidergMeh(i.lft.  und  {.5.),  feiglieh  gilt  (.17. d). 

Im  zweiten  Falle  aber  ist  die  Hypotenuse  grOaser  ab 
jede  Catfaete  Id.),  lolgUch  aiad  die  Diaiaeka  congraent 
nach  §.  17.  c). 

81.  Die  Verticale  ist  die  kürzeste  aller  Linien  swi- 
•dhen  «iaea  Puahte  and  dncr  saradanLbda»  MgMdaa  Maaaa 
•eiaea  Abatanda  Ton  daraelbaa. 

Dann  alle  übrigen  alad  Hypotannaaa,  folgÜch  linger  ala 
die  Tartieale  Catheta  ($.  19.). 

§.  22.  In  jedem  geradlinigen  VI  er  eck«  iat  die  Snmna 
aller  Winkel  =4/2. 

Denn,  zieht  man  eine  Diagonale,  so  erhSlt  man  zwei 
Dreiecke.  Nun  ist  in  jedem  die  Summe  der  Winkel  =2/2, 
also  in  beiden  ausannnen  ssdiS.  ■ 

§.  23.  Ist  also  in  einem  geradlinigen  Vierecke  die  Summe 
zweier  Winkel  =2iß,  so  ist  dte  Summe  der  beiden  anderen 
ebenfalls  =2R,  und,  sind  diese  beiden  einander  gleich»  so  iat 
Jeder  deraalban 


Jetzt  sind  alle  Vorbedingungen  vorhanden,  deren  es  bedarf, 
um  zum  Endziele  zu  gelangen,   d.  h.  den  fiberall  glei c hcn  Ab- 
«itand  der  geraden  Parallelen,  und  dia  Glatehheit  ihrer 
Vechselawinkel  nach  der  eaUfaHaBhan  Malhade  dninh  die- 
GIdkhheit  der  Dreiecke  an  bewelaen. 

§.  24.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  gerade  Verticalen  auf  einer 
dritten  geraden  Linie  stehen,  so  sina  sie  narallel,  d.  b.  sie 
biül>en  uberall  gleichen  Abstand.  (Taf.XI.  F1g.3.) 

Hypotheaia:  ^bQX=^^aby=R 

*   .  

Tbeala:  4UK#Ay. 
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■ 

Beweis. 

Man  naebe  in  beliebiger  Eatfernung  von  a  und  //  die 
Ijinie  ac=bd,  umA  siebe  cd  nebet  den  lliageaalen  «i  nad 

br,  80  ist: 

1.  a6=a6;  ^bac=^aöd=:zH{ex  hyp.) ;  6c=a<2(ex  couetr.). 
Also  ^abc^^abdij,  17.  b»; 

folglich  be^ad;  Z,f=ui  ^t=C:  «od  ^^ya^  al«  Geaple- 
meotawinkel  ((.  S.). 

n.  als«!;  oessM  (es  coostr.)  od^be  (L) 


AUo  Ac<2a^Ac<i6      17.  a)); 
relglicb  nod  da  (I.);  so  ict 

Dam 

^bax=^aby=^K  (ex  byp.) 

80  Ist 

HL   6rfs6il;  ad^bc  (1.);  ^ahd^^ ^bdcrsiR  (IL). 


Also  (S-  ^  U-); 

folslich  cd  =  ab;  und  da  ^abd=R  (&l  hyp.)  und  ^dc=M 
oadi  IL,  00  Ist  der  Abataod  cd  =  Abatand  a6  ^.  31.). 

IV.  Da  eadllch  ac,  bd  beliebige  EatfenwiBgea  slod,  so 
gilt  das  Bewiesene  ffir  jode  Entferanag  von  «6;  also  ist 

{.  24.  Wenn  ?on  zwei  g^den  Linien  in  einer  Ebene  jede 
vott  olBar  dritten  geraden  LInIa  vertical  goacbaittea 
werden»  ao  slod  aie  pairaUel. 

Denn,  verlängert  man  in  der  vorigen  Figur  die  Linien  nx» 
6y  unterhalb  der  Linie  m»,  so  wird  diese  die  sdiorideada 
Linie ,  und  da  unterhalb  derselben  eben  sowohl  rechte  Winkel 
sind  als  oberhalb  nach  §.  3.,  so  mnaa  hier  daa  Minüidba 
gelten»  was  oberhalb  bewiesen  ist 


Digitized  by  Google 


{.  9S.  W«Mi  vttn  iwei  geraden  PmlieltD  die  ein«  «inreh 
dritte  gerade  Linie  Tertioal  geeeknlttee  mrd,  so  ge- 
dmm  Mftniiehe  aeeb  bei  def  amdere»  (Tat Xi. Fig. 4.) 


Hypotii.  1)  wd^wx 

Tlies.  ^dca^^H. 
Beirela. 

Man  errichte  in  beliebiger  Entfernung»  z.  B.  in  b,  die 
Veiticale  bd,  eo  ist  sie  als  Abstandalinie  ^ae  ($.  23.).  Also: 

I.  a6=:a6;  ae^bd;  ^bae=:^a6d=R  (ex  hyp.  et  constr.) 

Aleo  ^o6c^Acr6ri  (fi.  17.  b»; 

folglich  öc=ad  und  ^/  =  ^d. 

IL   cd:=cd;  ac=.b(l  (I.);  aä  =  bc  (1.) 


Also  Aei{a^Ac<^6  ($.  17.  a)); 
Mglicb  ^^=11, 

III.  Da  DOD  aucb  ^ds=]f  (L);  so  ist 
•der  ^4!eas=  ft. 

§.  26.  Wenn  swei  gerade  Parallelen  in  einer  Eliene 

*ou  einer  dritten  geraden  Ijinie  durchschnitten  iverden,  so  sind 
^  Weebsalswinkel  einander  gleicb.   (Taf.  XL  Fig.  6.). 

Hypotb.  uo^uae 

Tbes.  ^=z^ß. 

B  e  w  e  i  s. 

Man  falle  aus  a  und  d  Verticalen  auf  die  gegenfilierste- 
li€ade  ParaUel-Linle,  so  ist: 

ad':=ad;  ac=:^db  (ex  hyp.  und  {.2Ö.);  .<(^d=^}^/i^ (excolistr.) 

Also   ^adc^^oilb  (g.  20.  II.); 

folglicb  ^a=z^ß. 
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§.  27.  Wenn  bei  zwei  in  einer  Ebene  Uegenden  geraden 
UoiM,  weldM  TOD  eintr  dfUtoo  genutoo  IM9  tofiiiitliiiHlMi 
werden,  die  Weelinelnirinkel  gleieli  nind«  nU  dto  Li* 
nien  parnllel. 

« 

Hypotb.  ^a=/3;  Thesie  mo#wt, 
Beweis.- 

Ut  Figur  and  Constmction  eben  irie  oben,  eo  int: 

L  adssad;  ^az=i^ß  (ex  hyp.);  ^Y=^i  (ex  conetr.) 

AU»  ^adAQd^ade  ($.  90. 1.)? 

folglich  bd=ac  uod 

U.  ^m^ß  (n  byp.)i  and  (L),  felglieb 

4^a+^ff3s^|}^ZC:=Y^^  (S*  32.  V.  {.23L)* 

niM  VerÜcale  ne  s  Verticale  M;  mitbin  4W#tnr  ($.  24.). 

{.  28.  Die  übrigen  Sfitze,  nämlicb,  dass  bei  geraden  Paral- 
lelen,  die  von  einer  geraden  Linie  durchschnitten  werden*,  der 
innere  Winliel  dem  an  der  nämlichen  Seite  gegenüber- 
stehenden gleich  ist,  und  dass  die  8umnie-^er  beiden 
inneren  Winicel  180"  beträgt,  nebst  deren  Gegensätzen,  sind 
nnn,  dnreb  Hfllfe  der  Vertleal-  und  Neben  •WlnlMl,  anf  die jge- 
wuhnliche  Weise  so  leicht  zu  beweisen,  daes  eine  «ibem  &t* 
Wickelung  dieser  Beweine  Töllig  fiberflOasig  adMint 
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XVIU 

Ueber  die  seometrisclie  KoBStruktloB 

der  ImaflTinären  Wurzeln  einer 

Gieichiuer» 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

•Goodactciir  bei  dea  Htfsogl.  BrauMchweigiachen  Biaeabihiieo  tu 

Bravascliweif, 


i 


\):is  (reu  ähnliche  Verfahren  der  AufBuchung  der  Wurzeln  einer 
riainerischeii  (tleichuni;  niiUeUt  geometrUcher  Konstruktion,  wo- 
Ui  man  die  Uebekaniite  w  wie  eine  veränderliche  Abszisfie  und 
^  Werth  der  gegebeneo  FunkCion  lur  jedes  sugehSrig»  «  wie 
eine  korrespondirenue  rechtwinklige  Ordinate  behandelt »  and  da# 
AUsziöseo  sacht*  ßr  welche  die  durch  die  Endpunkte  der  Ordiiia* 
t9D  £^elegte  Kurve  die  Ahszisseniinie  durchschneidet,  ist  nur 
irauchbar^  um  die  reellen  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  su 
bden.  • 

Woin  «ber  die  GteidiQDg 

F(«)=0  (1) 

iBcb  imaginäre  Wurzeln  von  der  Form 

^rssref**^  =  r  (CO69  -f  sing? V^^)  (2) 

"welches  überhaupt  die  allgemeinere  Zahlform  ist,  in  der  auch  die 
.xeellen  Werthe  enthatten  sind,  besitzt;  so  geht  dieselbe  durch 
[<^!HiUtitatlon  des  vorstehenden  Ausdrucks  für     über  in 

F(re»  V^»)  =  Ftr(coS9-|-sinyV^)]=0.--.  (3) 
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ifierdnfdl  eiliSit  naa  eltae  CrlMrans  iwladm  swei  ämd 

der  ganz  unabhiogicen  Grössen  r  and  tp.  Die  Letzteren  ■MdHI 
wegen  Cileicbung  (2)  an  die  Bediogang  geknüpft,  dass^  r  st« 
einen  absoluten  oder  positiv  reellen  und  ^  irgend  einen  {MM 
sitiven  oder  nei^ativen,  aber  ebenfalls  durchaus  reellen  WcrtI 
habe.  Man  ist  aUo  jetzt  in  den  8tand  gesetzt,  die  Untersuchuai 
bloss  auf  reelle  Grössen  zu  beschränken,  weiche  der  Gleicht^ 
Q)  ein  Genüge  leisten.  Ohne  die  genannte  Bedingung  wtbde  dH 
Cn^ichung  (3)  den  Charakter  der  Unbestimmtheit  aandunen;  maq 
könnte  dann  z.  B.  (tir  o  jeden  beliebigenWcrth  setzen,  um  durcl^ 
Auflösung  für  r  einen  rinzu  gehörigen  W^erth  der  letzteren  Grüssi 
zu  finden.  Dies  würde  dem  Falle  entsprechen,  daae  man  laGili 
chuDg  (1)  lur  a  einen  Ausdruck  vou  der  Form  • 

anbstituirt  hätte',  der  ava  iwei  Faktoren  von  allgemeiner  Forn 
bestände,  und  wovon  der  erste  /jc^V^i  den  obigen  Faktor  r  um 
der  zweite  oci^V— *  den  obii^cn  Faktor  ^^pV— i  "m  Gleiclmnc:  flj 
verträte.  Angesehen  davon,  dass  hierdurch  das  Problem  nicM 
vereinfacht  wäre,  indem  man  durch  die  Einführung  beliebige! 
reeller  oder  imaginärer  Wertbe  für  q>  in  Gleichung  (3),  woidiuci 

• 

die  Form  ye.^V-i  annähme,  immer  wieder  auf  eine  Gleichani 
kommen  würde,  die  im  Allgemeinen  für  r  imaginäre  Wurzeln  voij 
der  Form  pp«V-i  enthielte;  so  ist  doch  zu  bemerken,  dass  dii 
unter  solcnen  Umständen  existirende  Unbestimmtheit  der  Glci^ 
chung  (3)  sich  nur  auf  die  Wertbe  von  q>  und  r,  nicht  aber  aaj 
die  daraus  zusammengesetzten  Wertbe  von  ar  =  refV— i,  also  aucl^ 
nicht  auf  die  AuÜösungen  der  gegebenen  Gleichung  (1)  überträgt 
Denn  wenn  irgend  ein  Werth  non  9  die  Gfßaae 

€069  f  binrjpV^^sscvV^ 

in  die  Form  ^f^V^i  überführt,  und  r  =  pe«V->  ein  Werth  ist, 
welcher  sich  für  jenes  9  aus  Gleichung  (3;  ergibt,  so  bat  man 

X  Ä j»c« .  qeßV^  =  ( j>j)e V-^ 
—  (pq)  [cos(« +  aiD(a  +  /J).  V^J, 

worin  nnn  (pe)  und  («-f-A  reelle  GrOaaen  aind.  Beednflakt  wm 
äich  alao  aur  die  obige  Bcidingang,  dass  in  Gleichung  91 

9  nur  reelle  Wierthe  haben  sollen;  so  wurde  man  eben  aieselM 
vorstehende  Auflösung  für  x  erhalten  müssen,  wenn  man  in  Glei- 
chung (3)  (p  =  (a-\-ß)  geaeUt  hätte«  waa  dann  fOr  r  den  Wertii 
(pq)  geben  musste. 
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SdierabfR*  bleibt  aber*  selbst  unter  Beobachtung  der  geoaiiiiteB 
Bedingung»  welche  ja  die  Weiihe  roe  onnd  r  nur  in  die  weiteo 
Gränzen  uneaiUiefaer  Zahlenreihee  einschriesst,  fiir  die  Gleichung 

{.])  noch  ein  erosser  Spielraum  der  Unbestimmtheit.  Dass  dies 
jedoch  nur  scheinbar  ist,  leuchtet  ein,  wenn  man  die  Funktion 
f  in  jener  Gleichunt;  so  entwickelt,  dass  das  Heelle  von  dem 
rein  Imaginären  sich  sondert.   Angenommen  dies  gebe 

F'(r.v)+r'(!r.9) .  V-l-O  (4) 

Da  diese  Gleichung  nur  reäüsirt  werden  kann,  wenn  der  reelle 
Qod  der  imaginäre  T heil  für  sich  gleich  Null  wird;  so  zerfallt  die: 
leibe  in  folgende  zwei  Gleichungen: 

F(r,(3P)=0  (5) 

I  '      F^(r.9)=:Ö.  (6) 

Jetzt  hat  man  zwischen  den  beiden  Unbekannten  r  und  qp  zwei 
Gleichuns^en;  die  Unbestimmtheit  ist  also  verschwunden,  oder 
bezieht  sich  vielmehr  nur  noch  auf  die  Vielheit  der  ^Vurzeln, 
welche  einem  jedeu  Systeme  von  zwei  höheren  Gleichungen  mit 
nrd  Cnbekann&D  nach  dem  beeoDderen  Charakter  jener  Gleidum- 
■  eigen  ist 

Wollte  man  behufs  gcometrisrher  Konstruktion  der  Wurzeln 
dieser  Gleichungen  sich  in  der  i;<*wobiilichen  Weise  eines  recht- 
viokligen  Koordinatensystems  bedienen;  so  kunnte  man  folgen- 
donaassen  verfahren. 

Man  substituirte  sowohl  in  (5),  wie  in  (6),  für  <p  einen  he 
itimmten  Zablwerth  gj^  und  behandelte  bloss  r  als  einzige  Ver- 
ioderbche,  welche  unter  den  absoluten  oder  positiven  Zahlen  von 
0  bis  -foD  zu  variiren  wäre.   Diese  Werthe  von  r  trüge  man  von 
deaseiben  Mittelpnekte  ans  auf  Ein  und  derselben  Axe  alu  Ah* 
üisteo  auf.  Die  entsprechenden  Werthe  von  F'{r,tf^^  als  recht- 
wioklige  Ordinaten  behandelt,  ergaben  alsdann  Eine  Kurve  und 
die  von  F**(r,(pi)  eine  zweite  Kurve  liber  derselben  Axe.  Ange- 
nommen ,    diese    beiden  Kurven  durchschneiden   sich   in  einem 
Punkte  Ai-    Für  einen  möglichst  benachbarten  W^erth  von  (p,  der 
^  heisse,  würde  sich  dann  durch  F'(r,q).^  und  F"ir,(p^  über  der- 
säben  Axe  ein  xweites  System  von  zwei  Kurven  ergeben »  wel- 
ches sich  in  dem  Punkte      schneiden  rouge.  Auf  aiese  Weise 
fieese  man  9  in  der  Reihe  von  0  bis  -fco  und  von  0  bis  — 00  va- 
mren.   Die  genannten  Durchschnittspunkte  Ai,  A^--.  der  ans  je 
'Me'i  Kurven  bestehenden  Systeme  würden  sich  dann  durch  eine 
r tue  Kurve  verbinden   lassen.     Der  Durchschnittspunkt  dieser 
tieuea  Kurve  mit  der  Abszissenaxe  lieferte  alsdann  eine  Abszisse, 
«fkhe  filr  r  genommen,  den  fraglichen  Gleichungen  ein  GenOge 
Milelt. 

,       Dieses  Verfahren  ist  nicht  allein  wegen  der  erforderlichen 
Zerlegung  der  gq^ebeoen  Gleichung  (3)  in  zwei  Tbeile  F  und  f 

Tbcü  XT.  26 

f 
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und  der  Berechnung  der  genannten  Doppelkurven  sehr  umfltSnd- 
lieh,  sondern  auch  deshalTi  unvollkommen,  »eil  sich  vermittelst 
desselben  nur  der  Werth  von  r,  nicht  aber  der  des  dazu  gehSS« 
9  rigen  Wiokels  9»  und  Oberhaupt  oidit  unmittelbar  die  ge»<ucbte 
Grosse  x  graphisch  darstellt,  wie  es  von  der  geomotrischen  Dar- 
steliuni^  des  in  der  gegebenen  Gleichung  liegenden  Gesetzes  ge- 
fordert werden  muss. 

Hesser  im  Geiste  der  geometrischen  Konstruktion  liegt  fol- 
gende Methode.  Nachdem  man  einen  Nullpunkt  und  eine  reelle 
Ajlc  festgelegt  hat,  stellt  man  sofort  den  Werth  von  ¥{pc)  aus 
Gleichung  (1)  für  irgend  ein  dar,  indem  man  als  x  eine  Linie 
von  bestimmter  Länge  r  wühlt,  die  sich  unter  irgend  einem  Win> 
kel  (p  gegen  den  positiven  Tbeil  der  reellen  Axe  neigt*  also  cÄne 
Linie  von  der  Form 

ar=ref  V— 1  =  r  cos^»  -|-  r  sin^».  V  —  1 . 

Die  positiven  Werthe  von  y  werden  links  um  den  Nullpunkt,  die 
negativen  reckte  herum  gerechnet    Bei  dieser  Darstellunf^  von 

i^)  fShrt  man  schrittweise  die  darin  vorkommenden  Operationen 
aus,  indem  man  mit  ni  ö  g  1  i  clis  t  e  r  Vermeidung  der  Rech- 
nung naraentlich  die  Neigungen  der  einzelnen  Theile  dieser 
Funktion  und  die  Zusammensetzung  derselben  unmittelbar  durch 
Zeichnung  darstellt.  Es  bleiben  dann  in  der  Regel*  wenn  die 
Funktion  /'nicht  zu  komplizirt  ist,  nur  die  absoluten  l^ängcn 
der  einzelnen  Strahlen  zu  berechnen.  Diese  Längen  sind  meistens 
unabhängig  von  dem  W^inkcl  9,  und  dies  gewahrt  den  Vortheil» 
dass  wenn  man  einmal  flUr  dne  Reihe  benachbarter  Werthe  von  n 
die  in  der  Zahlenreihe  von  0  bis  -f- ot  liegen,  jene  Längen  bereeh« 
net  hat,  man  dieselben  Längen  für  jeden  belieiNgen  andetSB 
Werth  des  Winkels  y  gebrauchen  kann. 

Die  Grundregeln  bei  dieser  Konstruktion  sind: 

•  o)    fiSr  die  Addition,  dass  an  den  Endpunkt  des  Einen 

Strahls  der  hinzu  zu  addirende  in  der  ihm  zukommenden 
Richtung  gelegt  vrerde; 

b)  fDr  die  Subtraktion,  dass  an  den  Endpunkt  des  Mi- 
nuend der  Subtrahend  In  der  Ihm  dnvkt  entgegengcseti- 

ten  Richtung  getragen  werde; 

c)  für  die  Multiplikation,  dass  die  absolute  Quantität  des 
Produktes  diirch  IMiilti|)likation  der  absoluten  Quantitäten 
der  Fakturen,  die  Neigung  des  Produktes  jedoch  durch 
.  Vonvärtsdrehung  aus  der  Richtung  des  iSnen  Faktors 
um  den  Drehungswinkel  des  andern  Faktors  erhalten 
werde ; 

d)  für  die  Division,  dass  die  absolute  Quantitfit  des  Quo- 
tienten durch  Division  der  absoluten  Quantitäten  des  Di- 
vidends  und  Divisors,  die  Neigung  des  Quotienten  jedoch 
durch  Rflcfcwirtsdrehung  aus  der  Richtung  des  Omdeods 
um  den  Drehuogswinkel  des  Divisors  entsiehe; 
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iär  die  Potenzirung  zu  eiDera  positiven  i^anzeo  Expo- 
neoten  n,  dass  die  absolute  Quantität  der  Potenz  gleich 
derselben  Potenz  von  der  absoluten  Quantität  des  Grund- 
faktors, dagegen  der  Drehun^swinkel  jener  Potenz  gleich 
dem  »fachen  des  Drehungsirinkels  des  (jruniHaktors  sei; 

f)  für  die  Wurzelausziehnng  zu  einem  positiven  ganzen 
Exponenten  n,  dass  die  Quantität  der  Wurzel  gleich  der 
ftten  Wurzel  aus  der  Quantität  der  gegebenen  Grosse, 
dagegen  der  Drehungswinkel  gleich  dem  Uten  Tbeile  daa 
Drehnngawfadcela  dieaaer  GiOaaa  aeL 

Nach  der  Regel  (c)  ist  auch  Multiplikation  einer  Grösse  mit 
dct  Faktoten 

,o<ler  mit 

a*V=i,  e*^-»,  e^^» 

deich  bedeutend  mit  einer  Vorwärtsdrehung  reapect«  um  iVQ^, 
iü»,  270". 

ffierdorch  ergibt  rieh  durch  die  obige  Konatmktion  ein  Po* 

lygon,  welches  vom  Nullpunkte  ausläuft,  und  welches  mit  dem 
leüten  Endpunkte  wieder  in  diesen  Nullpunkt  einfallen  muss, 
i^enu  der  angenommene  Werth  von  x  eine  Aufläanng  der  Glei- 
ciwiig  (l)  sein  soll. 

'  Omalt  man  dieaea  Verfidiren  anafilbren  kftnne,  muaa  die  Funk* 
tM»  F  in  aolcbe  Tbeile  zerlegt  sein ,  auf  welche  sich  die  Regeln 
t«)  bis  (/)  zur  Enengong  der  auf  einander  lolgenden  Seiton  dea 
tr^ilicheu  Polygone  aniiiittelbar  in  Anwendung  bringen  laaaen. 
Halt«  man  z«  B. 

f  (.r)  =  Ax^—  Vci + logx  =  0, 

I  «oria  der  KoefBzieBt  A  irgend  eine  geneigte  Linie  von  der  all« 
geaeiaeo  Form 

iBe"V^*  s  acoa«  -|-  nalna 

<iagcgen  c  uur  eine  absolute  Zahl  darstellen  möge,  also 

fXa:)=ae«V=ia?«— Vci  +  logar=0, 
MBfiaate,  wenn  man  nnn  fdr  x  dea  allgemeinen  Werth 

XÄref^-*  =  reo«»  +  rainy  .    — 1 
eioftlbreo  wollte,  daa  Glied 

log;r = log  [r(cos9P  -|-  ain  9.  V — 1)J 

f6* 


f 
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in  die  bekaoote  Form  1 
gebracht  werden.  Dies  gibt 

eder 

__  £ 

'       iW*.cl«f»y)V-i— Vcr  .  c«^i+  logr  -f  =0. 

Wenn  man  in  allen  Gliedern,  von  denen  jedes  eine  Seite  <kl 
Polygons  ergibt,  die  Hicbtuugskocfüzienten  deutiicher  als  Fot«- 
sen  von  e  marfciren  mid  amwerdem  die  Funktion  anf  der  liakM 
Seite  ao  darstellen  will,  dass  die  einseinen  Theite  fiberall  ili 
Summanden  erscheinen;  so  kann  man  auch  schreiben 

_  y   _  __        !L  _ 

Die  absoluten  Län^n  ar^,  STcr,  logr  der  ersten  drei  Glieder 
sind  unabhängig  von  jedem  Werthe,  den  man  fiir  9»  einführe! 
niüge;  nur  der  des  letzten  Gliedes  ändert  sich  mit  tp.  Nacbdeii 
also*  die  ersteren  drei  Cur  irgend  eine  lieihe  von  Werthen  für  t 
berechnet  sind,  kann  man  sich  derselben  für  jeden  beliebigeo 
Werth  von  9  bedienen. 

Ferner  erhellet,  dass  die  Richtnnt^en  der  sich  durch  dies« 
Gleichung  ergebenden  vier  Polygonalseiten  unabhängig:  sind  vooi 
der  Länge  r  der  für  x  angenommenen  Linie«  dass  also, 
man  das  iVagliche  Polygon  erst  einmal  Tür  einen  bestimmten  Werm 
¥on  f*  und  9  entworfen  hat,  die  Seiten  aller  Polygone ,  förwelehfl 
man  bloss  r  in  der  gedachten  Zahlenreihe  yariiren  liest  und  9 
konstant  erhftlt«  den  Seiten  des  ersten  Polygons  parallel  mii 
werden. 

Gibt  man  nun  in  F(x)  der  Grösse  j?  irgend  einen  bestinimteQ 
Neigungswinkd  9i  und  läset  dann  deren  absolute  Länge  r  voo  (I 
bis  -f-  OD  TariireD;  so  beschreibt  der  zweite  Endpunkt  des  ftufr 
eben  Polygons  eine  Kurve,  weiche  durch  den  rlullpunkt  geKfl 
muss,  wenn  es  für  ^|  ein  zugehöriges  rj  geben  soll,  wekKei N 

der  Form r^cyiV^irr der  gc:;ebenen  Gleichung  ein  Geni^WN 
stet.  Gibt  man  jetzt  ifem  Winkel  y  einen  zweiten  Werth  95  ondl 
lässt  die  Länge  r  durch  eben  dieselbe  frühere  Zahlenreihe  varii- 
ren;  so  beschreibt  der  letzte  End|»uiikt  des  Polygons  eine  zueile 
Kurve.  93,  74,  95....  ergibt  eine  dritte,  vierte,*  fünfte  ....  Kurre. 
Diese  Werthe  von  f  mOssen  nun  allmählig  sowohl  die  Reihe  iet 
positiveo«  wie  der  negativen  Zahlen,  also  die  Refte 
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inrcbtaufen ,  um  alle  muglicheo  Kurven  zu  ergeben«  wekfae  der 
h^jkbe  iäiidpuiikt  des  Polygone  beeebreibeD  kann. 

Statt  dass  man  9  in  dieser  Weise  iiiier  jede  Gränze  hinaus 
incbsen  lässt,  kann  man  auch ,  indem  man  in  die  gegebene  Glei- 
I  ckne  8tatt  7  den  Ansdrack  ^Jkn-^^  schreibt,  wenn  k  eine  will* 
kihmcbey  aber  positive  oder  negative  ganxe  Zabl  beseicbne^ 
ent  iberall  k=(f  setzen  nod  nun  erat  9  von  0  bis  ^»  variiren 
ks^en,  dann  A'=l  setzen  and  hierauf  9  ebenfalls  nnr  von  0  bis 
^  f  aniren  lassen  u.  s.  f. 

Ob  es  nutbie  sei,  dass  man  den  Winkel  9  in  vorstehender 
Wdie  ins  UnenoIiGbe  wachsen  lasse,  um  alle  denkbaren  Kurven 

(ier  cenaniiten  Art  xn  erhalten ,  oder  ob  sich  fiir  gewisse  Perloden 
der  \Verthe  von  9  immer  wieder  diesellien  früheren  Kurven  wie- 
derholen müssen ,  in  welchem  Falle  man  dann  den  Winkel  9  nur 
r^iftcheo  den  Gränzen  Einer  solchen  Periode  zu  variiren  brauchte, 
bäogt  von  der  Beschaffenheit  der  Funktion  F  ab. 

Man  erkennt,  dass  In  dem' obigen  filr  F^s)  gewählten  Bei* 
tfkde  da«  erste  Glied 

Nbe  Fnndamentalwerthe  regelroSssIg  wiederholt,  sobald  man  9 
f«  0  bis  hat  wachsen  Tassen  und  nun  über  %k  hlnansgehi 
i•Jenle(«-^'t<*''lf))^-^  denselben  Neigungswinkel  darstellt,  wie 
f(«44y)V^^  Ferner  erkennt  man,  dass  in  dieser  Periode  auch 
lUe  diejenigen  Werthe  vorkommen,  welche  Aa:^  für  irgend  ein 
Kgitives  9  annehmen  kann.  Indem  e("-'*(**"-l-'f))^^^  den. 
•db«!  Neignngswinkei  darstellt,  wie  e(»fi(»»-9))^>.  Dieses 

i  fnlen  Gliedes  wegen  brauchte  num  man  also  9  nnr  von  0  bis  2» 

!  mehsen  xo  Isssen. 

Die  Werthe  des  zweiten  Gliedes 


er  .  Vci 

keben  jedoch  erst  dann  regelmiissig  wieder,  wenn  9  von  0  his 
4«  gewaehsen  Ist.  Alsdann  sind  aber  auch  alle  diejenigen  Werthe 
f orgekommen ,  welche  sich  für  negative  y  einstellen  würden. 
Wegen  dieses  zweiten  Gliedes  ist  also  eine  Variation  von  9  zwi- 
icheo  den  Gränzen  0  und  in  erforderlich. 

* 

ilas  Glied  logr  ist  fiir  alle  Wertiie  von  9  dasselbe  und  erfer- 
iai  dsmnadh  gar  fcdne  Variation  dieses  Winkels. 

Das  letzte  Glied 

9 .  «^^-^ 
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Sndert  seiiieD  Werth  mit  jeder  VarUfioo  von  ^,  ist  ancfc  ein  ande» 
res  filr  •—7,  als  ftir         Da  dasselbe  jedoch  eiiMD  konstanten 

RichtungSKoenizieiiten ,  also  eine  Iconstafito  Neigung  gegen  die 
reelle  Axe  besitzt,  und  aysserdeni  mit  ^  gleicnförmig  nächst; 
so  wird  man  sehr  bald  erkennen,  ob  und  wie  «reit  es  erforderlich 
ist,  dieses  leteteren  Gliedes  «regen  die  Variationen  von  7  auszu- 
dehnen, indem  man  immer  vor  Augen  hat,  dass  die  zu  konstrui- 
rendoi)  Kurven  dem  Nullpunkte  sich  n&bern  und  nicht  denselben 
fliehen  nullen. 

Nach  diesen  A'orhetrachtungen  schligt  man  nun  folgendes 
systematische  Verfahren  ein. 

Nachdem  man  den  Nullpunkt  O  und  die  positive  reelle  Axe 
OX  (Taf.  XI.  Fig.  6.)  festgelegt  hat,  eibt  man  in  (ileichung  f3) 
dem  Winkel  y  irgend  einen  bestimmten  VVerth  91 ,  womit  man  die 
Variationen  von  9  beginnen  will,  und  zieht  durch  O  die  Linie 
0/>^,  welche  sieh  mter  diesem  Winkel  DiOX=<pi  gegen  die 
Axe  OX  neigt  Indem  man  nun  vorläufig  9>  =  9>i  kenstut  erhält, 
liisst  man  die  absolute  Länge  r  der  Unbekannten  x  von  0  gegen 
+  c»  varriren.    Für  irgend  einen  solchen  Werth  r'i  von  r  möge 

nun  die  Konstruktion  der  Funktion  F(r\e9i^-^)  das  im  Null- 
punkte O  anhebende  Polygon  OA'iB\Ci  ergeben,  dessen  letzter 
Endpunkt  Ol  sei.  Jetzt  ziehe  man  noch  durch  den  Punkt  C4  mit 
OÜi  parallel  die  Linie  CxD\  und  mache  deren  Länge  sr^. 

Für  einen  zweiten  W^erth  r"i  von  r  sei  bei  demselhen  Werthe 

von  a  das  durch  l\r'\e9^^~^)  sich  ergebende  Polygon  dargestellt 
durcn  OA'*iB'*iC*i,  und  es  sei  wieder  C^iD'\  parallel  genoro* 
men  en  derselben  Linie  OÜi  und  an  Länge  gleieb  r'i  gemacht. 

In  ähnlicher  Weise  mHgen  als  Endpunkte  der  I*olygone  Hir 
den  konstanten  Winkel  9>i  resp.  fdr  r^r'i,  r"i,  r'*! ....  die  Punkte 
Ci$  und  in  paralleler  Hinausrackung  fliier  diese 

Punkte  die  Punkte  D^i ,  iy\ ,  D^i ....  entstehen ,  wobei  die  Linien 

/i^i ,  C^i^iy'xf  (J**xiy"x»>m  resp.  ssr'i,  r^'j  ,  r'^j...« 

und  sSmmtlich  parallel  n  ODi  sind. 

Die  Variationen  von  r  für  den  Werth  fp  =  9i  dehnt  man  aber 
bloss   so  weit    aus,    dass   einige  der  Punkte  C'it  C**i  .... 

dies  seit  und  einige  derselben  jcnseit  der  Linie  Oui  zu  lie- 
gen kommen. 

Hierauf  verbindet  man  sowohl  die  Punkte  | ,  C'i,  C"i  ..... 
wie  auch  die  Punkte  ,  D'\ ,  ....  durch  Kurven ,  von  de- 
nen die  erstere  die  Linie  ODi  in  dem  Ponki«  Ci  wmI  die  leti« 
tere  diese  Lfaiie  OI^  in  dem  Punkte  Di  durchschneiden  mdge. 

Jetzt  setzt  man  für  <p  einen  zweiten  Werth  und  legt  die 
Linie  OD^  unter  den»  Neigungswinkel  (f^  gegen  die  Axe  OX. 
Ebenso,  wie  vorhin  für  ^==.7>i  die  beiden  Punkte       und  in 
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der  Linie  üDi  gefunden  sind,  werden  nun  für  gfssi^j^  die  beiden 
Puokte  6^  und       in  der  Linie  OÜ^  ermittelt.  • 

Für  einen  dritten,  vierten,  fünften  Werth  cp^.  (jp. ,  tp^  für  9 
erhalte  man  dunn  in  den  Linien,  welche  sich  unter  diesen  Win- 
keln gegen  OX  neigen,  oder  in  deren  Verlängerungen  (nie  z.  B. 
bei  Od,  welche,  indein  Winkel  dOXzsip^  ist,  rflckwirts  nach 

und  7)5  verliDgert  ist)  die  Punkte  €^  und  Ü^,   Q  und 
C4  und  J)^.    Das8  ein  Punkt,  wie  A>5,  in  der  rückwärts  gerich- 
teten Verlängerung  der  betreffenden  Linie  Od  liege,  charakteri- 
sirt  sich  dadurch,  das«  derselbe  swischen  O  und  den  Endpunkt 

des  zugehörigen  Polygons  f&llt  Allgemein  ist  aber  die  wahre 
Richtung  der  hier  in  Frage  kommenden  Linien  ODi,  OD^t  OD^... 
durch  diejenige  Linie  dargestellt,  welche  sich  von  dem  betreffen- 
den Punkte  C  nach  dem  zugehörigen  D  hin  erstreckt,  uod  nicht 
umgekehrt  reu  D  oach  C 

Diese  Variation  des  Winkels  9  setzt  man,  wenn  man  nur 
Eine  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  sucht,  nur  so  weit  fort, 
bis  sich  in  den  Linien  ÜC\J)if  OC^D^....  die  Lage  der  beiden 
Punkte  Ci  md  Ui,  und  Z),....  in  fiesiebong  znm  Nullpunkte 
O  umkehrt,  wie  bei  O/J^C^,  oder  auch  nur  so  weit,  bis  der 
Nullpunkt  O  zwischen  jene  beiden  Punkte  fällt,  wie  hei  C\OJ)^f 
also  io  die  rückwärts  gerichtete  Verlängerung  der  die  Richtung 
voo  9  darsteUeodea  Linie  Od  za  liegen  kommt 

Jetzt  verbindet  man  die  Punkte  Q,  durch  die  Kurve 

(\C^QiC^C\    und   die    Punkte  7^1,    durch    die  Kurve 

D^D^D^D^hi,.  Die  erstere  Kurve,  welche  die  Endpunkte  von 
Polygonen  enthält,  wird  durch  den  Nullpunkt  O  gehen,  also  eine 
AniiOeang  der  gegebenen  GUeiehung  erkennen  lassen« 

Es  ist  aber  klar,  dass,  wenn  der  Punkt  mit  O  zusammen- 
Qdit,  also  die  Sehne  OC^  der  Kurve  CiC^C^OCj^Cf,  sich  auf  einen 
Punkt  O  rediizirt,  die  Richtung  dieser  iSebne  mit  der  Tan- 
gente der  eben  genannten  Kurve  Air  den  Nallpunkt  O  snsam* 
roenikllt  Ansaerdeni  wird  das  Verbindungsstück  C^D^  zwischen 
dieser  Kurve  und  der  anderen  ÜiUjU^D^f}^  gleich  der 
Länge  OD. 

Zieht  man  also  im  Nullpunkte  O  an  die  Kurve 
CiOik         Tangente  OD  bis  zum  Durchschnitte  Z>  mit 

der  Kurve  so  stellt  Ol)  sowohl  nach  Länge, 

wie  nach  Richtung  den  Strahl  .r--^rfvV-i  dar,  welcher 
der  gegebenen  Gleichung  ein  Genüge  leistet  oder  eine 
Wurtei  dieser  Gleichnag  ist. 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  mehrere  imaginäre  Wurzeln 
hat;  so  wird  die  Kurve  CiOC^  in  eben  so  viel  Witidungen  oder 
Zweigen  durch  den  Nullpunkt  gehen.  Die  Tangenten  an  die  ver- 
schiedenen Zweige  von  O  bis  zu^i  Durchschnitte  mit  dem  he- 
treffenden  Zweige  der  Kurve  üiDD^  ergehen  alsdann  die  ver- 
sdHedenen  Wuraelo. 
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Es  leuchtet  ein,  dass  die  reellen  Wurzeln  durch  dlej^es 
Verfahren  nicht  (1;iri;eKtellt  werden  kunnen ,  sohald  die  konstan- 
ten Grossen  der  Funktion  F  sämnitlich  reell  sind,  weil  alsdann 
«llmintliehe  Polysonseiten  uad  demnach  auch  alle  Kurven,  wie 
CiCiC^i  und  ly^U^DF^  in  die  reelle  Axe  fallen,  »eiche  llir 
<p=Ö,   TT.  "irr.  zuijleich  die  Linie  OD^  darstellt,  sodass 

unter  solchen  Umstanden  ein  jeder  Punkt  dieser  Axe  als  gemein- 
•cbaftliefaer  Durchscbnittf^punkt  mit  jenen  Kurven  angesehen  wer* 
den  konnte. 

Die  imaginären  Wurzeln  der  algeliraischen  Gleichungen  des 
zweiten  Grades  mit  reellen  Koeffixienten  führen  nach  Vorstehen- 
dem SU  einer  sehr  gethlliiren  Konstruktion.  Man  braucht  nämlich 
l.pi  diesen  Gleichungen  die  Kurvenhiisien  r, CjC^',  und 
gar  nicht  darzustellen,  um  <lie  in  0/>,  liegenden  Punkte  L\  und 
Dl  zu  linden,  sondern  kann  die  letzteren  Punkte  uud  demnach 
die  Kurven  CiOC^  und  DiDD^  nnniittelbar  festlegen.  Es  sei  zu 
dieeeoi  En4e  .  . 

■ 

.  oder 

die  gegebene  Gleichung.   Ist  nun  in  Tat  XI.  Flg.  7.  01^  die 

Bicbtnng  irgend  eines  flir  a:=rr7V'-i  angenommenen  Strahles» 
also  Winkel  JJ^UÄ=z<pi  und  OAiBgCt  das  fiir  r=ri  sich  Iftrge- 
bende  l^olygon,  indem  *  ' 

(OAi)=a,    iAiBi)  =  bxz=bre9'^^,  . 
(Äi  Ck) = <»*=cf »sHV-i  ; 

so  ist  Winkel  ßiAiX^zw,  also  /?<  parallel  zu  0/>.,  ferner 
der  Neigungs Winkel  von  KtCi  gegen  ÖX  gleich  '2<p;  mtthin  Win* 
kcl  AgJ^Ci^OAiBy  Soll  nun  der  Punkt  Cj  in  die  Linie  OD^ 
fallen;  so  niuss  aucn  W'inkel  OQJ?j=QO^|  und  die  Lfil^ 
der  Linie  UiCi=.OAi,  d.  i.  cr|*=a  sein. 

Ptemach  erhält  nlsr>  die  dritte  Seite  BiCi  des  fraglichen 

Polygons  eine  konstante  von  dem  besonderem  Wierthe 
des  Winkels  tp  oder  von  der  Richtung  der  Linie 
0/>|  ganz  unabhängige  Länge,  welche  gleich  der  Län^e  des 
bekannten  Gliedes  OAi~a  in  der  gegebenen  Gleichung 
ist.  Die  Länge  des  biersu  gehörigen  ie  wird  also  ebenfiilb  kon* 
stant  und  zwar 


Man  kann  also  «»ehon  voraus  schlieasea,  das«  die  absolute 
Quantität    (der  Model)  der  gesuchten  imaginlren  Wundn 
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\[^  «ein  H-ird.  Da  die  LSnge  der  meiten  Seite  AiBi  de« 
Ihigliciieii  Polygoiw 

ist;  so  folgt,  dass  auch  diese  Seite  eine  von  9  onabbftogige  keo- 
stante  Länge  bevrabren  wird. 

Um  also  für  die  vorKchieUeneDWerthevoncDoderfördie  verscbie- 
dcneD  RicbtuDgen  0/>|  die  Punkte  6\  ood  />|  »i  finden  >  macht 
man  auf  der  positiv  reellen  Axe  OJL  die  Lftnge  Oil|=a,  be- 

«clireibt  um  Ai  mit  dem  Ualbmeaser 

.       .  •  ' 

einen  Kreis,  zielit  AiB^  parallel  zn  ODi  bis  an  den  Umfang  die* 
ses  Kreises  und  schneidet  mit  der  ZirkelOffnung  rr^=»=:Ovli 
=  Hl  Ci  von  Bi  in  die  Linie  ODt  so  ein ,  dass  Winleel 
BiCiO=:AiOCi  wird.  Die»  ergabt  den  Pankt  Q.  Macht  «mn 
darauf  in  ODi  ^  Lünge 

mo  findet  man  taoh  den  Pidkt  A> 

Auf  diese  Welse  ist  in  Taf.  XI.  Fig.  7.  die  CHeictuiug 

oder 

3+a^«r^  -I-  r««%^=0 

konstruirt,  Horiu  man  a=2,  6=2,  czsl,  also 

also 

hat  Die  Kur^e  C^Or  ist  eine  geschlossene,  welche  über  und 
unter  der  reellen  Axe  zwei  kongruente  Schenkel  besitzt, 
welche  zweimal  durch  den  iNullpunl^t  geben  und.. daselbst  eine 
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Schlinge  btliieii.  Die  eben  falb  aus  zwei  konsnienten  Schenkeln 
Itestebende  Cvrve  DxDiy  besitzt  in  der  reeflen  Aze  llolu  ▼o« 
Nullpunkte  bei  d  eine  vriderkebrende  Spitie.  Die  beiden  ina- 
giti&reii  Wuneln  ^ 


und 


sind  dargestellt  rei»p.  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  OUf 
an  die  beiden  Schenkel  der  Kurve     Oc  im  Nullpunkte  O. 

Für  den  Werth  9  —  also  StPeaS»  fallen  die  drei  Seiten  OA^, 
Ay  Bi ,  Bi  (\  des  obis^en  Polygons  in  die  reelle  Axe  dergestalt, 
dass,  wenn  die  Koeffizienten  a,  b,  c  säninitlich  positiv  sind,  OAi 
die  positive,  AiB^  die  negative  und  BiCi  die  positive  Richtung 
aDnimnit,  also 


WireBon  OJi-^Bid  oder  20Ai  «der  2a<6 


d.  i.  4a  <  — ;  »o  kunnte  die  Kurve  C^Oc  den  Nullpunkt  Ooicbt 


ee  gäbe  alsdann  keine  imaginiren  Wiirselii. 
lo  Taf.  XI.  Fig.  8.  I«t  die  Gtekliang 

2— 2a;+«*=0 

oder 

koni^truirt.  Hier,  wo  da»  zweite  Glied  n^ativ  ist,  niuss  die  zweite 
S3eiteyl|  ßi  des  fraglichen  Polygons  eine  der  Linie  OD*  direkt  entge* 

gengesetzte  IJichtunir  erhalten.  Dies  erzeugt  anfänglich  Polygone 
von  der  Gestalt  ()AiBi(\.  Im  tJebrigen  ist  das  Verfahren  dem  frfl- 
heren  gleich.  Man  tindet  auch ,  dass  die  Kurve  Q  Oc  der  für  die 
Gleichung 

2+2» +  «»=0 

gefimdenen  gleich  ist,  dass  aber  jetzt  einem  Whikel  ^  der 
Bweite  Durchschnitfsminkt  der  Linie  mit  jener  Kurve  ange- 
hört. Die  Kurve  D^uO  nimmt  eine  von  der  frfihercn  abwei- 
chende Geetalt  an,  indem  dieselbe  ebenfalls  zweimal  durch  den 
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Nullpunkt  geht  und  daselbst  eine  Scblioge  bildet.  Die  buideu 
iuiugi  liäreo  Vr'iineiB 


rniod  jetzt  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  OD'  au  die  bei- 
den Scbeokel  der  Kurve  C^Oe  in  Nullpunkte  O  dergeetdlt 

Für  den  Werth  9=0,  also  'i^^O,  fallen  die  drei  Seiten  OAi, 
AiBi,  BiCi  des  fraglichen  Polvjgons  ebenfalls  in  die  reelle  Axe 
dergestalt,  das«  wean  die  Koefnranteo  u  vnd  e  poeithr  sind  und 
6  negativ  ist,  OAi  die  positive,  A,Bi  die  negative  und  BiCi  die 

Kositive  Kichtun?  annimmt.  Die  Kurve  CiOc  ivttrde  also  auch 
ier  den  NiUipuokt  nicht  erreichen  können«  wenn 

i 


«rSre.  Es  wfirde  alsdann  auch  io  elnw  solcfaeD  Glelehong  keine 
imagiaftren  Wuraela  geliea. 

Wenn  in  einer  quadratischen  Gleicbuni»  die  beiden  Koeffislen- 

ten  a  und  c  entgegengesetzte  Zeichen  hätten;  so  würde,  wie 
Taf.  XI.  Fig»  9.  anacbaulicb  macht;  fOir  keine  der  Konibinationen 

a=  +a     -i-a     — a     — a, 

» 

der  Endpunkt  Q  eines  Polycons  OAißiCt  in  die  direkte  Rich- 
tung 0/>i  des  zugehörigen  Winkels  (p  fallen  krmnen.  Unter  sol- 
chen ümstSnden  gibt  es  eine  Kurve  (\Oc  von  der  bekannten  Be- 
schaffenheit überhaupt  nicht,  und  es  sind  demnach  auch  l^eine 
imaginäreD  Wurzeln  vorhanden. 

In  Taf.  XL  Fig.  10.  ist  die  Konstmktion  der  Tier  iniaginiren 
Wuiaeln  der  Gleicnuog 

oder 
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dargvotellt  Weon  0^|=a  gmonmen  wiid;  «o  ist  Uhr  Ifg^  ein 

welches  iu  der  Ricbtoog  OQ  liegen  soll,  der  Neigungswinkel 
CiAiX  der  ziveiteD  ond  letzten  Polygonalsrite 

Ag  C\  =  a:i»=rac*f gleich  öf^ = ö(Ci  O JC; . 

Hiemaeh  kann  man  den  Punkt  Q  In  der  Linie  OQ  unmittelbar 

finden.   Lfisst  man  <p  von  0  bis  j=E^OX  rariiren,    so  ergibt 

sich  die  Kurve  CCtOC^,  au  deren  unendlich  laiigem  Schenkel 
OC^  die  Linie  I^OjC,  eine  Asymptote  bildet.  FOr 

9  =  j  bis  ^=E^OX 

ergibt  sich  die  Kvrve  C^OC«,  an  deren  eberem  nnendlidien 
Schenkel  OC^  die  Linie  EmOEy  und  an  deren  unterem  unendlicbeB 
Schenkel  OC^  die  Linie  £«0i;«  eine  Asymptote  bildet.  FBr 

ers^ibt  sich  die  Kurve  C^OC»  mit  zwei  unendlichen  Schenkeln  und 
den  Asymptoten  £^ü£^  und  EjOE^.  Für 

9=-^  bis  if=X'OX 

ergibt  sieh  die  Kurve  CjOC^C  mÜ  l^nein  unendfieben  Sehenkel 
OC^  irod  der  dazu  gehörigen  Asymptote  E^OEr.  Wenn  9  über 
»  hinaus  wächst;  so  stellen  sich  die  genannten  Kurven  der  Reibe 
nach  wieder  ein. 

Da  diese  Knrren  detf  NaUpimkt  rfefmal  «nd  swmr  dann  pas- 
slren,  wenn 

59  resp.  =»,        Zn,  Ati\ 

also 

n      ^TT      3n;  \n 
9  re^p.  IT'    "6"'    y  ' 

ist;  so  gibt  es  vier  ima(;in5re  Wurzeln.  Man  hat  aber  zu  beach- 
ten, dass  die  von  O  ausgehctnlon  Kurvenbfigen  zum  Theil  nicht 
durch  die  Durchschnitte  der  direkten  Rirhtiinijcn  der  Linien 
OCiUnAAiCi,  sondern  auch  durclidieDiirchschnitte  der  rückwärts 
gerichteten  Verlängerungen  gebildet  sind.  Für  die  Durch- 
schnitte  der  direkten  Richtungen  bat  man 
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TW  =0  iiisy^  den  Kurvcnthcil  6'6\0  und  demnach  als  Rich- 
tung der  ersten  Wurzel  die  Tangente  OD; 

vMf=j  bis  ^  gar  keinen  Kurrentbeil; 

r»iy=~  bia  ^  den  Kurventheil  65  O  und  demnach  aU  Richtung 

der  xweiten  Worxel  die  Tangenten  01>'; 

FOD  9=—^  hia  ^  gar  keinen  KurFentheil; 

mf=      bin       den  KurventbeU  OC4  und  demnach  als  Richtung 

der  dritten  Waigel  die  Taugente  OIT; 

mf=-^    bis  ^  gar  kciuen  Kurventbeil; 

7«- 

mofc:-^  bis  2^  den  Kurventbell  OC^C  und  demnach  aia  Rieh* 

tung  der  vierten  Wurzel  die  Tangente  OD'*', 

Cb  die  absolute  QuantItSt  dieser  Wurzeln  zu  bestimmen, 
bineht  man  hier  diie  bekannte  Kurve  nicht  zu  entwerfen, 

4,  wenn  die  Länge  von  AiCi^Ri  geseUt  wird,  jK|Sf^*,  also 

Ti^yTIii    und    für    die    fraglichen    Wurzein    Ri=a,  also 

fi  =V"^  ist 
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Beweis  der  Bsfetens  Ton  n  Wiinelii 

In  Jeder  Olichun^  des  nten  Orades 
und  llntersucliungen  iiiier  die  Malur 
einer  soltähen  Cileielimis* 

Herrn  H.  Schefflcr, 

BHiicondactear  bei  den  Ilersogl.  Branotdiveigiccbeii  EurobabJien 


Im  sccficiten  Theite  dieses  ArdiiTee,  Nr.  XXXV«,  kat  Herr 
Dr.  \Vitt8tein  die  eeometriecbe  Bedeufang  des  Beweises  ron  Caucby 

über  (Ips  Vorhandensein  von  nilndestens  Einer  Wurzel  in  jeder 
algebrni-sclicn  (ileichiiiii;  naber  nachgewiesen.  Hierdurch  ist  die 
Eleganz  ieneö  Beweises  noch  bedeutend  erbübet.  Derselbe  ist 
aber  ein  indirekter  Beweis,  und  ausserdem  wird  dadurch  aiehl 
nnniittclbar  das  ganze  Faktura,  worauf  es  eigentlich  ankommt, 
nänilicb  dass  jede  algebraische  Gleichung  rom  ntCD 
G  rade  M  Wurzeln  b  abeo  müsse,  dargetban.  Um  diesen  letzte- 
ren  Sats  abznieiten,  bedarf  ec  nnn  immer  noch  gana  besonderer 
analytischer  Combinationen,  bei  welchen  die  geometrischen  Be- 
ziehungen nicht  so  nahe  liegen  dürften,  als  bei  dem  Beweise  des 
ersteren  iSatzes.  Die  Wichtigkeit  des  fragÜcbeu  Satzes  für  die 
Algebra,  und  die  Beriihrotheit,  welche  derselbe  dadurch  erUngt 
hat,  daas  er  lani^e  Zeit  ohne  Beweis  geblieben  ist,  werden  es 
daher  rechtfertigen,  dass  ich  noch  einen  anderen  und  zwar  di- 
rekten Beweis  liefere,  w'elcher  den  in  Rede  stehenden  6ats  so- 
fort in  seiner  grössten  Allgemeinheit  aufklärt. 

Die  gegebene  Gleichung  vom  nten  Grade,  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  x  geordnet,  sei,  uacbdent  durch  den  Koeffizienten 
des  hOcbsten  Gliedea  dividirt  iat. 
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0     1       ^  n-l 
Hierin  iii8g«i  die Koeflitieiiten  A,  A,,  lieliebige  reelle  oder  iouigi- 
niie  Wertte  haiieii»  aleo  allgemeia  too  der  Form 

A=a^  ^-^rs  acos  « -I-  «elae. 

sein,  worin  a  eine*  abKnhite  Quantitität  bezeichnet,  «  jedoch 
nur  reell  zu  sein  braucht,  Monst  aber  smvohl  positiv,  wie  nega- 
tiv sein  kuin.  Die  Ulieder  jener  Glelcliang  bmnchea  nur  dareh 
dM  Addittonezeieheo  TerlKinoen  wa  werden»  indem  man  s.  B.  nnr 

zu  setzen  braucht. 

Die  allgemeine  Form,  in  nelcber  man  sieb  irgend  einen 
Werth  för  s  dmiken  icann,  iet 

«=r«*^'^~^Ä  reo«  ^j-f  rein  ^».V--t 

worin  r  eheolalU  nur  eine  absolute  Quantität  zivischen  0  und 
-|- 30  ,  qp  Jecloch  jeden  reellen  Werth  zwicichen  — ao  und  4*^ 
darstellt.    Dnrcli  Substitution  dieser  AusdrOdke  ftr  x  vnd  ftr 
die  Koeffisienten  A  in  GL  (1)  wird  dieeelbe 

oder  wenn  man  den  reellen  Theil  vom  imaginären  trennt  mid  den 

ereteren  mit  fi  ir,<p)  und  den  leivteteii  mit  (r,  9).  V^-^  be- 
seielmet, 

oeoea + or  cos  ( «  +  9)  +  ar*  cos  (a  -f  29)  + ....... 

00t         i  s  a 

a  r»-*coe[  «  +(« — 1)9] -f  r"oos(ii9) 

•flesino  4-  arsin  (« + 9)  H-  er*sin(«-f  S9) 

a  r»-»sinr  « +(n— l)g)J  fr"8in(ng))}V  — 1 

=/i  (r.  9) + A(r,9>-    ^1=0  (3) 

Wir  stellen  uns  jetzt  unmittelbar  auf  den  Boden  der  geoine- 
triechen  Anschauung,  von  uelcbem  jeder  arithmetische  Gedanke 
doch  nur  eine  Abstraktion  ist,  und  weicher  aidb  deshalb  vor» 
xfiglich  dasn  eignet»  die  Jdeen  an  fizirea,  wiewohl  man»  wenn  man 
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bloss  mit  Korahinationen  reiner  Begriffe  operiren  wollte,  (!icsell»cn 
Resultate  auch  ohne  geometrische  Versinnlichnng,  aber  mit  einem 

Eruweren  Aufwände  von  Formeln  und  Erläuterungen  erzißlen 
&nnte. 

Ca  ist  klar  und  könnte  leicht  streng  gezeigt  werden,  dass  die 
Fanktionen  /  ,  /i,  ^  in  Gl.  (2)  und  sowohl  tOr  r,  wie  filr  9, 
wenn  man  diese  Grössen  ab  Veränderliche  betrachtet,  stetig 
sind.  Nimmt  man  dah<T  für  (p  irgend  einen  bestimmten  Wertli 
9>i  an,  behandelt  daraul  in  Gl.  (2)  oder  (3)  9j  wie  eine  Konstante 
nod  Itot  bhMs  r  ton  0  bis  «0  vmnn;  so  imiM  der  zweite  End» 
pnnkt  des  durch  F  darfieetellten  Polygons  (s.  den  frfilMren  Auf- 
satz ISr.  X  VIII.  über  die  Konstruktion  der  imaginären  Wurzeln  einer 
Gleichung)  eine  stet  ige  Kurve  AC\  (Taf. Xll.Fig.  1.)  beschreiben. 
Auf  rechtwinklige  Koordinaten  bezogen ,  ist  ft  ^s  Gl.  (3)  die  vom 
Nullpunkte  ans  in  positiver  oder  negativer  Richtung  der  reellen 
Axe  gemessene  Abszisse,  und  /!.  <lie  zutiehörige  Ordinate  für 
irgend  einen  Punkt  dieser  Curve.   Wenn  OA  das  bekannte  Glied 

r — 1 

ae*       =  acosa  -|-  a  sina.  V  — 1 

V  ^      u     o  o 

der  gegebenen  Gleichung  darstellt;  so  muss  der  Anfaiigsiiunkt 
jener  luirve  nothwendig  im  Punkte  A  liegen;  von  diesem  Punkte 
ans  erstreckt  sich  dieMibe  aber  (flir  rsoo)  ins  Unend lieber 

B|  sei  ein  Pnnkt  dieser  Corve,  f&r  welche  g>—(Pi  nnd  r=sn 
ist.  IMattdelt  man  nun  in  der  gegebenen  Gleichung  niesen  \Vertn 
Ti  ffir  r  als  Konstante  und  lässt  bloss  den  Winkel  9)  vom  Werthe 
9i  an  bis  /um  Wertbe  "ln7t-\rq>i  wachsen;  so  muss  der  Funkt 
i?!  ebenfalls  eine  stetige  Kurve  I^iJi^  beschreiben.  Da  filr 
keinen  dieser  endlichen  Werthe  von  tpi  die  Gletcbnn^  (2)  oder 
(3)  einen  unendlich  langen  Strahl  ergeben  kann ;  so  müssen  alle 
Punkte  dieser  Kurve  /?,  li^.  insofern  endlich  ist,  in  endlichen 
Abstünden  vom  Funkte  A  liegen.  Da  aber  lur  9=27i7c-f  91  die 
gegebene  GMchnng  dnrehaus  dieselben  Werthe  lielert,  wie  flir 
o=S9>i;  so  muss  der  letete  Punlct  der  fingUcheik  Kur\e  uieder  mit 
dem  ersten  /ii  zusamin  onfallen:  es  muss  also  Iii  eine  ge- 
schlossene Kurve  sein  (die  übrit;ens  mehr  als  Eine  ganze  Um- 
windung  machen  kann),  welches  auch  der  Werth  vonri  s^nmöge. 

Jetzt  sei f|  eine  Kurve,  welche  man  statt  der  a-HJ^Ci  er« 
hilt»  wenn  man  dem  Winkel  g>  den  von  «pi  nur  nnendBeh  wenig 
verschiedenen  Werth  g)'  gibt,  und  r  wiederum  von  0  bis  oc  w  ach- 
sen lässt.  Diese  Kurve  wird  in  unendlicher  Nähe  von  Aßi  t\ 
liegen.  Die  kurzen  Verbindungsstrichu  zwischen  beiden  mögen 
die  stetigen  Wege  andeuten,  welche  bei  dieser  V^HNInderung  die 
Punkte  Bi,  Q ...  der  Kurve  A  Bi  Ci  durchlaufen  haben ,  um  in 
die  Punkte  Aj,  Ti  ...  der  Kurve  .f  6j  C|  zu  gelangen  indem  die 
gleichnamigen  l^lnktc  in  beideu  stets  Ein  nnd  demselben  Wertbe 
von  r  entsprechen. 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass,  wenn  man  sich  alle  Kurven  von 
nnendlicher  Zahl  denkt,  welehe  bei  einem  stetigen  Wachsen 
des  Winkels  (p  von  <pi  bis  (p'  in  verstehender  Weise  erzeugt 
werden  und  die  allmäbligen  Uebergänge  von  AH^  Q  zu  A  bg 
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MMm,  JedcnAJb  «He  diejenigen  Pankfe '  der  KoordhialMiclieii« 
▼DO  diesen  verschiedenen  Kanren  getroffen  werden  mflMfn^  weldie 

io  den  mit  Strichen  ausgefüIlteTi  Fiächenräumen  Ap,  pm, 
mßiCiCi  bi  m  zwischen  jenen  beiden  kurven  liegen.  Unter  diesen  Vlä- 
ciwnräuaien  sind  im  Allgemeinen  diejenigen  verstanden,  welche  von^ 
aas  zwischen  twei  DoidMclinittspunkteu ,  wie  A  und  p,  p  und  » 

der  beiden  Kurven  Hegen,  während  der  letzte  Kaum  m  6\  an 
der  obersten  Seite  von  dem  Wepe  C\  i'i  des  Punktes  t\  be- 


ans»  dorcb  die  fragUcbe  Varintioo  auch  n  ndere.  aneser^ 
kalb   der  gedachten  FläcbenrSMne  Hegende  Punkte  der  Koordi- 

nateir<*bene  berührt  werden  Itönnen ,  indem  sich  z.  B.  die  Kurve 
A  3i  Cg  hti  ibrem  Üebergange  in  A  6«  Ci  im  unteren  Theite 
Am  noch  etwas  weiter  nach  rechts  über  den  betreffenden  Bogen- 
tbeil der  Kurve  A  \  Ci  ausgebaucht  haben  und  dann  erst  durch 
rtdigängige  Bewegung  ihrer  Pnnitte  in  die  Lag»  AiWi^Cg  ge- 
kommeo  sein  kann. 

Ist  nun  für  irgend  einen  anderen  Werth  <p2  von  9,  welcher 
um  eine  endliche  GrOsse  von  tpi  verschieden  ist,  in  vorerwähnter 
WelM  di«  Kmte  A  erzeugt  und       C\  der  Weff,  «rdeben 

der  Punkt  Q  beschreiben  wflrde«  wenn  man  unter  Enthaltung 
des  da7M  '^ebönsien  Werthes  von  r  nur  den  AVinkel  tp  von  (pi  bis 
hätte  wachsen  lassen;  so  müssen  bei  dem  stetig  gedachten 
üebergange  der  Kurve  A  Bi  \n  A  B2  wenigstens  alle  die* 
jenigeu  Funkte  der  Ksordinateneliene  getroffen  sein»  welclie  swi- 
•eben  diesen  beiden  und  der  Kurve  (\  liegen.  Dass  man 
nicht  etwa  die  in  dem  Haume  C\  M  (1^  liegenden  Punkte  durch 
die  Annahme  ausscbUessen  kann,  dass  sich  die  Kurve  A  B*  Ci 
däl^  elneDiehung  von  links  nach  rechts  in  die  Lage  AM  B%CL 
hewegt  kitte»  (was  bei  der  entworfenen  Figur  L  auf  Taf.  XlL 
fast  eine  ganze  Cniwälzung  um  den  Punkt  A  erlordern  würde) 
ieucbtet  ein,  weil  der  Uebergang  des  Punktes  nach  C%  durch  die 
Kurve  C|      ausdrücklich  vorausgesetzt  ist. 

Man  Icann  sich  diese  Variationen  der  Kurve  A  Bi  Cx  durch 
dte  Idee  der  Bewegung  eines  biegsamen  und  zugleich  elasti- 
sehen  Fadens,  dessen  Einer  Erxlmnikt  stets  in  A  festgehalten 
wird,  gut  versinnlichen.  Dieser  Faden  kann  sich  auch  für  irgend 
einen  Werth  von  <p  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  und 
auch  in  dieser  Geraden  mehrere  Uinundhergänge  bilden» 
was  der  Allgemeinheit  des  Teffstehenden  Risennements  keisen 
▲hbmcfa  tliut 

« 

Wenn  gezeigt  wird,  dass  dieser  Faden  bei  der  Variation  von 
ip  swiscben  den  Gränzen  0  und  2nff  für  n  Werthe  von  X'sstrtffV^ 
flMBal  durch  den  Nsllpunkt  O  gehen  muss ;  so  ist  damit  kewfesen. 


sich  bei  fortgesetztem  Wachsthume  des  Winl^els  9  ut»er  die 
Gr&nze  2nn  periodisch  wiederholen. 

Bezeichnen  wir  die  gonioroetrische  Tangente  de«  Neigungs- 
winkels für  iri^end  ein  Element  der  Kurve  Bi  oder  für  die 
Berfibrungslinie  dieser  Kurve  in  irgend  einem  Punkte,  dessen 
rechtwinklige  iCeerdlssten  nach  GL  (3)  f  \  (r,  9)  und     (r,  9)  sind. 


Durch 


Wurzeln  hat ,  welche 


TbeU  \y. 


ST 
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worin  die  Grusse  r  alleio  die  Solle 
mit     M  htt  man  beioMittidi 


dr 


tang/J=ij.  (4) 


Je  grosser  r  wird,  desto  mehr  uberwiegt  das  liuchste 
Glied  a-»»=r"  f'^V— 1  in  der  f;egel»eiieii  Gleichung  alle  fibrigeo» 
und  wird  zuletzt  unendlich  vielmal  grösser,  als  alle  übrigen  au' 
muDmeng»Dommeii.  Fflr  r=aD  FerschwiBden  also  dieae  latittran 
Glieder  gegan  js^  and  man  liat  alodaon 

= JE« = r»c"»^  V    SS  r"  CO»  (fi9)  +  r"  sin  (wy).  V — l 


alao 


»r»- 1  cos  (it9Ö-^<^  ^"''^ 


oder 

 (5) 

Dieses  ReHultat  druckt  aus,  dass  jede  Kurve,  wie  A  Ci, 
in  ihrem  oberen  Theile,  je  weiter  Hieb  ihre  l*unkt«'  vom  Nultpankte 
O  entfernen,  sich  immer  mehr  und  mehr  einer  Ktcblung  nähert, 
deren  Neigung  ^  gegen  die  positive  reelle  Axe  daa  nfciche  des- 
jenigen Wcrtlies  von  g>  ist,  für  welchen  Jene  Kurve  eutworfea  ist 
In  unendlicher  Entfernung  wird  diese  Knrre  also  |>arnliel  an 
der  eben  genannten  Kicbtung. 

Ansaerdeiii  erliellet,  das«,  wenn  Aaf^^m^B^  'das 

niedrigste  auf  das  bekannte  (ilied  .1  in  Gl.  (t)  folgende  Glied 

,  II 

iatt  dessen  Koeffisient  A  nicht  gieicii  null  ist,  dieses  Glied  alle 

hObertn^mendlich  äberw legen  wbd,  sobald  man  nur  r  klein  ge« 
nag  annimmt.  FOr  ein  sofobea  noendlicb  kleiaes  r  bat  man  daner 

F(ar)fls   -|- ^  ^  SS  a  coao  4- nr*  cos  (a -f  ^9) 
0    ■         0      0«  » 

4  \a sina  -f  Mr" sin (a  -f  wy)]  V — 1 » 

O      0      M  M 

fi  (*•»  y)=  wcos  a  +  ar™  cos  (« -f  wnjp),  ^(r,  tp)  =  asin«  +  ar»'sin(ef+wa?); 
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■ 

•^^^  mar«-  *c9©(a+my)~*'"8^1'*""^^* 

Hiernach  verläest  also  eine  Kurve  uie^^i  Ciden  eemeinschaft* 
Beben  Anfaogspimkt  eHer  Kartell  A  In  einer  Klchrang,  frelebe 
eidi  gegen  die  posltiTe  reelle  Axe  ontet  dem  Winkel  ii-f-1119  oder 

M 

gegen  die  Verlängerung  der  Linie       unter  dem  Winkel  1117  neigt 

NunseiinTaf.  XIl.Flg.2.  i^Cdiejenige  Kur\e,  welchoman  nach  dem 
vorstehenden  Verfahren  für  den  Werth  tp  —  O  erhalt,  und  ('  sei 
ein  in  anendliclier  fiotfemuDg  von  O  liegender  PunLt  dieser  kurve, 
Mr  fveleben  mtn  die  Ricbtnng  der  Letiteren  pnnüleJ  an  der  untetf 
dam  ^l^akel  nol  geneigten  geraden  Linie  denken  kann.  Da  hier 
^=0,  also  aucn  119=0;  so  ist  jene  Kurve  in  C  der  reellen  Axe 
OX  aelbst  parallel  Ob  die  Kurve  in  die  reelle  Axe  ganz 
bineinfliUt,  oder  bei  C  am  eiaea  endlicbea  oder  nneodlleben  Ab- 
stand über  oder  unter  OX  liegt,  ist  vSlIig  gleichgültig,  auch  ob 
sich  diese  Kurve ,  ehe  sie  nach  C  gelaagt«  in  mefireren  Windun- 
gen um  deo  MuUpankt  O  schlingt. 

Liast  man  Jetst  ^  von  0  bia  znm  Werth  <Pi  =  i^  wachsen; 

so  erhält  man  Kurven,  nelche,  indem  sie  sammtlich  von  A  aus« 
gehen,  in  ihren  nneadlicb  entfernten  Tbeilen  Richtungen  aandh- 
men,  die  mit  der  positiven  reellen  Axe  OX  immer  grosser  wer- 
dende Winkel  «9  ebachlieasen.   Oer  Werth  dieses  Winkels  n^ 

daraUioft  bMei  alle  Wartha  vaa  fii)s=«  bis  it.^eS«,  also 

alle  in  den  vier  Qaadranten  liegende  Neigungen,  nnd 

ea  ergibt  sich  mithin  für  qpjrs—  eine  Kurve  ACi ,  welche  in 

ihren  unendlich  entfernten  Theiien  (\  wiederum  parallel  zur  po- 
sitiven Axe  OA  wird.  Der  Punkt  C  für  r=<30  beschreibt  hierbei« 
bia  er  nach  C  eelangt,  von  rechts  nach  Hnka  einen  Weg  In  der 
Bichtaag  dea  Pfeils  CD,  welcher  bis  auf  den  Abstand  der  beiden 
Kurven  AC  und /IC]  zwischen  ihren  nnrrullirh  entfernten  parallelen 
Theiien  einer  ganzen  Umdrehung  von  JOU"  gleich  ist.  Die  Tangente 
des  Anfangspunktes  A^  deren  rieigunjg  gegen  die  positive  Axe  für 
9aO  deaAVenfa  «  (Gl.  6«)  beaitst,  bal  meh  wibread  dieaer  Pa- 

fiode  nm  den  Wbkel  ^2«  nach  derselben  Seite  herum  welterge- 

drehet  Diese  Drehung  kann,  da  m<fi,  nur  einen  Tb  eil  |^  einer 

27* 
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nnzen  UmdidiiiDgaaiiiuiehen,  vrtmi  okht  gerade  eiee  biMMüiecke 
vleicbong  gegeben  wire»  woför  mao  m=n  hat* 

Bei  dieser  Bewegung  der  Kurve  AC  müssen  alle  Punkte  der 
Koordinatenebene  berührt  sein,  welche  in  dem  unendlichen  FlM- 
cheoraum  ACD„.CiA  liegen,  üa  aber  die  Kurve  ACt  nicht  mit 
der  ereCeren  AC  sneammeDsafallen  braucht;  so  iet  es  nicht  notb- 
wendig,  dass  unter  den  berührten  Punkten  auch  der  Nullpunkt  Osei, 
d.h.  ee  &t  nicht  nothvrendig,  daee  die  Gleiehnog  eine  Wnrxei  be- 

süse,  Air  welche  •  xwischen  0  vnd      liegt.  Wenn  Punkt 

II 

O  iron  keiner  der  durch  jene  Variation  entstandenen  Korven  ge- 
troffen ist;  so  wird  die  iuirve  A(\  gegen  denselben  etwa  die  in 
Taf.XlI.  Fig.  2.  angegebene  Lage^A'Cj  haben.  Ist  derselbe  aber  getrof- 
fen und  zwar  nur  ein  einziges  Mal;  so  wird  er  auf  der  entge- 

Sengesetzten  Seite  der  Kurve  AC^  liegen,  indem  diese  Kurve 
ann  etwa  den  Zug  AEyCi  verfolgt.    Es  wäre  übrigene  Im  All- 
:eineinen  möglich,  dass  der  Nullpnukt  durch  die  Bewegung  der 
raglichen  Kurve  in  die  Lagc/l/Jf/,    0,  '2,  4,  6...,  überhaupt  eine 
er  ade  Anzahl  von  Malen,  bei  der  Bewegung  in  die  Läse  Ä  E^(\ 
Kloch  1,  3,  5,  7...,  aberhmipt  eine  ungerade  AneabT  von  Mn^ 
und  mindestens  Ein  Mal  getroffen  sei ,  dass  es  also  bei  der 
eisten  Lage  2»  und  bei  der  l«tsteren  Lm^  2ift  -f  1  Wnrseln  gibe^ 

fib*  welche  der  Werth  von  9  swiachen  0  nod  läge. 

äff  An 

Liest  man  jelit  9  Ten  —  bis  ~  wachsen;  so  macht  die 

Karre  AC^  wiederam  eine  Umwälzung,  welche  der  der  Kurve 
AC  ähnlich  ist.  Für  9>=:9)^=^  erhalte  man  in  Taf.XII.  Fig.3.  die 
Karre  AC%,  welche  wiedemm  bei  C%  parallel  aar  Ase  OX  wird,  indena 

man  hierflir  iios=si.^ar4«  bat    Gab  ee  nnn  iniierhalb  der 

n 

Grünxen  0  und-^  für  9  £ine  Wonel,  oder  konnte  die  Knnre 

ACi  in Taf. XII.  Fig.3.  dieLage ^^Ej     rechts  vomNollpunkte haben; 

so  Kann  jetzt  die  neue  Kurve  ACL  in  Beziehung  zum  Nullpunkte 
Oeioe  Lage  wie^£Ci      1^^-  XIL  Fig.  2.  haben,  wenn  es  keine 

oder  nur  eine  gerade  Ansah!  ?on  Wurzeln  innerhalb  der  Grinsen  — 

uud^förvgibt;  dagegeneine  Lage,  wie  .^E,  Cj  in  Taf.  XII.  Fig.2., 

wenn  es  auch  innerhalb  der  letzteren  Gränzen  Eine  oder  eine 
nugerade  Anzahl  von  Wurzeln  gibt.    Gab  es  indessen  innerhalb 

In 

der  Gränzen  0  und  ^ffir  9  keine  Wurzel,  sodass  also  die  Kurve 
ACi  dieLage.lECi  üi  Taf.  XIL  Fig.3.  haben  mneele;  somnss,wemiee 

auch  jnnerfaalb  der  Grinzen  --  und  —  für  7  keine  Wurzel  gibt, 

die  neue  Kurve  Cheine  der  in  Taf.  XII.  Fig.  3.  dargestellten  ähnliche 
Lage  haben,  wobei  sie  den  Nullpunkt  au  der  iiukeu  :Seile  mit 
zwei  Windongen  nmecbUngt;  dagegen  mnss,  wenn  ee  binerhalb 
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4«r  letxtereo  Grinm  Ei»e  oder  überhaupt  eine  ungerade  Menge 
von  Wurzeln  gibt,  die  aeoe  Kurve  A€)%,  nachdem  sich  die  Knmi 

AEC\  au8Taf.XII.Fig.2.  bei  ib  rer  Hewegun^EinMal  udcr  eine  ungerade 
Menge  von  Malen  durch  den  Nullpunkt  gezogen  bat ,  diesen  Punkt 
O  an  der  linken  »Seite  noch  mit  £iner  Windung  lunscblingeo, 
iMkb  der  Kmw  AE(\  in  Taf.  XIL  Elg;  « 

In  dieaer  Weite  iSsat  man  den  Winkel  9  |>eiiodiMh  vea  dem 

Einen  der  dnrcb  0,     >  -7»  ^  oder  reap.  durch  0, 

9u  9>B»**9»-it  9%  dargestellten  Gränzwerthe  zum  anderen  wach- 
aea.  rea  den  liierdira  entatebenden  Kntireo  AC,  ACi  A€%.^ 
•^ACm-tt  ACti,  welche  aSmmtlith  von  A  ausgehen,  und,  nachdem 

sie  ganze  Umwälzungen  gemacht  haben ,  immer  ^^  ieder  in  den 
Punkten  C,  C\,  ...  der  positiven  Axe  OA'  parallel  werden,  um- 
schlingt jede  lolgende  den  Nullpunkt  ebensoviel  Mal,  als  die 
verliargebende*«venn  es  inner  halb  der  betreffendenGrin- 
sen  von  9  Eine  Wurzel  gibt,  dagouen  Ein  Mal  mehr,  als 
die  vorhergehende,  wenn  es  innerhalb  dieser  GrSnzen 
kelneWorzei,  und  ferner  kanuisie  den  ]N  u Up  unkt  höchstens 
pmmt  weniger,  ala  die  vorbergehende  vmaeblingen, 
wenn  es  inn erba Ib  jea^r  CHrinzen  (p  +  1)  Wurzeln  gibt. 
Uierans  folgt  aocb«  daaa»  wenn  laaa  ^  den  Winkel  9  aofort  von  0 

bia^^  bat  waebaen  iaaaao»  die  letata  Kwe  ACp  den  Mnllpankt 

aa  der  linken  Seite  pmal  mehr  nmaebl Ingen  wird  ala  die 

erstehe,  wenn  es  innerhalb  jenerGrfinzen  keineWur- 
zel  gibt,  und  da«»  »ie  denselben  mindestens  y)tnal  mehr 
umschlingen  muss,  wenn  e»  i  n  jenem  Zwischenraum  9 
Wurzeln  gibt,  dass  also  eine  gleiche  Anzahl  von  Uro- 
•eblingungen  wie  bei ilC  anrdann  mOglich  ist,  wenn  es 
awischen  den  fraglichen  Gränzen  p  Wurzeln  gibt.  Die-, 
aer  Satz  iSsst  sich  in  aller  Strenge  einsehen  und  erleidet  fiir  keine 
denktiare  Figur  der  fraglichen  Kurven  eine  Einschränkung,  wenn' 
gleicb  deraAe  aorb  mnigar  weiter  oatea  zu  gebenden  GrIiatn- 
flr  gawiaae  Fille  bedflrfen  whrd. 

Nnn  rouss  aber  nach  der  Natur  der  gegebenen  Gleichung  für 

=3»  die  Kurve  ACm  genau  mit  der  nrapranglichen 

Knnre  AC  filr^sO  anaannenfalleo ;  die  ACn  muss  alae  genau 
ebensoviel  Umschllngungen  um  den  N(ill|)unkt  besitzen,  wie  AC. 
Daraus  folgt  ohne  Weiteres,  dass  bei  der  Variation  des 
Winkels  <p  von  0  bis  2«  die  Bewegung  der  Kurve  AC 
den  Mnlipnnkt  mindeatens  nmal  getroffen  haben,  oder 
dass  es  innerhalb  dieser  Gränzen  mindestens  m  Wur- 
zeln der  Gleichung  (2)  geben  muss.  Es  wäre  nur  denkbar, 
dass  die  Menge  dieser  Wurzeln  noch  um  eine  gerade  Anzahl 
grOaaer  ael  ala  »,  was  Jedoch  aua  anderen  GrOnden,  die  wir 
saglaleb  nibär  betiacbten  wollen,  nnmOglieb  iai 

InTaf.Xll.  Fig.  5.  sei  AmCi  die  Kurve,  welche  für  irgend  einen  be- 
atimmteB  Wcrtb  von  9  daduieb  eneagt  ia^  daaa  OHui  r  von  0  bia. 
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Kurve,  welche  man  fÖr  den  Werth  9-f  89  de»  Winkels  a  in  der- 
selben Weise  erhält,  rn  und  n  oder  Ci  und  seien  l'uoLtc  iij 
dieses  beiden  Kurven,  weiche  t^in  und  deraselbeu  Werth  von  r 
«■gehören,  also  nm  oder  C\  c\  ein  Elemest  der  Bahn,  weiche 
resp.  der  Punkt  m  oder  der  Punkt  Ci  be«direibea  wOrde,  wem 
man  den  dazugehörigen  Werth  von  r  konstant  erhalten  und  den 
Winkel  9  um  duo  lueinea  Zuwachs  Bi^  vermehrt  hätte.  Durch 
Striche  sind  in  der  Figur  die  Wege  angedeutet,  welche  alle  sol- 
che Punkte  wie  m,  denen  Ein  und  dersdhe  Werth  von  rai^ehurt, 
bei  der  Bewegung  der  Kurve  AmCi  in  die  Lage  Anci  beschrie- 
ben haben.  Eis  wird  behauptet,  dass  alle  diese  Weije,  wie  m«, 
Ci  Ci  u.  s.  w.  auf  Ein  und  der4>eiben  Seite  der  Tangen- 
ten der  Kurve  AmCi  restp.  in  den  Punkten  m,  Ci»^  liegen,  wo- 
bei man  sich  diese  Kurve  in  der  Richtung  von  A  her  durchlaufen 
und  die  Tangeuten  immer  nach  vorwärts  gezogen  denkt,  dass 
also  die  Kurve  Anox  in  der  vorstebeuden  Auffassuns  in 
ihrer  ganien  Ausdehnung  entweder  «nf  deir  ÜnKen 
oder  der  rechten  Seite  der  Kurve  ÄmCi  liegt 

Denn  angenommen»  bei  der  Bewegung  der  Kurve  sei 
ein  Theil  ihrer  Punkte  nach  der  Einen  und  ein  anderer  Theil 
dieser  Punkte  nach  der  entgegengesetzten  Seite  der  fraglichen 
Taugenteo  fortgerückt;  so  nuissea  ^oh  die  beiden  Kurven  ACi 
und  Aß*  pach  einer  in  Tat.  XII.  Fig.  OL  dargestellten  Welse  etwa 
bei  m  durchschneiden.   Hierbei  ist  es  mir  möglich  entweder 

1)  dasB  ^er  ursnranglieli  de^  Kurve  ACi  angehSrige  Punkt  m 

gar  keine  Hewegnng  gemacht  hat,  dass  also  die  beiden 
Punkte  m  und  n  aus  Taf.  XII.  Fig.$,  l)Sr  Ein  und  denselben 

Werth  von  r  zusammenfallen ,  oder 

2)  d:iss  der  Punkt  7/1  nach  Taf.  XII.  Fig.  7.  in  der  Richtung  mn 
der  zweiten  Kurve  Aci  fortgerückt  xaU  womit  dann  notbwen- 
dig  verbanden  ist,  dass  auch  ein  Punkt  m  der  erateren 

2 

Kurve  ACi  sich  in  der  Richtung  mm  ehe  n  der  sei- 

2 

ben  Kurve  ACi  fortgeschoben  hat   J>io  Ponkle  m 

m,  IM  der  Kurve  ACi  'm  der  Nacbbarsefaaft  de«  Oarci- 

*,  a 

nehnittee  m  mflssten  dann  die  W^ege  mn,  mm,  mn,  mM 

durchlaufen  haben. 

ITin  diese  I^cdingungen  ad  I)  und  2  analytisch  «ueandtflekca, 

beachte  man,  dass 

A  fr*») =«ce8«+«rrcos(o|^)-|-ai*eöe  («42^) + ....  •"cea<iif)...«(i> 
001       1  t 

Ä<r,f>)M«ina  +OTsin  (o  f  f)-f  oJein^fS^)  +  .».•if«a1n(Sf^.«C7> 

0       0         1  J  %  % 

resp.  die  rechtwinklige  Abszisse  und  Ordinate  irgend  eines  Punk- 
tes der  Kurve  ACg  darstellt.  Schreitet  mau  in  dieser  Kurve  von 
einem  ^nhte,  wekiem  ein  bestinimftar  Werth  mm  r  angehört, 

2.  B.  vem  Punkte  m'xu  einem  bennehbnrten  PunMe  m, 

e 
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r-tir  aatcMH.  tet,  «rf  |irojislrt  ««md  Wag  mm  md  4h  Rfah- 

timgeii  der  beiden  rechhFinkligeo  Kooidfamtamen;  io  eiMt  MB 
für  d  lese  ProjektioDen  und  \ff.  indefll  man  berücklriehl%^ 
da«B  f  koBstaot  ist,  uod  indem  mao  au«  dm  EntwickehuigeB  tod 

BOT  das  ereite  Glied  nimmt,  welches,  80  lange  der  darin  vorkom« 
mende  erste  Differenzialkueflizient  irgend  einen  von  Null  verschie- 
dflB«!  Werth  besitzt,  alle  übrigen  Glieder  bei  genügender  Klein- 
heit VOB  dr  überwiegt» 

[acos  (o+^) + 2ar  cos  («+2^») + a  ar«cos  (a  +  3«)  + .. 

« +Bi^»cai(Bf )]af ...  (S) 

^  ^  =  [asin  (a-|^>^3mB<H>^)-f  dBV%SB(«^df)-f- 

..  +fir«-»8in  (»9)]ör...  (9) 

M  dem  IMergauge  clBee  PbbIiIm  m  der  Korve  JCg  m 
dem  korrespondirenden  Funkte  n  der  Kerve  ACi ,  welcbee  heideB 

Punkten  Ein  uu<\  derselbe  Werth  von  r  anirehort,  erhält  man  fÖr 
die  rpchtwinklii;en  Projektionen  des  Wege«  mn  in  ähnlicher  Weise 
wie  vorhin,  ioJeni  man  beachtet«  dass  hierfür  r  konstant  ist, 

« 

...4-iir«eia  (iiy)]dv>».  (UT) 
^.d^sslat  ces         -|-2ar>cee  («fS^)-|-3ar*co«(a-|-39)-f ... 

CfP  1  t  •  t  s  a 

...•|-»r*cos(ti9>)]dfp...  (11) 

Ans  den  letzten  vier  GleichvBgen  fo^ea  die  beiden  vichftifai 
ai^eaeioen  BezIebmigcB 


^=-r^  (12) 

r^.....«(ia) 


Soll  nnn  die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  erfäUt  sein, 
also  der  Durthschnittspunkt  m  der  beiden  Kurven  bei  der  Be- 
wegung der  Kurve  ACi  in  die  Lage  Aci  gar  keine  Verrük- 
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k  ttB  g^erUtleohaliMi  (Taf.XlI  J*ig^);  so  muM  ofieobw  iäf  «UemPaBlct 

^'=OnDd^=0  (U) 

und  demnach  wegen  (12)  und  (13),  wenn  nicht  etwa  r=0  Ut»  was 
bkMW  ilsm  gemelosebafilicheD  Anfangspunkte  A  «ller  Kurven  ent- 
s|ireclieB  frilrde, 

1^=0  und  ^0  (15) 


eeln« 

Soll  jedoch  die  zweite  jener  beiden  Bedingungen  sich  erful* 

len,  also  ein  Punkt  der  Kurve  ilCi  wie  m  in  TatmFig.7.^daididea 

s 

Uebergans  dee  llini  sugehllrigeo  r  in  r-^Br  oach  demselben  Orte 
in  dieser  Kur^'e  gelanseDf  nach  welchem  derselbe  durch  den  Ce« 
ber^ang  von  cp  in  <jf  +  öy  oder  durch  die  Bewegung  der  Kurve  ACi 
in  die  Lage /Ici  gelaogt;  so  muss  für  einen  solchen  Punkt  offenbar 

„nH  ^A-,^/"'  /im 

äir=ör        -^-W ^^^^ 

aein*  Sabstituirt  maa  hierin  fflr  ^  .und  ^  ihre  «u  (12)  und  .(13) 

eieh  eigehenden  Werthe;  ee  fthten  die  Penaefai  (14Q  auf  die  Be* 
iKngungeii 

eder  wenn  man  In  (16)  Rir  und  ^*  ihre  Wertibe  ans  (12)  und 
(13)  setzt,  auf  die  Bedingungen 

Diese  Forderungen  aus  (17)  und  (18)  kommen  immer,  selbst  wenn 
T=0  ist,  also  auch  HBr  den  geneinaehafUichen  Aafirngspunkt  A 
aller  Kurven,  aof 


^>r=Oand  ^=0  (19) 

^=OuBd^sO.....(20) 


hinaus.    Diese  letzteren  Forderungen  enthalten  librigeii^  schon 

L  j?-  -ET         A        j.  ^^.^^ij  dieaelben 

Bewegung  ge- 


einen  Widerspruch  gegen  die  VorauaaeCsnng,  da,  wenn  dieaelben 
erfiillt  aind,  der  Pmikt  m  fiherhanpt  gar  Iceine  fi 
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macht  haben  kann,  woraus  folgt,  da»a  ein  Fortscbieben  eines 
»otcben  Punktes  bei  dem  Uebergange  der  Kurve  ACi  in  die 
Kim  ilc^  In  der  Richtung  der  eretereo  Karye  ACi  im« 
■if^lich  ist,  und  dass  man  die  UnterrachoBg  auf  die  Vonoa- 
6«tzuD^  der  durch  Ta£  Xll.Fig.  6.  dargestellten  ersten  Bedingung  zu  be- 
j^i  fchräDkeo  bat,  deren  analytischer  Ausdruck,  wennicht  r=0,  also 
veno  es  sich  nicht  um  den  Aofangapankt  Ä  handelt,  durch  eben 
•  Aeseibea  Forraehi  g^eben  ist 

NoD  bat  «an  aber  an  erwSgen,  daaa  weaa  die  ersten  Dife- 

reuialkoeffizienten  too     und  /.  sowohl  fQr  9,  wie  ßir  r  gleich 
INÜI  sein  mQssen,  was  m  jeder  Weise  unerlässlich  ist,  das  erste 
Gfred  in  der  ReibenentwicKelung  für        und         sowohl  in  Be- 
iiiehuog  zu  9,  wie  zu  r  gänzlich  verschwindet,  und  demzufolge 
'licht  mehr  die  übrigen  Glieder  dergestalt  tiberwiegen  kann,  dass 
^  nto  dieselben  gegen  jenes  erste  Ghed  vernachlässigen  dürfte.  Es 
f^fciiiHit  aber,  danät  die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  er- 
.Mt  wetda,  streng  darauf  an«  dass 

^ .  d^r=0  nng  ^.dr^sO  (21) 
werde,  und  damit  die  sweite  Bedingung' erftiUt  werde,  dass  • 

^.a9  =  ^.ar  und^.a,=^.ar-...(2?) 

ML  Dies  flArt  nun  zurSiderst  sn  den  vorstehend  entwickelten 
Forderunffen^  wonach  die  ersten  DifferenzialkoefGzienten  gleich 
Boll  werden  müssen,  unter  solchen  Umständen  aber  weiter  zu  der 
Forderung,  dass  auch  die  zweiten  Oifferenzialkneffizlenten  gleich 
Dill  werden  mfissen,  dann  aber  auch,  dass  die  dritten,  vierten 
isd  alle  folgenden  Differenzialkoeffizienten  verschwinden  müss- 
(CB.  Letatetes  Ist  aber  unmOgllcb,  da  die  fiten  Dlflerenslalke- 
dUenten  In  Besiehnng  an  r,  nimlleb 

^=1.2^ ....  (n-l)itcos  (nf) ........  (23) 

^=  1.2.3....  (n—l)iisincii9»)  — •  (24) 

Grussen  sind,  welche  för  keinen  Werth  von  r  and  9  gleich  sei« 
(ig  gleich  null  werden  können. 

Es  ist  also  schlechterdings  u  n  m  S  g  I  i  ch ,  dass  zwei  benacb harte 
Küfcay  wte  ACi  nnd  Aci,  dnen  Ponnt  m  miteinander  gemein  ba* 
ttea  kSnnen*  mit  Ausnahme  def«  Anfangspunktes  A,  rar  welchen 
die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  dadurch  realisirt  wird, 
^  r=0  Isty  wodurch  deon  auch  vennOge  der  Beziehungen  (12) 

rad  (13)  ^ssO  und  ^=0>  «nid  Oberhaupt,  wie  lefebt  an  aeigen» 
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und  ^~0,  nictit  aber  «nd  ancb  ntcbt  ^0 

wird.  Noch  Tiel  weniger  künnen  sich  zwei  benachbarte  Kurven 
iB«lBeni  korrespondirnnden  Punkte  bertfhren,  da  die«  das  Zm- 
aammcDtallcn  sogar  von  nwei  Paaren  nolcher  Paakte  rot* 
ifliMetaen  wflrde. 

Hieraas        die  Richtigkeit  der  ff«bmn  Beiyniptiwg,  dM« 

die  Kurve  Aci  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  Ein  und  derselben 
8eite  von  A(\  liefen  muss,  und  ferner,  dass  die  ganze  Rewegun<^ 
dieser  kurve  bei  fortgesetstem  Wachsen  von  f  stets  in  densel- 
ben Sinne  bsrvni  erfolgen  mma,  weil  ja  eh  RlielniriMssebrei- 
tes  notfciwdig  den  Dsvebschuitt  mit  unendlich  benachbarten 
Kurven  oder  wciiijfstcns  eine  Berührung  in  korrespondireriden 
Punkten  zur  Folge  haben  niässte,  auch  hat  man  gesehen,  dass 
bet  dieser  Bewegung  kein  Punkt  der  Kurve  At'i  längs  ihrer 
ef genes  Rlehtsng  «der  Tsngent»  fort ssseh reiten 
vermag. 

Nun  ist  klar,  dass  die  Kurve  ACi  sich  selbst  durchschneiden 
kann,  Indomsie  wie  In  Taf.  XXi.  Fig.  S.  eine  Schlinge  bildet  DieserFall 
tritt  ein,  wenn  flir  zwei  verschiedene  Wertbe  von  r  bei  demselben 
Werthe  von  9  so^vohl  die  Funktion  /i,  wie  /t  dieselben  Werthe 
annimmt.  Alsdann  wird  auch  die  Kurve  Act  sich  selbst  und  die 
ACi  dnrcbecbneiden;  allein  et  leuchtet  ein.  daas  <dn  soleber 
Dnrchschnitt  der  beiden  unendlich  benachbaalen  Knrven  mit  dem 
vorstehend  betrachteten  in  keinerlei  lieziehung  steht,  da  es  nicht 
dieselbeo  oder  unendlich  benachbarte  Punkte  aus  beiden  Kurven 
sind,  welche  in  ciueia  solchen  Du/cbschuitte  zusammeniaUejai«  60|i* 
dem  daea  der  Punkt,  welcher  aus  der  Kwe  bei  deren  Be- 
wegung in  die  Lage  Aci  mit  dieser  letzteren  Kurve  zusammen- 
trifft, aus  dem  sich  zuruckwinilenden  Zweige  herstammt  und  in 
der  Kichtung  der  Kurve  gemessen  in  einer  endlichen  Entfernuog 
von  dem  Dqrch8ebnitli|pniiKte  liegt ,  sodass  Mer  weder  ein  Sfilh 
stand,  noch  ein  VerrOcken  des  fraglichen  Punktes  in  der  Bicbivng, 
der  an  ibn  gelegten  Tangente  stattfindet. 

Solche  Sehlingen  sind  aller  Rlr  das  Folgende  von  einer  ande* 

ren  grossen  Wichtis^keit.  Nach  dem  Vorstehenden  nässen,  wenn 
die  Kurve  (Tal*.  XII.  Fic.  8.)  durch  die  IJewe^ng  des  Punktes 
C\  uat  h  nacliC', ,  63...  hinüber  in  der  Lage  ^C,  ome  Schlinge  bildet 
(was  übrigens  nicht  unbedingt  zu  geschehen  braucht),  die  nachfol- 
genden Kurven  wiederaro  Schlingen  bilden,  wie^C^.  Die  Schlinge 
*  sieht  sich  immer  enger  zusammen,  und  reduzirt  .sich  zuletzt  auf 
einen  Punkt  D,  woselbst  die  betreffende  Kurve  J/^A  eine  tan- 
gential widerkehrende  Spitze  bildet.  Die  daraui  folgenden 
Kurven  bewegen  sich,  wie  weiter  und  es  kann  auch  die  un- 
mittelbar  auf  .^Q  folgende  in  der  I9achbarscba(l  dfs  Punktes 
weder  eiue  ähnliche  Spit/e,  noch  eine  lenscit  D  lie- 
gende Schlinge  bilden.  Weim  bei  umgekehrter  Be*vegung, 
eiDiB  Kurve  wie  ACf^  in  eine  Kurve  wie  ADC^  mit  einer  opitze 
übergeht;  eo  mus.H  die  dann  zunielist  folgende  Kurve  wie  ACg 
eise  Schlinge  bilden,  welche  um  den  Punkt  D  herum 
geht  und  lumn  diese  Schlinge  weder  innerhalb  der  Spitae 
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D  zwifidieii  den  Sehenkeln  JiD  vnd  DC«  liege» >  «ofb  aneh 

»el  hst  eine  der  D  fihn  liehe  Spitze  sein. 

Diese  BehauptuDi^on  bculürfen,  abgesehen  von  der  allgemei- 
nen Bewegung;  der  ganzen  Kurve,  welcne  aus  dem  Vorstehenden 
mit  ISothwendigiceit  fuigt,  nocii  eines  strengeren  ^iaclnvcises  hio- 
•lebtUch  der  Cäetalten  inr  önlttelbarer  Nibe  des  Punktes  D. 

Dass  wesn  zufolge  des  obigen  Bewregungsprinzips /IC|  in  die 
Lege  AC^  oder  amgekehrt  AC^  in  die  Xage  A(\  koniraen  soll» 
Ifgeudwo  eine  Kurve  ADCa  mit  einer  8pitze  D  entstehen  muss» 
ist  klar.  Dass  die  beides  Sicbenkel  dieser  Kurve  bei  D  eine  ge- 
meioschatltiiche  Tangente  besitzen  missen»  erhellet  aus  der  For- 
mel (4)  Air  die  gonionelrisebe  Tamvto  Am  NeigungswinkeU  ß 
dieser  Berflhnni^nle  gegsn  die  AbeiiweasaMii  *Der  Audmcfc 

.t«iigjJ=.^ 


kaan  nach  der  Natur  der  Funktionen  /*!  und  /s  für  eio  bestinoites 
r  nd  f ,  alse  Mr  eine»  imHmmbtm  ewnki      mmm  nur  einen 


einsigen  Wertli  annehmen.  Selbst  wenn  deiselbe  sich  f]|r^=0 

nnd-  -^^^  ^er  Form  ^  darstellen  soiltn»  wird  man  dnrcb  fort^ 
gesetste  MbrentlcCIon  desZälüers  und  Nenners  endlfeh  nnf  einen 
bestimmten  Aosdmcfc  HBr  tang/3  kommen»  weil  scliliesriich 

und  ^  nach  Gl.  (IQ  nnd  (91)  Jenen  Anadnick  nicht  mehr  nnbe- 

stimmt  bMsen  kOnnen. 

Ffir  ^e  solche  ttpitse  muss  dber  £emer  der  erste  Diferen- 
sialkoeflizient  von  fi  nnd      in  Bexiehon^  zu  r  den  Werth  null, 

daireffoti  (l<'r  zweite  einen  von  null  verschiedenen  Werth  besitzen, 
if»eil  ja  vofi  jener  Suitze  au«  sowohl  eine  Vermehrung,  wie  eine 
Verniinderuiig  des  uetreffendon  Wertbes  von  r  um  die  unendlich 


kMne  0v4kse     ^eselbe  Tsvibidennifr  In  den  Fonktlsnen  fi  «nA 

fn,  Kelche  dl»  Koordinaten  von  O  «M,  bis  auf  relativ  unendlich 
kleine  Differenzen  hervorbringen  muss.  WSre  zufällig  fiir  einen 
solchen  Werth  von  r  der  zweite  Differenzialkoeflizient  von  fi  oder 
gleich  null ;  so  müsste  es  auch  der  dritte  sein,  und  man  mfisste 
rar  den  vierten  einen  bestimmten  Werth  erhalten.  Es  if^t  übrigens 
unmöglich,  dass  alle  höheren  Differenzialkoediizienten  in  Hezlebling 
XU  r  gleich  nuU  wurden.   Für  die  Spitze  D  liat  man  also 

dagegen  niuss  sowelil  wie  ^  irgend  einen  bestimmten 
Werth  haben. 
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Bezeichnet  man  mit  fi  und  f^'  Warthe  der  Fnoktiones 
/i  und  fi  ^ür  den  entsprechenden  Punkt  in  der  uneodiich  benach- 
barten Kurve,  für  welchen  man  r  und  f-^-df  «tatt  r  und  9  hat ; 
so  ist 


oder,  wie  man  aus  den  Glolcfamgen  (8)  und  (9)  loieht  fiodot,  wens 
man  diooelboo  in  fiosiehoi^  lo  9  diieffonsivt. 

Da  nun       und       den  Werth  null,  dagegen  und 

einen  von  null  verschiedenen  Worth  haben  miisson;  so  folgt,  das« 
die  Ausdrücke 

"^^9  •••••••••  (27) 

SB  f*^^^9|Pmmw««*  (38} 


nicht  gleich  null  sind,  dass  sich  also  auch  in  der  benachbarten 
Knnre  Keine  Spitso  bUdoii  kami.^  Man  oilrennt  dies  noch 

Differenzen 
er 

▼orstehenden  beiden  Fonneln  and  indem  ipan  die  ersten  In 


dentiicher  in  der  ReihenentvHeidung  für  die  ganzen  Differenz« 
d/i>  A/o«  dAi'>  ^t-  l>>Me  ergibt  unter  Beidcksiditignog  d 


Bf 

nod  ^  multtplisirten  Glieder,  welehe  gleidi  noll  sind«  sofort  an* 
terdrfickt,  - 


^«-1?  ■  13  +  ST- 153 +  (30) 
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AA'-  -  ^+ ^  S + ^  Ä + -  W 

Das  erste  Glied  von         und  welches  bei  genfigendcr 

Kleinheit  von  alle  iibrii!;on  überwiegt,  kann,  da  von  dr  gsat 
nnabhäii^ig  ist  uod  unendlich  vielmal  gruflser  als  dr  gedacht  wer- 
den darl,  unendlich  vielmal  grösser  gemacht  werden,  als  das  erste 
Glied  Ton  und  AA.  wofaw  der  ebige  Schlus«,  das«  die  Nach- 
bwimiTe  nlclit  Mch  eine  Spitie  haben  kaae,  (sieh  etgibt  Naeh 

(29)  und  (30)  ist  jetzt,  wo^sO  iiad  -^=0  ist, 

Uußgß=^  .-(33). 

Bezeichnet  man  nun  den  Neigungswinkel  der  Tangente  filr  dea 
Punkt  der  ISachbarkurve,  welcher  der  Spitze  D  in  der  ersten 
Kurve  entspricht,  gegen  die  positive  reelle  Axe  mit  ß';  so  bat 
DUM  wegea  (ßH)  and  {12) 

*M«^'=-3^=s-eot^  ..(34), 
^* 

wobei  noch  sin^'  das  Zeichen  von  -j^dipdr  und  eo9ß'  das  von 
-^dfdr  bat  Es  iat  also 

/J'=^  +  | — (36). 

Hieraus  folgt,  dass  die  Tangente  an  dem  korrespondirenden  Punkte 
der  Nachbarkurve  perpendikular  gerichtet  ist  gegen  die  Tan- 


Seote  an  der  Spitze  D  der  ersten  Kurve.    Dies  beweist  nicht 
lese  die  Domiiglicbkeit  einer  Spitze  in  der  Nacbbarlnfrve,  aon- 
dem  andi  die  UnmOglicbkeit,  dass  die  Nachbarkurve  eine  ganz 

und  gar  vor  oder  ganz  und  gar  hinter  der  Spitze  IJ  liegende 
Schlinge  zu  besitzen  vermag,  da  dies,  wenn  man  dr  klein  genug 
denkt,  bei  der  normalen  Richtung  der  Nachbarkurve,  noth wendig 
an  einer  der  fniber  betrachteten  unstatthaften  Dur eb schnei- 
dung heider  Kurven  in  der  Nahe  der  Spitze  führen  miisste.  Die 
Nachbarkurve  kann  also  nur  nach  Art  (ierTaf.Xil.Fig.8.  e  i  n  e  S  ch  Ii  n  g  e 
vni  die  äpi  tze  />  herum  wie  AC^»  oder  eine  vor  der  Spitze 
TOfbelaUbeade  Karve  obae  alle  Onrcbacbneldung  ivle 
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ACm  MIdmi»  was  dorch  das  ÜMhfifgMide  woA  In  dn  Mkvof 
LkM  geietit  wird. 

E«  ist  nimnch  iricbtig,  stt  bsttlerkeii,  dais  ^=^-|-^  md 

7t 

"nicht  ~ß — .j  ist,  dass  also,  wenn  man,  vom  Anfangspunkte  A 

aller  kurven  kommend,  über  die  Spitze  D  der  Kurve  ADC^  hin- 
an« in  der  Kiobtung  des  ersten  blemeutes  des  Schenkels  DC^^ 
filrwelclMs  das  r  der  Spitze  lur-^dr  vndalchtin  r— dr  flbergebt, 
fbrtschreitet,  aus  dieser  Richtung  die  Richtung  des  korrespendi« 
renden  Elementes  der  benachbarten  durch  den  Uebergang  von  9 
in  9-f  und  nicht  in  7 — btf  erzeugten  Kurve  ACa  erhalten  wird, 
iodem  man  nacb  der  Seite  der  positiven  Drekang  de»  WIb- 
kel  ß  um  einen  rechten  vergrvssert.  Unter  lieachtung  die* 
ses  Umstandes,  und  wenn  man  erwägt,  \y\e  die  Zeicben  von 
sin^'  un<l  rosß'  sowohl  für  — dff  stntt  als  auch  für  —ör  statt 

-\  cr  Ui  die  cuit;egeugesetzteu  verwaudell  werden,  ergibt  sich  folgeu- 
des-Gesets.  Wenn  sieh»  wie  beii>  hiTar.mFig.  Steine  Spitts« 
dergestalt  bildet,  dass  man,  von  A  kommend,  den  widerkehren- 
den  Schenkel  fJ(\  zur  Rechten  hat;  so  niuss  dieselbe  bei  der 
nächsten  Bewegung  der  Kurve,  also  liir  m-l-^»,  in  eine  vor  der 
Spitse  yerhelslehende  Kurve  AC^  übergehen,  and  es 
mu88  ihr  (ur  9— eine  Schlinge  vor  angegangen  sein, 
welche,  je  weiter  man  in  der  Bewegung  der  Kurven  zurncksieht, 
eine  immer  grössere  Oeffnung  gebildet  haben  und  demnach  an- 
fanglich  über  den  Punkt  A  bere ingeschritten  sein  rouss, 
wie  dies  die  Bewegung  der  Kurven  ACi,  AC^,  AC^,  ACa,  AC^ 
AC^  inTaf.XII.  Fig.H.  darstellt.  Es  istaucb  klar,  dass  eine  iil)erJ  herein» 
schreitende  Schlinge  AC9  sich  immer  enger  zusammenzieht,  sodass 
von  ihrem  Umfange  Kein  Punkt  der  Koordinatenebene  getroffen 
werden  kann,  welcher  nicht  innerhalb  der  durch  ii  gehenden  grOss- 
ten  Scblingenuffnung  liegti  and  dass  sich  eine  solche  Schlinge  zu* 
letzt  durch  einen  t  ebergang  durch  eine  Spitze  ganz  auflös't. 
Indem  dann  alle  ferneren  Kurven  vor  dem  Spitzenpunkte  /)  vorbei- 
ziehen. Ein  jeder  in  der  genannten  grussten  Sohlingenüffoung 
liegende  I^unkt  wird  bei  dieser  Bewegung  Einmal  von  den  sich 
zusammenziehenden  Theilen  und  dann  noch  Ein  mal  von  den 
sich  wieder  ausdehnenden  Theilen  der  Kurve  getroffen  werden. 
Bei  denjenigen  Punkten  der  Koordinatenebene,  tlurch  welche  der 
Krenzpuntct  der  Schlinge  sich  bewegt,  erfolgt  der  Durchsang 
jener  beiden  Kurventheile  mit  Einem  Male ,  so  dass  auch  diese 
runktc  stets  zweimal  von  der  Kun^e  getroffen  werden.  Zu  den 
letzteren  l^unkten  gehört  ebenfalls  der  Spitze nu unkt  D  selbst, 
bei  weichem  aich  der  Umfang  der  Schlinge  auf  Null  fedailrt.  Ol» 
Bewegung  der  Kurve  ist  aber  stets  so,  dass  sich  der  in  der  Spitse 
i)  liegende  Punkt  der  Koordinafembene  bei  fortffesetzter  Bewe- 
ping  der  Kurve  in  den  spitzen  Winkel  A/)(\  hineinzieht,  also 
immer  den  Kreuzpunkt  der  im  N  erschwinden  begriffenen  Schlinge, 
mffSkfM  swei  Kurrenschenkel  auf  Ein  maldurehsehneldet  MaR 
weiss  auch  aus  dem  Früheren,  dass  kein  Pnnkt  der  sich  bewegen- 
den Kurve  an  einem  Punkte  der  Koordinatenebene  tangential  zur 
Richtung  der  Kurve  vorü herrücken  kann,  dass  also  jeder  Punkt 
Aeaer  Erae^  der  dhetfaaopt  von  der  Bewegung  der  Kurve  getfof« 
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teo  wird,  dieselbe  unzweideutig  dorcbsckneidet  oder  so- 
fort auf  die  entgegeni^esetzte  Seite  der  Kurve  tritt.  Cnterscbei- 
det  man  an  der  fra<:licb(*n  Kurrc,  indem  n>an  dieselbe  vom  Anfangs- 
punkte A  ber  durchl.'iiii't,  eine  linke  und  eine  rechte  iSeitc ;  so  ist 
es  die  linke,  welche  in  allen  Fullen  bei  der  positiven  Bewegung 
der  Kurve  nach  der  Gegend  der  darauf  errichteten  Normalen  vor- 
ruckt und  die  Punkte  der  Ki»or<liuatencbeuc  zuerst  aufnimmt. 
Diese  Seite  der  kurve  ist  in  Taf.  XII.  Fig.  8.  zu  grösserer  Deutlich- 
keit mit  Punkten  beset/.t 

Nennen  wir  eine  Figur  wie  AC\  oder  AC^  ohne  Schlinge  oder 
Spitze  die  normale  («estalt  der  Kurve,  und  eine  Rotation  dieser 
Kmr\'e  um  den  Punkt  A,  bei  welcher  sich  ebenfalls  keine  Schlinge 
oder  Spitze  einstellt,  eine  normale  Bewegung;  so  leuchtet  ein, 
dasH  zwei  normale  Urawülzunuen  dazugehören,  damit  ein 
Punkt  wie  O  zwei  Mal  von  jener  Kurve  getroffen  werde,  inso- 
fern die  Kurve  am  Fnd<*  der  zweiten  Umwälzung  genau  wieder 
in  die  anrängli«  he  Lage  kommen  soll.  Ist  jener  Punkt  O  jedoch 
bei  der  in  Tat".  XII.  Fig.  H.  dari^estelltenGestaltverätiderung  vermittelst 
der  Bildung  und  \Vi«Ml«>r;ujllMHung  einer  von  A  hereinschreitenden 
Schlinge  schon  im  Anlange  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  ge« 
troffen :  so  hat  er  eine  solche  Ijage  gegen  die  Kurve  bekommen,  dass  die- 
selbe,  wennsienunsukzesHive  und  im  Verlaufe  von  zweiganzen  UmwM- 
zimgen  in  die  normale  Form  und  Ijnge  der  Kurve  A(\  übergeht,  wäh- 
rend der  ganzen  an  zwei  vollständigen  Umwälzungen  noch  fehlen- 
den Bewegung,  jenen  Punkt  (ß  nicht  wieder  treffen  kann,  sodass 
also  auf  die  £ine,  wie  auf  die  andere  Weise  jener  Punkt  während 
zweier  Umwälzungen  der  Kurve  nur  zwei  Maf  getroffen  wird.  Bei 
der  normalen  Bewegung  erfolgt  dies  Treffen  in  erö-sseren  Zwi- 
schenräumen oder  für  weiter  aus  einander  liegende  Werthe  des 
Winkels  9 ;  bei  der  abnormen  Bewegung  jedocti  fiir  näher  zusam» 
menlicgcnde  Werthe  von  tp.  Ein  Punkt  der  Ebene,  welcher  bei 
der  letzteren  Bewegung  von  dem  Kreuzpunkte  einer  Schlinge 
getroffen  wird,  ents^>richt  dem  Falle,  dass  während  jener  zwei 
Umwälzungen  für  Ein  und  denselben  Werth  von  91  zwei 
Durchschnitte  fiir  zwei  verschiedene  Werthe  von  r  an  zwei 
verschiedenen  Stellen  derselben  Kurve  erfolgen.  Ist  der  letztge- 
d.ichte  Punkt  der  Spitzenpunkt  D;  so  ist  dies  der  Fall,  wo 
der  zweimaliu:c  Durchschnitt  für  Ein  und  denselben  Werth 
von  97  uihI  Ein  und  denselben  Werth  von  r  erfolgt,  wo  also, 
weun  />  der  Nullpunkt  ist,  die  gegebene  Gleichung  zwei  voll- 

V—  1 

kommen   gleiche  Wurzeln  Jc    oder  re  besitzt.  Dass 

die  ßegeunung  des  Spitzenpunktes  D  einem  zweimaligen 
Durchschnitte  der  Kurve  entspricht,  erkennt  man  sowohl  daran, 
wenn  man  denselben  als  Kreuzpunkt  einer  unendlich  kleinen 
Schlinge  auffasst  und  die  nothwendige  Bewegung  dieser  Kreuz- 
punkte von  A  über  />  hinaus  ins  Auge  fasst,  wie  es  bereits  vor- 
bin geschehen,  wie  auch  daran,  wenn  man  denselben  wie  den  dem 
Kreuzpunkte  der  Schlinge  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  im 
Umfange  dieser  Schlinge  auffasst  und  berücksichtigt,  dass  dieser 
Umfang,  so  lange  die  Oeffnung  der  Schlinge  noch  endliche  Di-  . 
mensionen  bat,  gegen  den  Punkt  /)  vorschreitet,  und  denselben 
also  das  erste  Mal  bei  der  hingängigen  Bewegung  mit  der 
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panktirten  Seite  tiifft,  dass  dann  aber  die  mm  der  Schlinge  ent- 
stehende Kurve  mit  rückgängiger  Bewegung  und  steta  mit 
der  punktirten  «Seite  Torao  an  den  Punkt  D  zum  zweiten  Male  triit 

Wenn  sich  irgendwo,  wie  bei  D  in  Taf.  XII.  Fig.  9.  eine  Spitze  der-  • 
gestalt  bildet,  da«8  man  von  A  kommend,   den  widerkehrendeo 
Schmikel  DCi  zor  Linken  hat;  so  rauM ilievelb«  unter  Berfidc- 
stehllgimi;  der  Werthe  für  tang/5',  smß',  coaß'  bei  der  nächsten 
Bewegung  der  Kurve  in  positiver  Richtung,  also   für  (p  -}-d<p  in 
eine  Schlinge  A(\  ubergehen,  und  es  muss  ihr  für  g? — d<p 
eine  vor  der  Spitze  vorbeiziehende  Kurve  AC^  voran- 
gegangen »ein.  Die  entstehende  Schlinge  muss  sich  nan  bei 
positiver  Bewegung  immer  mehr  erweitern  und  zuletzt  dadurch 
auflösen,  dass  sie  den  Anfangspunkt  A  passirt  und  darauf  die 
t^eatalt  AC^  annimmt    Die  stets  voranscnreiteode  linke  Seite  , 
der  Kurve  M  aaeb  hi  Tsf.  XIL  Fig.  0.  mit  Punkten  beeetit  Her» 
durch  erkennt  man  leicht,  dass  wenn  bei  dieseriBewegung  derKnnre 
ACi  ein  Punkt  der  Koordinatenebene,  wie  etwa  O,  zwei  Mal 
Betroffen  ist,  die  Kurve,  welche  den  letzten  Darchsang  liewirkt 
Bat,  in  eine  solche  Lage  gekommen  ist,  dass  sie  nei  normaler  * 
Formveränderuiig  z  w  ei  ganze  Umwilsongen  vollenden  nulsste.  um 
wieder  in  die  Ijaiia  ACi  zu  konnuen,  ohne  bei  diesen  L'mwälziin- 
gen  den  Punkt  O  wieder  zu  treffen.    Die  Kreuzu  nuspunkte  . 
der  Scblinsen  und  der  Spitzenpunkt  D  spielen  hierbei  dieselbe 
RoNe von  Doppelpunkten»  wieiuTaf. Xll. Fig. Sbyinden ein seldier 
Kreuzungei^iukt  zwei  verschiedenen  Werthen  von  r  fär  denselben 
Werth  von  <p,  und  der  Spitzenpunkt />  zweimal  demaellien  Wertbu, 
von  r  für  denselben  W^erth  von  cp  entspricht. 

Nach  Vorstehendem  können  nur  die  links  herum  sich  wen- 
denden Krümmungen  der  Kurve  unmittelbar  zu  einer  Schlinge 
führen,  wftbrend  die  recbta  Kerumlanfenden  Bic^ngen  hei  den 
nächsten  Be%vegungen  sich  zu  verlieren  streben.  Es  ist  zwar  nicht 
nuthig,  dass  jede  Krümmung  (i«'r  «Toteren  Art  an  jeder  Stelle  der 
Kurve  eine  Schlinge  nach  sich  ziehe;  erwägt  man  aber,  dass  die 
Taneente  des  unendlich  entfernten  KurventheHes  (Gl.  5.)  eine 
raschere  Winkelhewegung  links  herum  besitzt,  als  die  Tangente 
des  Anfangspunktes  A  (Gl.  5"),  und  dass,  wenn  in  der  gegensei- 
tigen Beziehung  zwischen  den  Tangenten  dieser  beiden  äusser- 
sten  Kurvenenden  das  Verhältnis»  einer  Biegung  nach  der  linken 
8eite  besteht,  der  Neigungswinkel  ntp  der  erstereo  Tangeute 
•cboD  grOeser  ist,  als  der  Winkel  a  4-  mig»  der  letsterea,  daas  nao  « 

m 

alsdann  also      >  a  -f  rrnp  habe;  so  felgt«  dass  diese  DiÜerena 

m 

durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  immer  erheblicher  werden 
und  suletit  Jeden blls  su  einer  Sehlinge  lUhren  ninss,  welehedaiitt^*< 

bei  ihrer  Auflösung  das  bis  dabin  bestandene  Verhältniaa  der'^ 

Wendung  nach  links  in  das  entiregenijesetzte  einer  Werwhmir  nach 
rechts  verwandelt,  för  welches  Letztere  man  nq>  ^  a mrp  hat,  und 

weif  hos  sich  daher  durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  all- 
roählig  ausgleicht.  Da  nur  dann,  wenn  CjI.  (1)  eine  binomische 
ist,  n=mf  sonst  aber  immer  n>}/i  ist;  so  lulgt,  dass  es  bei  einer 
binomischen  Gleichung  niemals  eine  Schlinge  geben  kann,  dasa 
es  aber  bei  jeder  anderen  Gleichung  atebi  SchlingenbildBogea 
geben  muaa. 
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WonniM» beider  Scbliogenbildung nach  Taf. XII.Fig. 8. oder  Fig.9. 
eke«  Funkt  der  KoordinateBebene  be'  rächtet,  weldier  vregen  seiner 
Lat^e  gegen  die  Aussenscite  der  Kurve  nur  Ein  Mal  getroffen 
werden  kann,  wie  etwa  der  Punkt  O,  insofern  man  nun  von  der 
Kurve  A()^  ausgeht;  »o  üudet  luan,  das«  die  gleich  auf  die  Durch« 
•elineiduog  folgende  Knrve  AC^  eine  colrira  Lage  bekenunen  hat» 
daes  bei  normaler  FormverSndemnejetst  noch  £ine  ganze  Um- 
wälzung erforderlich  wäre,  um  ohne  ferneren  Durchgang  durch 
deoaelben  Punl^t  O  wieder  in  eine  der  AC^  ähnliche  Lage  zu 
l^ommen.  Geht  man  aber  von  der  Kurve  ^fJ^  in  Taf.XII.Fig.8.  oder  Fig. 
9«  ans,  wobei  der  Punkt  O  zwei  Mal  getroffen  wird;  so  l^ann  der 
erste  Durchgang  durch  diesen  trinkt,  welcher  die  Kurve  AC^ 
erzeugt,  wie  der  durch  normale  Bewegung  wahrend  Einer  Um- 
wÜaung  bewirkte  Durchschnitt  angesehen  werden.  Die  fragliche 
Sehlingenbildung  vermehrt  dann  die  Zahl  der  normalen  Ihirdb- 
gänge  während  derselben  Umwihnngs  -  Periode  om  fiinen,  bringt 
dadurch  aber  die  Kurve  in  eine  »iolchc  Lage,  dass  nun  bei  der 
Bweiten  nurmalen  Umwälzoog  bis  in  die  ursprüngliche  Lage  ACi  / 
l^in  weiterer  Dntebechnitt  mOglich  nein  würde. 

Nachdem  Eine  solche  Schllncenbiidung  vollendet  ist,  oder 
ancb  gleichzeitig  mit  derselben,  kann  sieb  eine  zweite,  dritte  etc. 
entwickeln.  Es  kann  b.  B.,  nachdem  sich  in  Taf.  XII.  Fig.  8.  die  Knrre 
ACi  in  die  Lage  bewegt  und  demgemiiss  den  Ponki  O  gleich 
im  Anfange  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  getroffen,  und  hier- 
durch liegen  <lic8en  Punkt  O  eine  Lage  erhalten  hat,  welche  der 
l.«age  der  Kurve^C^in  Taf.  XU. Fig. 9. gegen  den  Punkt  Oäbniich  ist, 
alen  nach  Art  der  Flg.  9.  eloe  aweite  Schlingenbildung  entwickeln» 
▼ermOge  welcher  aber  der  Punkt  O  während  derselben  Umwil- 
zung  nur  noch  Ein  ferneres  Mal  «letroffen  werden  kann,  so  dass 
derselbe  dqd  im  Laufe  dieser  Periode  im  Ganzen  drei  Mal  er- 
reichtiat  Die  anfden  dritten  Durchschnitt  folgende  Kurve  ^1 6«  in  TaK 
XU.  Fig.9.  hat  aladann  aber  eine  solche  Lage  gegen  den  Punkt  O,  dass 
dieselbe,  um  weiter  in  die  Form  der  ursprünglichen  Kurve  ACi 
inTaf  XlI.Fig.8.  zu  Ivoninien, drei  ganze  n  o  r  mal e  U ni  wälzo  ng en 
machen  müsste,  wobei  jener  Punkt  nicht  wieder  zu  erreichen  wäre. 

Solche  zwei  Schlingen  können  auch  ganz  in  einander  fallen, 
indem  Ein  hingehender  Arm  der  Kurve  durch  seine  zwei  Mal  sich 
snräckwindende Fortsetzung  durchschnitten  wird.  Taf.XlI.Fig.lO.  stellt  • 
dar,  wie  die  ephralfiirmige  Kurve  ACg  mit  swei  Umgängen  dnreh 
Hirn  pooltire  Bewegung  zwei  in  Leander  fallende  Schlingen  AC$ 
erzeugen  kann.  Beide  Schlingen  sind  über  den  Punkt  A  herein* 
geschritten.  AC^  sei  diejenige  Kurve,  bei  welcher  die  innere 
Schlinge  die  grSsste  durch  A  gehende  Oefnung  healtai  fiel 
dem  Zusammenziehen  dieser  beiden  Schlingen,  welche  sieh  Im 
Allgemeinen  nach  einander  mittelst  zweier  besonderer  Spitzen 
aofiusen,  and  bei  der  alsdann  erfolgenden  Wiederausdehnung  kann 
jeder  in  der  eben  genannten  grüssten  Oeffnuog  der  inneren  Schlinge 
liegende  Punkt  drei  Mal  getroffen  werden.  Die  auf  den  dritten 
Ihircbgang  folgende  Knrve  hat  alsdann  <  aber  eine  solche  Lage, 
dass  ebenso  wie  bei  zwei  neben  einander  liegenden  Schlingen 
drei  normale  Umwälzungen  dazugehören,  um  wieder  in  die 
ursprüngliche  Perm        m  kommen,  wobei  denelbe  Punkt  nIdM 
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wieder  erreicht  werden  kaim.    Ein  jeder  Krenongspadkl 

beiden  Schlingen  entspricht,  wenn  er  es  sein  sollte,  welcher 
durch  den  Nullnunkt  ucFit ,  uoUku  dem  dritten  Durcbganee,  dem 
Falle,  daas  ea  looerbalb  der  betrachteten  liewegung  drei  AVurzeln 

der  CleicboDg  von  der  Form  Tie         ,  r^f  und  r^e 

jiiht,  wovon  zwei  bei  verschiedenen  Werthen  von  r  denselben 
Werth  von  qt  gemein  babeu.  Geht  ein  Suitzeupunkt  durch  den 
Nallpnokt;  ao  aiod  zwei  too  jenen  drei  Waraelo  gana  glakli  ui4 

man  hat  np^'^"',  ri€^*^''\  r^p»*^"*.  Wenn  die  beiden  Kren- 
ziingspunkte  jener  zwei  Schlingen  gleichzeitig  durch_  de»  tfnll- 

{lunktgehtn ; .»o  bat  man  drei  Wurzeln  rge^ ' ^'^,r%e'^^^ "'»r^e^ ' 
M-elcben  Ein  und  doMlbe  Wertli  von  9  angehört  Fiale  gleieh* 
acUig  eis  Spttaenpiiidrt  md  ein-KroiuHiBgapnnkt^auf  den  MoUpafcl; 

80  hatte  man  drei  Wurzeln  rj  r*'^^*,  ne*''^"*,  y'*'*^*,  denen 
der  Winkel  9»!  gemeinschaftlich  znkHme,  v  ährona  ausserdem  hei 
zweien  auch  noch  die  Mode!  r  clelch  uJiren.  Es  ist  auch  miig- 
licb,  dass  sich  beide  Schiingen  mit  Einem  Male  in  eine  einzige 
Spitee  aidlOaen  oder  daaa  die  fraglichen  beiden  Soitzen  zaaaninen- 
fallen.  Ba  ist  ganz  klar",  dasa  der  betreffendo  Ptookt  der  Koordi- 
natenebene alsdann  hei  joner  Bouomipf;  zwar  nnr  ein  einziges 
Mal  erreicht  werden  kann,  «lass  vx  aher  hei  dem  Fortschreiten 
der  Kur\'e  einem  dreimaligen  Durchschnitte  an  drei  besonderen 
Schenkeln  dieser  Kurve  ,  deren  Dimensionen  aich  auf  Null  redu- 
xlren«  entspricht  Man  bat  alsdann,  wenn  dieae  Doppelapitze  auf 

den  Nullpunkt  trelni  sollte,  drei  gleiche  Wnrseln  i^a***^^» 

l^g^PiV^  ^  jp^^iV-i^  Umgekehrt  ist  es  aber  auch  immer  noth- 
wendis;,  dass  wenn  drei  gleiche  Wurzeln  existiren  sollen,  eine 
Doppelspitzr  d.irch  den  Nullpunkt  s;('h<'n  muss ,  weil  sich  ja  hier 
zugleich  drei  Punkte  der  Kurve  beünden  müssen,  (ur  deren  jeden 
man  9>=9>i  undrssri  haben  mnas,  was  einen  dreimaligen  Durch- 
schnitt derselben  Kurve  an  demselben  Orte  und  in  der  Art  erfor- 
dert, dass  die  zwischen  je  zwei  Durchst  hnitten  liegenden  Kur\'en- 
bSgen  auf  einen  einzigen,  jenem  r=r^  angebürigen,  Puukt  redn- 
zirt  aind. 

Ganz  allgemein  ist  nun  klar,  dass  in  Folge  jeder  einzel- 
nen Tollkoinroenen  oder  unvollkommenen  SchlinMabUdmig  wik- 

rend  einer  gewissen  Reihe  von  (Jmwnlzungsperioaen  die  normale 
Anzahl  der  Durrh^änge  durch  den  .Niillminkt  um  Eine n  vermehrt 
werden  kann,  dass  dauo  aber  bierdurcn  Ein  normaler  Duceh« 
gang  nir  die  spfttertn  Perioden  mttiOglich  gemacht  wird  —  «nd 
umgekehrt,  dass  sich  iür  jede  Suspension  eines  normalen 
Durchganges  während  einer  ganzen  Rotation  Eine  vollkommene 
Schlinge  oder  eine  als  unvollkommene  Schlinge  anzusehende 
liuks  berumgehende  Spiralwinduug  sich  inderKurve  erzeugt 
oder einerochtsnerumgehondeSpiralwindungaich nnfheht  Oanvo 
nach  7)  ganzen  Umwälzungen  die  Kurve  genau  wieder  in  die  ur- 
lijpriin^lirhc  !>age  zurückkehren  muss ;  so  leuchtet  ein,  dass  wfih- 
rcnd  dieser  »  Umwälzungen  nicht  mehr  und  nicht  we- 
niger, als  n  Durchgänge  durch  den  Nullpunkt  erfelfft 
sein  müssen,  data  aU«  die  Gleichung  vom  nten  Grade 
ateta  n  Wurzeln,  und  auch  nicht  mehr  beaitat  Sind 
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klflK unter  m  Wurzeln,  weiche  denRelben  Werth  von  m  gemein 
haben;  so  gebt  Sin  and  dieselbe  Korre  mmal  dnreh  den  Noll- 
ponkt  oder  es  bewegt  sich  der  gemeinschaftliche  Kfeasangspnnkt 

von  (m — 1)  Sehlingen  durch  diesen  Nullpunict.  Für  m  ganz  gleiche 
Wnrzelo  Iconzentriren  sich  alle  diese  Sehl  ingen  auf  einen  einzigen, 
darcfa  den  Nallponkt  gehenden  ISpitzenpunlwt,  der  dann  die  Beden- 
iBBg  eines  mlkcbea  Fenktes  besittt. 

<feo:Ee  liegt  nicht  in  der  Abbicht,  hier  alle  sich  auszeichnenden 
Spemlltiten  nftber  zu  nntersneben»  dn  'die  verstehenden  allge- 
meinen Gesetie  zur  Erläuterang  aller  hierhergehOrigen  Erscheinun- 
gen ausreichen.  Es  inus«  nur  noch  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden,  dass  unter  Umständen  die  rotirende  Kurve  fär  gewisse 
Wertbe  ?on  9  sich  in  einer  geraden  Linie  ansstredieB  oder 
sich  so  idarin  zusammenlegen  (cann,  dass  sie  mehrere  Hinundher- 
gSnee  darin  bildet.  Eine  solche  besondere  Figur  ändert  Nichts 
an  uen  allgemeinen  Prinzipien,  unter  welchen  die  obige  Kurve  be- 
trachtet ist.  Ein  jeder  Punkt  in  solcher  geraden  Linie,  wo  die 
Kurve  in  direkt  entgegengesetzter  Richtung  zurflckkebrt,  spielt 
die  Rolle  eines  Spitze  n  p  u  n  k  t  e  s  oder  einer  annullirteo  Schlinee. 
Es  könnten  sich  auch  mehrere  Spitzenpunktc  oder  annullirte  Schnn- 
gen  in  £iu  und  demselben  Puukte  einer  solchen  geradüiugen  Kurve 
y^eioigeu,  und  die  endlidien  Zweige  dieser  Schtiagso  kOumm 
segiffl^l  nach  derselben,  wie  nach  entgegengesetstsn  Seiten  ans 
diesen  Schlingen  heraustreten.  In  welchen  gegenseitigen  Hezie- 
luii^en  die  Xheile  einer  solchen  ziisammengelalteten  Kurve  zu 
einander  stehen»  erkennt  man,  wenn  man  den  Werth  des  zngeh5- 
rigen  q>  um  ein  sehr  kleines  Inkrenicnt  waebscm  oder  abnehmen 
lasst,  iniicm  sich  dadurch  jene  Beziehungen  sofort  in  deutlicher 
Gestalt  entwickeln.  So  kann  sich  z.  B.  die  platt  geilrückte  Kurve 
ADECin  Taf.  XU.  Fig.  11.  beipositiver  Drehung  je  nach  der  Natur  der 
HegebenoiGleichung  wieTaf JUl.Fi^.12.,  13 ,14.  oder  15.  zeist,  entwik- 
■eui.  Eine  Gestüt  wie  AC^  wird  bei  fortgesetzter  Bewegung 
immer  die  nSchste  Folge  davon  sein.  UnmügTich  würde  aber  im- 
mer ebeEutwickeluug  nach  Art  der  Taf.  XII.  Fiu;.  lt>.  seilt,  indem  «»ich 
zwischen  Schenkel  der  sweiten  Spitze  £1  niemals  eine  vom 
aUkgernndete  Kurve  legen  kann ,  sondern  sich  nach  Taf.  XIL  Hg.  12.  um 
Äese  zweite  Spit/c  eine  Schlinge  erzeugen  nifisste,  wenn  lilier- 
banpt  A  />,  />,  <len  Typus  für  die'  fernere  Bewegung  abgibt. 
Derartige  Fij^ureu  kommen  vorzugsweise  bei  den  reellen  Wurzeln 
Mt  CHmehnngen  mit  reellen  Koefnzlenten  fai  Betracht,  hei  denen 
si<^  PBr  9)  =  0  und  rp  —  rt  stets  eine  in  gerader  Linie  sich  erstrek- 
fcende Kurve  einstellen muss.  Denkt  man  sieh  die  der  Taf.  XII.  Flu.  Ii?. 
Mitsprechende  rückgängige  Bewegung  der  Kurve;  so  bilden  .sich 
'mVnTar.XII.FIg.  IT,  angegebenen  Gestalten.  Es  erscheint  hierbei  die 
eeradliniije  Kurve  .^öf^C*  aus  Taf.  XII.  Figll  als  ein  Uebergani;  der 
Kurve  ^^^3  aus  Taf.  Xll.  Fig.  17.  in  die  Kurve/IQ  aus  Taf.  XII.  Fig.  12., 
wobei  diese  beiden  kurven  symmetrische,  aber  in  Beziehung  zur  geraden 
Linie  A  C  entgegengesetzt  liegende  Formen  besitzen.  Bei  diesem  Um- 
schlagen d^  Kurven  Ac^  in  AC3  wird  offenbar  in  allen  Fällen 
feder  zwischen  A,E  und  jeder  über  J)  hinaus  liegoDdc  Punkt  der 
%reraden  ilC  nur  von  einem  einzigen,  jeder  zw  ischen  £,Z)  liegende 
Punkt  aber  von  drei  Schenkeln  der  sich  bewegenden  Kurve  ge- 
treÜBB.   Das  StOek  ED  der  Geraden  AC,  welehes ,  srbon  von 
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Acg  uai8cblung«n  u-urde,  bleibt  nun  auch  io  der  UmscfaliogUDg 
der  Kurve  AC^  liegen,  wie  Taf.  XII.  Fig.  la  daietellt 

Läge  also  der  Nullpunkt  O  zwischen  E  und  D  und  wäre  AC 
die  i^urve  für  9>=0,  alt»o  ibre  Kicbtune  die  der  positiveo  leellen 
Axe^  80  gtbe  es  drei  positive  reelle  WenelB»  deren  Quao- 
titfiten  r  verscbieden  waren.  Lage  der  Nollpunkt  in  D  ;  so  gfibe 
et«  zwei  gleicbe  und  eine  davon  verschiedene  grössere 
Wurzel.  Läge  derselbe  in  E;  so  gäbe  es  zwei  gleiche  und 
eine  davon  verschiedene  Icleinere  Wursel.  Das  Stfiek  DJB 
der  Geraden  AC  kenn  sich  auf  einen  einzigen  Punkt  reduziren; 
alsdann  existiren,  wenn  der  Nullpunict  in  diesen  Poiikt  hineinfiel^ 
drei  gleicbe  positive  Wurzeln. 

Angenommen,  es  imodele  sicli  in  dem  veratehenden  Falle 

um  eine  Gleichung  dritten  Grades,  welche  ausser  diesen  drei 
Wurzeln  weiter  keine  haben  kann.  Der  geradlinigen  Kurve  AC 
(Taf.XU.Fig.  18.),  von  w  elcher  der  Nullpunitt  dreimal  durchschritten 
wird,  entspricht  der  Wertii  ^=0.  Um  sicli  sa  überzeugen,  dass  es 

'2n     2«  27r 

bei  den  drei  nächsten  Umwälzungen,  wodurch  q)=      ~^  "3*  '  "3 

=2«  wird,  keinen  weiteren  Durchgang  durch  den  Nullpunkt  gibt, 
beginne  man  die  Bewegung  von  einer  Kurve,  wie  AC^,  welcher 
ein  sehr  kleiner  Werth  von  (p,  also  d(p,  entspricht  Diese  Kurve 
wird  nach  Obigem  eine  Schlinge  bilden,  in  w  elcher  der  Nullpunkt 
liei^t.  Bei  fortgesetzter  Vergrössening  des  Winkels  (p  erweitert 
sich  diese  Schlinge,  tritt  durch  den  Punkt  A  aus,  sodass  alsdann 
die  Kurve  eine  rechts  um  den  Nullpunkt  herurogehende  Spimle 
nüt  einer  Windung  darstellt.   Nach  der  ersten  Omwfilsung,  also 

fSr  9=-^^,  ist  diese  Spiralwindung  verschwunden;  die  Kurve  er- 
streckt sich  in  flacher  Gestalt  von  A  nach  der  Seite  C^,  indem 
der  Nullpunkt  noch  an  der  rechten  Seite  derselben  liegt.  In  der 
Mitte  der  sweiten  Umwälzung,  also  für  ^=ir«  streckt  sieh  die 

Kurve  wieder  in  der  reellen  A\e.  aher  von  A  nach  der  negativen 
Seite  hin  aus,  sodass  hiervon  der  rechts  von  A  liegende  iSulipunkt 
nicht  erreicht  werden  kann.    Am  Ende  der  zweiten  Umwüizung, 

also  für  9»*^«  debot  sich  die  Kurve  von  A  wieder  gegen 

bin  aus,  aber  nun  liegt  der  Nulluunkt  ihr  zur  Linken.  Gegen  das 
Ende  der  dritten  Umdrehung  bildet  die  Kurve  eine  links  um  den 
Nullpunkt  gehende  Siiirale  mit  Lijier  Windung,  welche  sich,  je 
niher  an  2«  heran  Kommt,  in  die  durch  Ac^  dargestellte  Sdilinge 
zusammenzieht  Beim  Uebeigange  von  Ac^  in  die  entgegenge- 
setzte Ge^^talt  ACj  durch  die  gerade  Linie  AC  ward  nun  niit  Ei- 
nem Schlage  der  Nullpunkt  drei  lUal  getroffen. 

Was  die  Frage  anlangt,  unter  welchen  UmstSnden  sich  die 
Kurve  in  eine  gerade  Linie  ausstrecken  kann  und  welche  Rich- 
tung diese  Linie  haben  wird;  so  bemerkt  man,  dass  für  diesen 
Fall,  selbst  wenn  in  jener  geraden  Linie  mehrere  Kurveutbcile 
ven  direkt  entgegengesetzten  Richtungen  liegen«  stets 
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!  •Mo(«f+9)+2arsin(o+29)  +  3ar*sin(a-|-39)  +...4  iir»-*siri(«q[)) 

PM  ip  Beiiefaung  za  r  konstante  GrOsM  sdn  miu».  Es  konnten 
wr  b  der  anprfinglicben  Glekbong  die  KoeffiiSenten  ^»  A,. 

Äauf  das   bekannte  folgenden  Glieder  null  gewesen  sein. 
D  wir  daher  das  in  o;*"  inultiplizirte  Glied  als  das  oiedrig- 
teio  der  gegebenen  Gleicbnng  Torkomniende  mit  x  behaftete 
9ti  n,  setien  also  a,  a...a  glelcb  nnll;  eo  ergibt  die  vor- 

el       S     ra— 1 
eode  Gleichung,  nachdem  man  Zahler  und  Nenner  auf  der 
ten  Seite  durch  r"*~^  dividirt  bat,  den  allgemeinen  Ausdruck 

«osi  n(a        -|-(m-|-l)arsin[a  i-  (m-f-l  )ip]  -|-...-Hn^"^in(ii9) 

m      m  m-f-1    

Soll  dieser  Ausdruck  in  Beziehuni?  7ai  r  konstant  sein;  SO  niQSS 
^asclbe  (indem  man  einmal  r=Ö  setzt)  den  Werth 

tang^=:  tang(a  mtp) 

es  muss  also  allgemein 

fisstt-l-nup  ....  (37) 

m 

iMh,  da,  wenn  man  r  Ton  0  bis  x  wachsen  lässt,  souohl  der 
&Uer,  wie  der  Nenner  des  fimcbs  f&r  fang  ß  glelcbseitig  gleieb 

j(^^otaDg^=:0  werden  kann,  was  anzeigt,  dass  für  diesen  Werth 

^  r  die  Kurve  eine  Spitze  besitzt,  in  welcher  ihre  Riohtung  in 
^  diiikt  enigegengesetste  umscfalägt;  so  nOsste  |nan  eijuentlicb 

^-tzen,  worin  für  k  eine  beliebige  ganze,  resp.  paare  oder  un- 

re  Zahl  zu  nehmen  wäre.     Man  wird  jedoch  hiernach  leicht 
Dachfolgenden  Resultate  ergänzen  können,  wenn  man  darin 
*iki  Itr  er  gesetzt  denkt    Bezeichnet  man  der  Kflrse  wegen 

P  Inbegriff  aller  r  enthaltenden  Glieder  im  Zahler  von  tang^mit 
fi  und  im  Nenner  mit  C;  so  hat  man 


I 
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i?co8(a-|-iii^)—  Criii(a  +  mtp) 


Damit  nun  dieser  Ausdruck  konstant  gleich  tang(«m  +  nif)  s«» 
könne,  muM  jedes  Glied  deft  ii<M:b  Potenaen  von  r  geofoneti 
Zählers 


m  m 


+  (m-f-2)  a  «in(  a  +2y— a)i^  +  ...  4-nsin[(fi— //<)  9?  ~o]r*' 

gleich  null  sein.  Dies  führt  su  folgenden  (n  — m)  Dedioguof 
gleichnngeD : 

1)  a  -l-^— as=A«,  I 

»141  m  1 


2)  a  -f*^9  —  u=:A7t, 

m^t  M  3 


I 


■"■•)  («—111)9  —  «=  k  n. 


n—m 


Hierin    bezeichnen   k,   k  k   wtUkQhrliche  gani 

Zahlen  e'msehUesslich  der  Null.  Sollten  noch  mehrere  C^n^*«)* 
der  gegebenen  Glekbaog  swiscbeo  A      und  ^  gern  feUa 

also  die  zngehSrigcn  Werthe  von  a,  s.  B.  a  gleich  NaU  sm 

SO  verschwindet  hierdurch  schon  das  betreffende  Glied  der  5 
eben  annuiiirten  Funnel  und  es  falit  die  rte  der  vorsteheuJ^ 
Bedingungen  ganz  aus.    Man  kann  sich  jedoch,  uenti  a  =011 

denken,  diese  rte  Hediot^ung  sei  jederzeit  realisirt.  Die  Ictil 
Bedingung  iSsst  den  Werth  des  Winkels 

»=*=-^-  (38)  I 

erkennen,  für  welchen  «ich  <üe  Kurve  in  gerader  Linie  /nsaniin»  f 
leet.  vorausgesetzt.  da.ss  die  librisen  (r?  — m  — 1)  fiedrntn"'-^ 
erfüllet  seien,  wclrln-  jetzt  v<m' mittelst  de«  vorstehendeo  W'cftb« 
von  tf  zu  den  foigendcn  führen : 
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I)  a  =/^l--J-.V-f /^;r^  k  n. 

m^l    \      n — THjm    i        n  —  m^-m 

I  ^  ja-f-Aji—          k  71, 


a 


3)  a=A_-A-V+X»  ^  k%. 


: 


m<~l    ft— fW  m  \  «—1»/»-» 

Der  Nelgun^^swinkel  dieser  geraden  Linie  gea;en  die  positive 
Axe  i«t  alsdann  wegen  der  beiden  Gleichungen  (37)  und  (38) 

Ä=— 2-  a^—-^  k  71  (39). 

n—Mm  n— miM 

Sollte  diese  Linie  auch  durch  den  Nullpunkt  geilen^  also  mit 
der  direkten  oder  indirekten  Richtung  von  OA  zusammenfallen; 
^  musste  der  vorstehende  Werth  von  ß=sa-i'kn  eeb»  also  der 

Wiokel  «  die  OrSese  * 

•«!^(a-f  A'7f)-2J  kn  (40) 

Mtseo.  Jenachdem  k  eine  paare  oder  unpaare  Zahl  sein  kann, 
M  die  fragliche  gerade  Linie  von  A  aus  direkt  wie  OA,  oder  in- 
direkt wie  AO  sericbtet.  Ein  Durchgang  der  In  dieser  Linie  lie» 
gendeo  eigentlicben  Kurve  durch  den  Nullpunkt«  erfordert  also 
tnr  k  eine  anpaare  Zahl. 

0 

Wenn  die  gegel>ene  Gleichung  nur  reelle  KoefGzienten  besitzt, 
10  da9s  unter  den  Werthcn  der  Winkel  a,  a  ....  a  nur  die  Grus- 

sen  0  und  n,  oder  allgemein  nur  Grössen  von  der  Form  k'jt  vor- 
kommen; jso  sind  allerdings  die  vorsstehenden  {n—m — 1)  Bedingun- 
gen realisirt,  man  inuss  jedoch  die  sonst  uillkiihrliche  ganze  Zahl 
^durchaus  so  wählen,  dass,  weiui  a=k'n  gesetzt  wird,  k' k 

irgend  ein  Vielfaches  der  Zahl  n^-m  Ist.  Nachdem  dies  gesdie- 
bea,  findet  sich,  das«  auch 

uu-t-m  k  nsalßkf-^m  k  )n 


n—t 


^Vielfaches  von  (» — rn) Trist.  Daraus  folgt,  dass  der  Werth  von 
^  UM  Gl.  (39)  ebenfalls  ein  Vielfaches  von  n  ist,  dass  sich  also 
^  in  Rede  stehende  geradlinige  Kurve  nur  in  der  reellen  Axe 
ivstrecken  kann. 

Ffir  jede  binomische  Gleichung  von  der  Form  .^-f^^O 
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oder  ti^^'^i-f^^^^^O,  alaoancbflir  JedeGlflichiiiigerateii 

Grades,  fftHtfo^die  obigen  («— m— I)  Bedingaiigs^leieheDgeo  hin- 
weg oder  sind  als  erfüllt  anzusehen.  Man  nat  hier  n  =  m.  Der 
.  Winkel  tp  bleibt  ganz  willkührlich,  indem  die  Kurve  für  alle 
VVerthe  von  <p  eine  gerade  Linie  bildet,  welche  sich  unter  dem 
Winkel  ß  =119  gegen  die  poeltive  Aze  neigt  und  durch  den  Noll- 
pnnkt  gebt 

Ec  ist  vorhin  bemerkt,  dass  wenn  die  Kurve  sich  irgendwo  auf  eine 
gerade  Linie reduzire, die  dieser  Reduktion  unnnttelhar  vorangehenden 
und  nachfolgenden  Gestalten  in  Beziehung  zu  dieser  geraden  Linie 
symmetrisch  seien.  Dieser  Satz  hat  nicht  bloss  näherungsweise, 
sondern  in  alier  Strence  GGltigkeit  Um  diese  einsusehen,  werde 
der  Werth  des  Winkels  <p  aus  (Ü.  (38)  mit  9.  und  der  von  ß  aus 
GL  (39)  mit  ^1  bezeichnet.  Ist  nun  AC  die  Richtung  der  durch 
A  gehenden  reduzirten  Kurve,  also  ßi  der  Neigungswinkel  CRX 
von  AC  gegen  die  positive  reelle  Aze  OA;  so  denke  man  sich 
von  irgend  einem  I^unkte  M  Irgend  einer  Kurve  die  Perpendikel 
MNuai  OX  und  MP  auf  ilC  gefiUlt  Es  ist  bekanntlich 

ON-fi  und  NM^h 

Setst  nuin  aber 

AP=pi  und  PM:=p%i 

SU  hat  man,  unter  Hcriicksichtigung ,  dass 

OQszaeoaa  und  QA=a  sin«  ist, 

Pi  zsfi  cosßg  -^ftsiaßi  —  acos(o--^i) , 
|»l=/aCos^4  -  /i  sinft  — asin  (a— ft); 

oder  wenn  man  für  fi  und  ihre  Wertbe  aus  Gl.  (3)  substitnirt 
und  gehörig  susamnensiebt , 

pi  =ar  OOS  (jt  +  9P  —  ^1)  +  ar*co8  (a  -|-  2^  —  /S,) 

+ «  r»cps  («+ «9  -  A)  + ....  +  r«eoe(iif  -  ft), 

=5ar  sin  (« -f  9  ~     -f  orHin  (a + ^ — /^i ) 
II  sc 

+  cr'si n(*a  -|-  3cp — ßi )  + ....  -f  r"  sin  (»<« — /J. ), 
•  » 

In  diese  Gleichungen  Rubstituire  man  für  die  Veränderliche  7 
den  Werth  91+^,  worin  91  den  bekannten  Werth  aus  Gl.  (38) 
hat,  iur  welclien  die  Kurve  in  die  gerade  Line  föUt,  und 
worin  ^  efaie  neue  Verinderliehe  darstellt,  welche  spilsfbin  densel» 

lien  Effekt  dadurch  hervorbringt,  dass  sie  =-0  gesetsCwird.  DunÄ 

diise  Substitution  wird  irgend  ein  in  den  AusdHicken  von  pi  und 
vorkommender  Winkel,  wie  etwa   a    -f'(iw-|-r)9  —  ßi»  wenn  msa 

dabei  die  obigen  BedingungsgleichuDgen  und  aoch  die  Gleichungen 
(38)  und  (39)  gehörig  berücksichtigt. 
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«H-r  "H-r 

r 

Der  Kosinus    hiervon    ist  +co8r(m  +  r)V]   ond    der  Sinus 
«in  [(m -f-r) yj,  jenacbdem  ik  paar  oder  uopaar  ist  Hierdurch 

erhält  man' 

l»i  =i  ar  cos^  db  ar*C08(2^)    or'co«  (3^^)  iz  — •  :L  r^MM(ii^)  (41) 

P%  =  ±ar«iD^ i:  ar*«in (2t^;)  i:  or» sin  (3t/;)  db  •••  db  r" sin  (ji^f)  (42). 

Will  man  nun  die  Kurve  bloss  in  solchen  Lagen  betrachten, 
welche  der  geraden  Form  AC  unmittelbar  vorangehen  und  nach- 
folgeo ;  80  bat  man  dem  Winkel  ^  einen  unendlich  kleinen  Werth 
sa  geben.  Bleibt  mm  bei  deo  ersleo  Poteozen  der  eebr  klein 
gedachten  Grosse  t/;  stehen;  so  hat  roancee^,  cos(2t/;), ...cos(n^) 
gleich  ]  und  sini|^ ,  sin (2^),.... ein (n^)  resp.  gleich  2^>...ii^; 
aieo  für  seiche  Wertbe 

Pi=±ar±ar^±ar*±^±r»  (43) 

P,=  (i:ardk2ar*-f  3orSi:...J:itr«)^  ....  (44). 

Ob  mm  die  sehr  kleine  Grosse  petitiT  oder  negativ  ge- 
nommen werde,  bat  auf  den  Werth  von  n^  =  AP  car  keinen 
Einfloss.  Der  Werth  von  p^-=zPM  benält  zwar  Tür  ein  posi- 
tives und  negatives  dieselbe  Quantitlt,  wechflelt  aber  da« 
Zeichen.  Hieraus  ist  klar,  dass  die  der  geraden  Form  AC 
nnmitteihar  vorangehende  Kurve  Ac^  gm  symaietllecb  ist»  mit 
der  unmittelbar  nachfolgenden  AC^, 

Bei  den  vorstehenden  Untersuchungeo  ist  vorausgesetzt,  dass 

das  beluuinte  Glied  A  =  ae^^'~^  der  gegebenen  Gieichung  irgend 

einen  von  Null  verscfiiedenen  Werth  habe.   Um  jetzt  das  Eigen- 

thümliche  des  Falles  anschaulich  zu  machen,  jvo  dieses  Glied 
dadurch  verschwindet,  dass  seine  Quantität  a=0  wird,  gebe  man 

ven  einer  Gleichung,  wie 

A-\-Ax'^  A  A  a:«-i+j:»=0  ....  (46) 

O      n*      m\-\  n— 1 

aus,  worin  die  Quantität  des  bekannten  Gliedes  A  unendlich 

klein  sei.  Diese  Gleichung  hat  liatärlich  n  Wurzeln.  VVird  der 
Werth  einer  solchen  Wurzel  in  die  x  enthaltenden  Glieder  sub- 
etltuirt;  so  moss  die  Summe  dieser  GHeder  dieselbe  unendlleh  ge» 
ringe  Quantität,  wie  mit  entgegetjgesetzteni  Zeichen  annehmen. 
Hierzu  ist  uflfenbar  nicht  nothwendig  erforderlich,  dass  die  Quan- 
tität einer  solchen  Wurzel  selbst  unendlich  klein  sei;  allein  es 
wird  unter  den  it  Wortehi  Immer  eine  Bewiese  AnsaU  geben« 
deren  Quantität  unendlich  Idein  ist.  Dies  leuchtet  ein»  wenn  man 

sieb  In  die  ▼omieliende  Gleichung  fiir  x—re^^"^  nur  Wertbe  von 
nnendlich  geringer  Quantität  r  substituirt  denkt,  oder  die  für  ir* 
gend  einen  Werth  von  9  entstehenden  Kurven  in  iliren  dem  An* 
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fan<;8puDkt  A  und  dem  onendlich  henaolibarten  Nult|iiinkte  O  zu- 
nächst liegenden  Anfangstbeilen  betrachtet.  Zu  «Icni  v«rli»\i;cu- 
den  Zwecke  führe  man  statt  des  Winkels  qp,  ncicher  von  der 
Einen  Karre  so  der  benachliarten  variirf,  aber  fiir  jede  einzelne 
Kurvn  konstant  ist,  einen  neuen  Winkel  ein,  weleber  mit  ^ 
durch  folgende  Bedingung 

a-|-ifi9=a<f  m^-l-sr  (46) 

oder 

verknüpft  iet,  wobei  einer  Variation  des  Winkele  f  von  0  bis  2ji 

«  —  «—  » 

«loe  gleichmassige  Variation  des  Wlnkab  ^  tob  ^ — bis 

a  —  o  —  » 

2  7i;-|--^^^ —   entspricht   Uierdurch  erhält  man  aus  der  ge- 

gebenen Gleichung  (45) 

/i  Äfl  cos  a  —  ar"» co8(a  +  m^)«|-lP«M-lÄ^  (47) 

0       0«  0 

/Issaaino — ar"  sin  (a  +  m^)  +  r'»+*-ßi  (48), 

0     0«»  0 
«rorin  die  GTieder  von  der  Höhe  (m-f-1),  (m -|- 2) ...  n  der  Kurze 
wegen  nur  durch  ein  einfaches  Zeichen  angedeutet  sind.  Insofern 
nan  für  m^f  nur  Werthe  einführt,  welche  sich  unendlich  wenig 
Ten  0,  2ä,  43S.».,  oder  für     Werthe,  welche  sich  unendlich  weni^ 

von  0.  ^*  ^»i»  unterscheiden,  indem  man  dieselben 

resp.  mit  0  +  ^^"^ -'-'^^^--^^  bezeichnet, 

kann  man  mit  jedem  Grade  von  Genauigkeit  cos(7/nJ0— l  und 
ein(mt/;)=m3i/;  setsen.  Dies  gibt  die  nur  lür  solche  Wertlie 
gültigen  Ausdrucke: 

=a  coea — ar™  Cosa  +  rnöif/  ar*"  »ino , 
0     0"*         0  m  0 

/^s=«  sitao  —  flf  **ina— iiiB^at*C08«+i**HÄt. 

0       0      »»         0  m  0 

Der  Voraussetzunu  gemäss  ist  a  eine  unendlich  kleine 
Grösse,  nimmt  man  nun  auch  r  unendlich  klein,  und  zwar  so,  dass 

ai«»s=a,  also  r=:  T  ~  Hrt;  so  weidoo  die  vorftsolisiiien  Aas- 
«•0  ' 

drücke,  wenn  man  darin  die  in  B,  und  nniUiplizIrten  Glieder 
gegen  die  unendlich  überwiegenden  Glieder  von  der  Uuhe  m  ver- 
nachlässig  t, 

/i=smdt(;asincx  (40) 

/•SS— siddraeosa  (50). 

o  o 


Digitized  by  Google 


419 

Am  dam  Vürstehenden  erMtt,  4mb  HIk  dfpsK<^  odM  fllr 

t^rsfO,  — ,  —  „..Öiull?  die  Kurve,  veno  tudi  niekt  vollkom- 

meii  durch  den  Nullpunkt,  doch  in  einer  solcheo  Nähe  an  demsel" 
ben  vorbeigehen  mute,  dass  Ihr  Abstand  Ton  diesem  IHinfcte  im 

V^ergleicli  zu   dem  Abstände   0^1=^ =ac»*     zriar^e»'"  tili» 

endlieh  klein  ist.  Für  ein  positives  geht  dieselbe  bei  einem 
gleichen  Werthe  von  r  durch  einen  Punkt,  welcher  im  Vergleich 
t»  A  hä  «iaen  «ndüehett  AMande  vom  MoHpimMe  Ii  eliion  auf 

OA  errichteten  Perpendikel  lie^t.    Für   ein  negatives  d^f  aber 

geht  die  Kurve  durcn  einen  auf  entgescengesetzter  Seite  von  OA 

alinlich  liegenden  Punkt.    Hieratis  foliit,  mit  Hezii^nahnie  auf  die 

l'rübereu  Untersuchungen,  daHS  es  zwischen  einem  solchen  positiven 

und  negativen  VVertbe  von  d^t  also  fOrin  Werthe  von welche  unend- 

.      ,  ^  9n   in    (m— 1)2«  „,      ,  . 

lieh  nahe  reap.  aaO, — »  — r*** '       " —  «•fc«*»  Wurzelo  der 

mm         m        ^  ^ 

leicbung  (46)  gibt,  der«ii  QuantitSten  nahem  den  «DeBdfich  kleinen 


y  m 


Werth  V  ^  haben.    Dem  Winkel   <p  enUprecfceii  hterflir  die, 

  » 

m  Werthe 

0  *  t  ^fi-JS  ^,iL-2  ,...Ä-2  ..(51). 

m  TU  m  m 

Dieses  Gesetz  nird  nun  tiicht  im  mindesten  alterift,  wenn 
man  sich  tlas  bekannte  Glied  A  der  gegebenen  Gleichung  immer 

kleiner  und  kleiner  werdend  denkt,  in  AugenUicke  des  Ver- 
AchwindeOS,  wo  man  die  tiloicliurig 

A  .x«-*+Ä*=0   ....  *  (53) 


erhält«  reduziren  üeh  die  mndlieb  kleinen  QuantRlten  der  eben 
betrachteten  m  Wnrselo  eeUist  auf  null.  Es  gibt  also  unter 
den  n  Worxeld  dieser  Gleichung  m,  welche  gleich 

null  sind. 

Eine  Gleichung  von  der  Form  (51)  enthält  aber  iosofern  eine  Unbe- 
stimmtheit, als  man  sich  den  Winkel  «  des  fehlenden  Anfangn- 

gliedes,  welches  fiir  keioen  Werth  dieses  Winkel»,  sondern  nur 
iur  den  anmiUirfen  Werih  seiner  Qnantitit  a  m  verschwinden 

vermag,  von  jeder  beliebigen  Grösse  denken  kann,  fflerdntcfe  wer* 
den  denn  ilaSt,  nieht  die  Quantitäten,  sondern  die  Wihltel  (51) 
der  eilen  untersuchten  m  Wurzeln  in  demselben  I^lansse  nnbfe- 
stimmt.  Die  Analogie  hierzu  spricht  sich  bei  der  geometrischen 
Oarstellnng  darin  aus,  dass  jetzt  die  beiden  Punkte  O  und  A  zu- 
»amroonfallen,  wodurch  der  N*illpankt  der  Anfangspunkt  jeder 
Knrve  wird,  sodass  es,  nn»  die  vorstehenden  Geaetae  zu  bewahr- 
heiten, willkfihrlich  bleibt,  welchen  Winkel  man  sich  unter  der 
driieee  m  denken  uWeUa. 
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Alle  biflherigeD  Untersuchangcn  haben  wir  auf  die  Bewegung 
der  Kurve  basirt,  welche  »ich  durch  die  Variation  der  (irüsse  r 
▼on  0  Ms  ao  llir  «b  konstant  «fluilteiics  q)  ergibt,  iodeiii  mm  auch 
dieses  y  tod  0  bis  27c  variirt  wurde.  DieselDMi  Thatsachen  ond 
daoeben  verschiedene  interessante  Beziehungen  stellen  sich  her- 
aii8,  ueun  man  jetzt  die  Bewegung  derjenigen  Kurve  betrachtet» 
welche  sich  durch  die  Variatiöo  der  Grosse  9  von  0  bis  Sas  för 
ein  koottuit  erbaltenes  r  ^Mtk,  indem  mao  miB  r  allnihlig  Fon 
0  bis  Qo  wadwen  ttaat 

Daas  eine  jede  soldie  Korve  eine  Im  tlcb  geschlomna  sefai 

muss,  welche  dabei  aber  verschiedene  ganze  ITmwindungen  oder 
Schlingen  bilden  kann,  leuchtet  sofort  ein,  weil  die  Wertbe  von 
fi  und      fflr  <p=i2n  dieselben  sind,  wie  for  9=0. 

Für  r=0  reduzirt  sich  diese  Kurve  auf  deu  Punkt  iodem 
■HUI  hierfiir  /i=acoe«  und     =aeloa  hat 

Bei  dem  jetzt  beginnenden  Wachsen  von  r  kann  mnn  diese 
Grosse  zuvörderst  so  ungemein  klein  denken,  dass  alle  übri- 
gen Glieder  in  den  Auedrficiren  für  /•  ond  A  gegen  daa  itekannte 
und  das  nidistfolgende  Glied  von  geringster  Dimension  fetschwin* 
den.  Ist  nun  die  niedrigste  Potenz  von  x  in  der  gegebenen 
Gleichung;  so  hat  mao  für  solche  sehr  kieioe  Werthe  von  r 

/l=acosa-fa7*eo8(cc-ffli9)  .  :  (53) 

0       0«"  «w 

/*^=asina-|-ar*stD(o4- m9)  04). 

00mm 

Hierdurch  ist  eine  Kurve  dargestellt,  welche  sich  in  m  aof« 
einander i a  1  lenden  Kreisen  von  demselben  Radius  or"* 

m 

um  den  Punkt  A  herumschlingt.  Die  wahre  Ge><talt  der 
Kurve,  unter  strenger  Berücksichtigung  der  vernachlässigten  Glie- 
der, wbd  eine  geschlossene  Spirale  yon  m  Windungen  sein,  welch« 

sich  nur  unendlich  wenig  von  der  Kreisform  entfernen.  Innerhalb 
aller  dieser  Windungen  liegt  der  Punkt  A,  und  da  der  Radius  die- 
ser Windungen  selbst  unendlich  klein  ist',  so  liegt  der  Null- 
punkt O  nothwendig  ausserhalb  dieser  ganzen  Kurve. 

Denkt  man  sich  jetzt  r  unendlich  gross;  so  verschwinden 
aün  Glieder  gegen  das  bOeliste  ^  und  man  hat: 

/i=:r«oos(ji9).  ^=r"  sin  (119). 

flierdnrcb  ist  wiedemro  eine  Spiral«  darcesteüt,  welch« 

sifh  nun  aber  in  n  der  Kr«i«form  nn endlich  nahe  kom- 
menden W^indungen  um  den  Punkt  A  herumschli  ngt. 
Da  der  Radius  r"  für  diese  Kreisform  unendlich  gross  ist;  so 
mvss  der  Nullpunkt  O  innerhalb  aller  jener  n  Win- 
dungen liegen. 

Bei  dem  Ceberganse  der  ersteren  unendlich  Itlefaien  Irreisf^tr- 

roigen  Spirale  von  m  Windnagen,  welch«  den  Nullpunkt  O  aus- 
scnliesst.  in  die  letztere  unendlich  grosse  kreisförmige  Spirale 
von  n  Windungen,  welche  den  Nullpunkt  etnscbUesst,  rauss  nun 
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(fieser  Ptankt  bn  Geesee  n  Mal  ned  aech  nicht  meiu  Mal  von  der 
Kurve  getrolÜMi  werde»,  waa  den  n  Wncseln  der  gegebe- 
nen Gleichung  entapricht 

Um  dies  nacbzuweiaen,  kann  man  einen  dem  fHlberaiii  gnw 

ihnlichen  Gang  ein«<(  hhigni.  Hierbei  zeigt  aich  sofort,  dass  auch 
hier  keine  benachbarte  Kurve  fiir  r  -f  cV  lAcder  mit  der  vorhef- 
gdieoden  für  r  einen  korrespondirenden  Punkt  gemein  haben,  noch 
aich  an  irgend  ehier  Stelle  in  der  direkten  Kiehtmig  Ihres  «fak 
aeibat  Hegenden  Elementes  fortbewegen  kann ,  dass  sich  also  die 
erstgenannte  Spirale  in  t>tet8  übereinander  her  laufenden  ZOgeo 
erweitern  uuiss.  Hierbei  können  übrigens  Spitzen-  und  Schlin- 
genbildungen vorkommen.  Die«e  stehen  in  ganz  ähnlichen  lie- 
ziehungen  zu  den  unmittelbar  vorangehenden  und  nachfolgenden. 
Kurven  wie  die  früher  betrachteten  Spitzen  und  Schlingen.  Die 
Untersuchung  hierüber  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  auf 
Grund  der  beiden  Gleichungen  (12)  und  (13)  in  Erwägung  zieht, 
daae  jede  neue  Kurve,  wi»  etwa  ...D^  aV.  iV^  I\  ...  In  Tar.Xll. 
fW.  19.  oder  Fig.  20.  auf  allen  früher  betracnteten  Kurven,  wie  ACx, 
AC<^,  ACi  in  den  Punkten  M^,  iV,,  Pj,  welchen  Ein  und  derselbe 
Werth  von  r  angehurt,  normal  steht.  Hierbei  ist  die  direkte 
Richtung  des  von  auslaufenden  Elementes  Mi  A'i  der  neuen 
Kwe  gegen  die  direkte  Richtung  dea  korreependirenden  Blenie»-' 
tes  der  Kurve  .1,1/,  stets  so,  dass  das  letztere  Element  um 
einen  rechten  Winkel  nach  der  Seite  der  positiven  Hoti- 
rung  um  den  Punkt  Mi  gedreht  erscheint.  Einer  Spitze  der 
Kurve  AC^  liegt  ateta  einemtse  der  Kurve  i^/>i  direkt  gegen^ 
Mmbt,  wobei  die  ei^^entlichen  Spitzenpunkte  Yon  beiden  genau  In- 
einanderfallen.  Wie  sich  früher  Spitzen  nur  aus  den  linlca  herum 
achwenkenden  Krümmungen  der  Kurve  AC^  unmittelbar  erzeu- 
gen konnten;  so  können  jetzt  nur  rechte  herum  laufende  Krüm- 
nranffen  d%i<  Kurve  A),  unmittelbar  in  Spitzen  ubergehen.  Bei 
den  {hieraus  entstehenden  Spitzen  hat  man  den  wiederkehrenden 
Schenkel  stets  zur  Hechten,  wenn  man  die  neuen  Kurven 
Dl  EiiD^Em...  stets  von  Ein  und  derselben  früheren  Kurve,  z.  B, 
▼on  ACi,  UBO  vom  Punkte  Mi  her  in  Richtung  ihrer  poaitiven 
Entatehung  durchläuft  Jetzt  geht  jeder  Spitze  eine  sich 

eoff  zusammenziehende  Krümmung  Di  Ei  voian,  und  es  foi^t  eine 
Schlinge  DgE^  nach,  und  es  ündet  nie  eine  umgekehrte  E«rachei> 
nung  statt.  Eine  aelcbe  SehBnge  erweitert  akfa  nun  bei  dat  Ha- 
wecnng  der  Kurve,  also  für  immer  grosser  werdende  r,  mebf  nnd 
mehr,  ohne  an  irgend  einer  Stelle  eine  rückg.ingige  Bewegung 
anzunehmen ,  und  niuss  zuletzt  den  Ausgangspunkt  A  aller  Kur- 
ven mit  umschlingen  (Taf.  Xli.  Fig.  21).  Nachdem  dies  geschehen, 
.hat die  Kurve  eine  ganze  Windnngum  den  Pnnkt  A  mehr 
bekommen.  Das  Verschwinden  einer  Schlinge  oder  ganzeo 
Windung  bei  positiver  Fortbewegung  der  neuen  Kurve  liegt  nach 
den  obisen  Gesetzen  in  der  Unmöglichkeit.  Die  Zahl  derselben 
kann  aldi  alae  nicht  vermindern,  aendem  nur  Termehren,  bia  dleae 
Anaahl  geworden  ist,  welche  den  unendllcjh  groaaen  Werthen 
von  r  angehört.  Da  eine  jede  dieser  zusammenhängenden  Schlin- 
gen oder  WirMltmurn  sich  zuletzt  über  jede  Gräuze  hinaus  erwei- 
tern muss  uuti  hierbei  niemals  rückwärts  schreiten  kann ;  so  folgt, 
daae  von  Jeder  der  acblieaalieh  entatehenden  n  Windungen  eine 
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jede  den  Nvllpookt»  aber  auch  nur  ein  einziges  Mal  trafen  muss. 
Hierdurch  »ind  die  n  Warsela  dar  Gleichang  vam  «tan  Grade 

nachgewiesen. 

Das  Zusainmenfallen  eines  Punktes  der  Kurve,  worin  sieb 
xwei  Windungen  kreuzen,  enUuricbt  dem  Fal^e,  dass  zwei  Wur* 
sein  vorbanden  sind»  walcba  bei  ?aracbiedenen  WarChan  tob  f 
dieselbe  Quantität  r  besitzen.  Fällt  ein  Spitzenpunkt  der  neaen 
Kurve,  welcher  zugleich  ein  Spitzen^iunkt  der  früheren  Kurve 
ist,  aul  den  jNullpunkt;  so  gibt  es,  insofern  diese  Spitze  nur 
Eine  auf  null  reduzirte  Schlinge  vertritt,  iwei  voUkomnien  gleiche 
WunalB. 

Wenn  diaa  bekannte  Glied  A  der  gegebeaea  Gleichung  gleldi 

null,  also  eine  Gleichang  wie  (52)  gegeben  ist;  so  springt  aus  dem 
mit  dem  Nullpunkte  zusamroenfalienaen  Punkte  A  sofort  für  die 
kleinsten  r  eine  Spirale  mit  m  Windungen  hervor.  Dieser  Punkt 
.ist  dalier  als  die  Reduktion  von  jh  solchen  Windungen  anzusehen. 
Es^ibt  also  dann  m  Wurzeln  gleich  null.  Die  früher  er- 
fTihnte  Unhestimmtheit  (ür  dieaen  Fall,  welcbe  darin  beruht,  daaa 
nau  nun  den  Winkel  cc  dea  bekannten  Gliedea  willkflhrlieh  oi^ 

o 

nehmen  kann,  was  eigentlich  m  Systeme  von  unendlich  vielen 

"Wurzeln  von  der  Quantität  null  herbeililhren  musste,  spricht  sich 

J'etzt  darin  aus,  dass  sofort  m  ganze  Krei sumf ii n ge  aus  dem 
'iuUpunkte  hervorgehen ,  und  derselbe  daher  wie  das  rnfache  von 
«nendKeh  vielea  Kurvenpnnfctea  sn  betrachten  iat. 

Man  findet  leicht,  dass  sich  die  Spiralkurve  niemals  wie  ilie 

früher  betrachtete  Kurve  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  kann, 
indem  der  Werth  der  goni<iin«'(ri.'5chen  Tangente  des  Neigunga* 
Winkels  ß'  der  BernbrungsUnie  an  der  neuen  Kurve,  nämlich 

=i? = -  #-= <^«t*»g  ß  

mit  Besagnabme  auf  die  Gl.  (36)  wohl  lur  die  Veründeriiche  r, 
Mkt  aber  fllr  die  Verinderiidie  tp  einen  kenataatea  Werth  an- 
BCbnien  bann.  Da  man  e»  also  jetzt  immer  mit  wahrhaften  Kur- 
ven zu  thun  hat;  so  sind  derartige  Erläuterungen,  wie  sie  früher 
bei  den  Fällen  der  geradlinigen  Kurven  nothwendig  erschienen, 
hier  ganz  flberflOssig.  Es  werden  sich  demnach  mittelst  der  Spi- 
vaÜBorven  auch  alle  reellen  Wuraela  der  Gleichung  mit 
reellen  Koeffiaienten  auf  eine  gaaa  anaweideotige  Weiae 
darstellen. 

Dagegen  ist  es  jetzt  möglich ,  dass  die  Spiralkurve  in  meh- 
reren auteinanderfalleudcn  Kreislinien  zusammenlauft. 
Wenn  der  vom  Nullpunkte   O  nach   dem  Mittelpunkte  dieser 

Kreislinie  führende  Strahl  durch  C0''^^~^=ccos]/4-csin|'.V^ — i$  also 
die  racfatwiakligeB  Koeidinaten  dea  letatwien  MlllelpaBktea  reep. 
durch  ccos>'  und  c  siny  dargeateUt  werden;  ao  würde  der  Radiaa 
12  dea  liai^iehen  Kreiaea 
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j  Ä=5  V^W  -  ccosy)*         esinr)*  (66) 

icio,  and  wenn  der  erwihote  Fall  fiberhaapt  eintreten  eotite» 
■Mite 

(/i  —  c  cosy)'^  +  (/i  —  c  siny)* 

fti  Ausdruck  sein,  welcher  fähi^  wäre ,  für  einen  gewissen  Werth 
mr  dsen  Ton  9  gans  uDahbangi^en  Weru  anauoelmien. 
Eotukk^  man  nach  geschehener  Substitution  der  Funktionen  Hlr 
/i  und  /s  aus  Gl.  (3)  den  vorstehenden  Ausdruck  und  ordnet  den- 
ulken  gehörig  nach  der  Gröase  9;  so  flndet  man  leicht«  daan 

• 

e=a,  y=u,  asO,  «sO«  a=0  ^=0  ....  (57) 

0         Ol         %  t 

Ü£  Dothwendigen  Bediogungen  för  die  Mugiicbl^eit  des  Torsteben- 
ies  Falles  sind. 

Hierans   folgte  dass   bei  jeder^  binomischen  Gleichung 

i4-d(»=:0,  oder  Äe^""*+r«e*'^^"**=0,  also  ancb  bei  jeder 

(ileirhung  ersten  Grades,  aber  auch  nur  bei  einer  solchen  Glei 
dtung,  die  in  Rede  stehende  Knr?e  einen  SfiiralkreUi  nm  den 
Ponkt  A  als  Mittelpunict  bildet.  Dieselbe  gebt  sofort  als  ein  n 
üiher Kreis  aus  dem  Punktet  hervor,  und  bleibt  stets  ein  solcher 
kreis  vom  Halbmesser  /?=r".  Die  früher  betrachteten  Kurven 
nerden  für  diesen  Fall  bekanntlicb  zu  lauter  geraden  Liulen, 
velche  von  dem  Mittelpunkte  A  jenes  Kreises  auslaufen. 


Bestimmiuig  de«  Integrals 

J  vv 


Von  dem 

iHemi  Hofrath  Oettioger 


Bekanndicli  ist  ein  Integral  mit  poaitiTcm  Exponenten  gleicli 
einem  üifferenziale  mit  denwelbea  n6^iti?en  Exponenten  nnd  am- 
gekehrt,  oder 

Hiemos  Im!  nno  folgende  Bedehmigen: 

Die  Darstcllunjjen  3)  und  4)  dienen  zur  Werthbestimmung  des 
oben  Torpeiegten  Integrals  und  zwar  dadurch,  das«  man  e«  auf  ein  In- 
tegral mit  ganzem  Exponenten  (hier  die  geirlilwiiehe  Integialform) 
serflckfillirt.   Man  erult  eofort  folgende  xirei  Cebefganf^o 
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Um  den  Werth  vonS)  za  bestimmen,  hat  man  folgende  Darstellnn- 
m  ftr  Düerentiale  mit  gebrocheneo  Exponenten  nutbig«  deren 
bMcMipg  kalMr  traUm  Sdmriafiskcif  mleriiagt: 


hl  diesen  Darstellungen  Utoeben  derKramp'schenBezeichnung 
4er  FaknlCites  l«l»=  1.2.3..^«'  ancb  die  von  Legendre  r(;c+l) 
=uM.^;r  auf^eföhrt,  weil  diess  in  Dentschland  mehr  ffsksnnt 

18  sein  scheint,  als  die  Kramp'scbe;  obgleich  die  Xegen- 
dresche  dem  Begriff  von  Fakult&t  in  keiner  ^Veise  entspricht 
and  sich  auch  zur  weitem  Bentttsnng  in  der  Tlieorie  der  Fsknl* 

täten  ganz  unbrauchbar  zeigt. 

^riiandelt  man  nun  die  erste  Ferm  in  6)  nach  7),  se  wird 


da  l-lU=:r(i)=  V»  Ut. 

Dvch  EinOhrong  diese«  Werdies  ta  5)  entetshi 


Au«  der  zweiten  Form  in  5) bat  inan  qacb  denbekauuteo  Hegeln: 


Wird  d  ieser  Werth  in  die  sweite  Form  von  5)  eingei&hrt  und 
wird  dann  die  Gleichung  6)  angewendet,  se  entsteht 
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weil  Hi>  =  jV*;r=r(i+l)  ist. 

Hiernach  hat  man,  wie  aus  8)  umd9>  hetVorgeM» dllfdl  vAMokie« 
deue  liehaodlung  des  Integrals 


f 


zu  ei  unter  sich  vcrc^chiodeue  Werthe  für  dasselbe,  einen  imaginä- 
ren in  \  erbiudung  mit  Logurithmeii  und  einen  reellen. 

Diese  verschiedene  Werthhcstimnnmii  beruht  nach  dem  Vor- 
liegenden darauf,  dass  man  nach  5)  zuerst  differeuzirt  und 
dann  integrirt  und  andererseits  zuerst  integrirt  uud  duna 
differenairt,  also  auf  einer  ▼erSuderten  Ordnung  und  Aoeftth« 
mng  der  vorgeschriebenen  Geschäfte. 

Setzt  man  nun  die  hier  begonnene  Behandlungsweise  fort,  so 
erhält  man  folgende  lotegrale  mit  gebrochenen  Exponenten  ana^: 


:  .  t  9 

:  i  : 

Aus  9)  aber  erhält  man:  # 


1.13  ' 
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(ftg)   1  —  J'^V^gg 


Beide  Darstelhmgca  (10)  imd  (11)  sind  besoDdm  F&Ue  too 
foigtndeo  aUgemeiDero: 

/r+P       r+e  i-J 

LioavUleCbatdaslotegray         inJoufn.  d.  fdcoU  polyi  T. 

Xill.  Cah.  21.  Pg.  161  und  lüi  behandelt  und  our  die  titeichuDg 
8)  und  den  ersten  Ausdniek  von  lü)  j^efunden.  Diesn  kommt  da- 
ber,  da88  er  nur  nach  ci  ii  er  Ansieht  dievorntehende  Aufgabe  nnfcr* 
nucht  bat,  und  zwar  dadurch,  dass  er  zuerst  diflTerenzirt  und  dann 
integrirt.  Die  Möglichkeit  der  zneiteo  ßebandiungsH-eii^e  »cheint 
er  übersehen  zu  haben.  Das  allgemeine  Get^etz,  das  hier  in  10) 
und  13)  angegeben  iet,  hat  er  nicht  entwickelt,  denn  er  blieb  bei 
den  zwei  ersten  Tntegralansdrückcn  stehen.  Die  Ausdrucke  Ii), 
12),  und  13)  finden  sich  in  dem  angeführten  Werke  aus  dem  an- 
geregten  Grunde  nicht  vor. 

Sind  nnn  die  hier  gefundenen  Resnltate,  wie  nicht  zu  bezwei- 
feln ist  und  wie  sich  noch  auf  andere  \Voi.so  darthun  ISsst,  rich- 

ä;,  so  werden  die  in  3)  und  4)  aufgeiylelUen  Gesetze  nicht  ohne 
e  BesdirStikung  hinznnebmen  selo,  denn  ea  kann,  wie  hier  vor- 
liegt, der  Fall  eintreten,  dass  die  Anwendung  des  in  ihnen  liegenden 
<>esetzes  auf  verschiedene  Resultate  ßihrt  Uiedurch  wird  folgen- 
des gerechtiertigt  sein. 

[Die  Ordnung  im  Differenziren  und  loto^riren  ist  nieht 
immer  plrichc^ültig.  Sie  kann  auf  verschiedene  Resultate  fiShren. 
Die  in  3)  und  4)  liegenden  Gesetze  sind  daher  mit  Vorsicht  zu 
gebrauchen. 

Die  Angabe  der  Zahlenwerthe  des  Ausdrucks 

C(l.  2,  ^....ry-^=:Ar  . 

in  der  Gleichung  13)  und  der  Fakultät  I**!*  verursacht  bei  lltwae 
höhern  Zahlen  viele  ftliibe.  Wir  gehen  bierGber  folgende  Zusam- 
menstellung : 

29- 
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A,  =1 

PI»  =1 

At  =3 

l«i»  =2 

A^  esll 

il«  srfiO 

A^  s274 

=190 

As  =Tm 

Ml  =790 

Ar  =13068 

lT|i  =5040 

=J09584 

=r40320 

A^  i=  1020576 

l»|i  =302880 

^,0=10628640 

iw|i =3628800 

iln= 120543840 

m  1=39916800 

Ji,ssJ48a442880 

l»Nis479001600 

19802759040 

lUiiseWOSNIBOO 

Ju=s2834fi5647300 
i4i5 =4339163001000 

^10=70734282393600 

|iM=87117829IS0O 

lii|i=  1307674368000 

iw|i=2092278g888000 

Ai  r = 1223405590579200 

l  »1» = 355687428096000 

J„  =  22376988058521600 

iw.» =6402373705728000 

^„=431565146817638400 

Pftis  121645100408832000 

4M=87ß2948O367616Q000O, 

lsoiis-2432902008176640000. 

Diese  Zablenwertbe  wurden  auf  zwei  vcrscbiedeue  Weisen 
bereehnet  viid  richtig  befandea. 
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■ettrilse  aor  Xtieorie  dw  wailratl- 

schea  Formen- 

Hem  Docior  F«  Arsdl, 

Iithrar  an  Gjrnuuuiiini  sa  StraUimd. 


Die  in  meiner  Abhandliin.;  Beitrag  zur  Theorie  der 
quadratischen  Formen"  (Orunert  Archiv  Xlll.  pag.  105  ff.) 
entwickelten  Resultate  führen  zunächst  zur  Auflösung  dreier  Uaupt' 
Probleme  über  die  Transformabilität  der  qoadratwcben  FormeD« 
welche  in  den  OioqniiiitioBllMMi  ArithmettcUi  nicht  zur  Sprache  ge* 
hfacht  werden. 

Erste  Aufgabe.  Sämmtliche  Klassen  der  quadrati- 
schen Formen  Ten  beetlmmter  Deternioanfte  sn  fin- 
den,  welche  in  das  Predttkt  «weler  -gegehene«  Pormev 
traneformnbel  sind. 

AvflSsung.  Man  beielclm«  dl«  gegebenen  Formen  durch 

Ihre  DetemlMBtn  dardi  d^dU  dae  grtate  geoieineehaftlicbe 

Maa.ss  von  a,  26,  ü  sei  m,  und  eine  ähnliche  Bedeutung  habe tit' 
in  Bezug  auf  die  Form/*;  endlich  sei  ly  die  Determinante  der 
gesuchten  Formen,  und  D  das  grDsste  gemeinschaftliche  Maass 
von  dm'tnf,  d'mm.  Sott  nun  die  Aufgabe  nicht  unmöglich  sein, 
M  IDU68  D  durch  V  theÜbar,  ud  der  Quotient  ein  Qiudrat  sein, 
weeebnlb  wir  Dssl^kk  eetsen,  wo  k  eine  peeitive  giue  2SaU 


4M 

bedeutet;  dies  Torausgesetst»  muss  jede  in  das  Prodakt  ff 
formabele  Form  jede  beliebige  aus  ^     auf  dieselbe  Weifte 

sammengesetzte  Form   eigentlich  einscnliessen,  und  umgek< 

iDisq.  Arithni.  Art.  2^39.  23&)»  und  daraus  ergiebt  sieb  fol 
^üsung  unserer  Aufgabe. 

Man  sueiie  eine  beliebige  ans  ftj*  in  Bezuff  auf  lieide 

men  direct  zusammengesetzte  Form  /\  welcbe  m  Determii 
D=^D'kk  haben  wird,  und  bestimme  die^Klassen  aller  Fol 
von  der  Determinante  />',  welche  F  eigentlich  einschliessen : 
Auli^abe  wird  hiermit  vollständig  gelöst  sein,  wenn  /*,  f  in 
Transformation  aus  F'  in  //*  beide  direct  genommen  werdeo 
len.   Will  man  beide  invers  nehmen,  so  legt  mau  eine  aas 
auf  ebeo  diese  Welse  susamineDgesetste  Form  sn  Grande, 
auf  ähnliche  Art  wird  man  eich  Terhalten,  weno  eine  der  Fi 
ff  f  direct»  die  andere  InTers  geoommen  werden  soll. 

Was  aber  die  Aufgabe  betrifft:  „die  Klassen  aller  Fol 
von  der  Determinante  £y  zu  iinden,  welche  die  geselieDe  Fi 
Fs=z(A,ß,C)  von  der  Determinante  Wkk  eigentlich  ei 
so  habe  ich  deren  LSsong  in  der  am  Eingange  erwähnten 
lang  gegeben.   Man  findet  zunächst  eine  endliche  31enge  vodFi 
men  {A*,B',0),  welcher  alle  die  Form  F  eigentlich  ein«*chliei 
den  Formen  eigentlich  äquivalent  sein  müssen,  und  es  bleibt 
bloss  noch  übrig,  dieselben  in  Klassen  zu  bringen.    Die  Bei 
nung  von  A\  B*,  C  wird  nach  folgenden  Formeln  geführt: 

wo  A'=(Uf  <  jedweden  positiven  Theiler  von  A-  bedeutet,  dessei 
Quadrat  A  roisst,   der  folglich  wegen  der  GleichuDij  fW—A^ 
=  D'Ak  in  B  aufgeht;  wobei  zu  bemerken,  dass  diejenigen  Ze 
iegungen  von  k  in  tu  zu  verwerfen  sind,  für  welche  B',  C  keij 
ganzen  Zaiiien  werden. 

Beispiel. 

/•=(9,  3,  29),  /'=(8,  2,  32),  d=d  ^z-m,  D=,-m,  j 

iy^~l  misst  />,  der  Quotient  ein  Quadrat,  nämlich  dOt  a|| 
Ac=:6.  Man  findet  Fs(4»2,64);  filr  1=1,  «ssö  wird  a 

Af=:i,  CB'^2  (mod.  4),  ^'=1,  3;  C=2,  4  resp.; 

fiir  1=2,  A=3  wird 

ZB'ml  (mod.  1),  B'=^Q,  C=7 

also  erhält  man  die  drei  Formen 

(4,1,2);  (4Ä4);  aOJ); 

welche  aber  nur  zwei  Klassen  bilden,  deren  Bepräsentanten 
(2,1,4)  sind. 
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Zweite  Aufgabe.  Zu  beurtlieilen ,  ob  e^ne  g6geb0B# 
Form  F'  in  das  Produkt  zweier  ebenfaUs  gügebener 
Formen /y  f  traosformabel  ist. 

Auflösung.   Mau  bestimme  eine  beliebige  aas  f,  f  difect 

zusammengesetzte  Form  so  z.  H. ,  dass  beide  K«)rmen  dir  c et 
in  ^ie  ('omposition  eifiijebcn,  und  unl<;r.suLlie,  ob  F  uuter  F' 
eigeotlich  enthalten  ii*t;  jenachdem  dies  der  Fall  ist,  oder  nicht, 
wird  V  io  ff*  transfermabel ,  oder  nicht  transformabel  sein,  unter 
der  Voraussetzung,  dafss  f  beide  direct  in  dieser  Transforma- 
tion zu  nehmen  sind.  Um  zu  linden,  ob  F'  auf  eine  andere  Weise 
in traDsformabel  ist,  wird  man  wieder  eine  aus  beiden  Formen 
mt  dieMibe  Wetoe  «mMiininiwgwctKte  Form  sa  Gnmdt  legen. 

\^  Dritte  Auf  nahe  Die  Form  P  ist  in  da*  Pro  duk  t /y 
auf  bekannte  Weise  transformabel;  man  sucht  sämmt- 
licbe  darauf  Bezug  habende  Transformationen  aus  P 

in  rr. 

Auflosting.  Man  suche  eine  beliebige  Form  F,  welche  aus 
f,  f  eben  so  zusammengesetzt  ist,  wie  F'  in  ff  transformabel, 
und  wird  dul>el  icugieicb  eine  Transformation  aus  F  in  //'  kennen 
leraeo,  welcbt  durch  p*P\  p'\  p'" ;  q,  q"*  bezeK»net  wer^ 

den  mag  (s.  m.  Abb.  Aiemoirc  sur  la  tneorie  des  formcs 
qaadratiques,  Archiv  XIII.).  Bestimmt  man  nun  alle  cigent- 
licben  Transformationen  aus  F'  in  F,  deren  Inbegriff  durch  a,  ß, 
r,  i  besAicbaat  ipsrde  (ArcbiT  Xlll.  pag.  105  €1),  and  macnt 

p^^^ßq,  p'^i^-HV,  iff*^fqpf^ß^,  p*^«f>*'+jJ9"; 
qs/p  +  d^.    q*^rp'^q\    q"=yp"+i*%  q'^^W^'^+^y*; 

so  wird  p,  p',  p''»  p'"j  q»  9'»  l^ibcgriff  aller  derTruns- 

formationeu  aus  in  fr  a^ö,  fllr  welche  f,f  auf  die  bekannt« 
Art  genummen  werdeo. 

Der  Beweis  für  dieses  Verfahren  folgt  aus  4en  im  Art.  239. 
der  Disq.  Aritbni.  angestellten  Betrachtungen,  die  hier  nicht  wie- 
derholt werden  soUien. 

Die  folgenden  Untersuchungen  bezieben  sich  auf  die  Zerlegung 
einet  auadfatischen  Form  F  fit  vwtA  andere  /*,  f,  deren  eine  ge- 
gdlren  ist,  während  die  andere  gesucht  wird,  wobei  alle  drei.Foir- 
neii  dieselbe  Detenninante  haben. 

1.  Lehrsatz.    "Wenn    die   drei  Formen        / ,  f'  die 
selbe  Determinante  J)  haben,  und  F  in  das  I^rodukt 
ff  dvreh  die  Substitution  p,  //,  ;>",  p'";  y,  7.  ry",  t/" 
transfornabel  ist»  so  wird  f*  in  das  Produict  aus  und 
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I 

der  Cntgegeitgesetzten  voo  f  durch  die  Substitution  ' 
—9',  p\  9^,  — P**;       — — y  traDslormabel  seio.*) 

Beweis.  Es  sei  \ 

Da  F  in  ff*  transforndMl  ist»  ind  alle  drei  Vwmw  dieMlW  IM 
terminante  haben«  so  eilitireo  die  folgeiideB  neio  Clflichniey 
(Disq.  ArilhoL  Art  m):  ^ 


pq  -qp'=^.  M"-«p"=ö'f  pV-^>''=*'-^ 
pY-9'p'"=^^>  p^q^-9"p"'=c;   g'g"-gf/'*^A.  ' 

Nan  folgt  ans  diosen  GleichaiigeD :  ^ 

p'pf'^pp^^c.  ^VWi»^=«;  w"-w»"=< 

■ 

lelglich  ist  (a',  6',  c')  in  das  Prodal^t  der  Formen  (A,B,C),  (ß^ 
—  6,  c)  mittelst  der  im  Lchrsats  gesagtea  SnbstUatiaii  tniinfa»] 
nabel  (Disq.  Arithm.  art  235.).  I 

Umgekehrt»  wenn  (a',  b',  &)  in  {A,ß,C)x{a,  —b,c)  traosfo^^ 
nabel  ist,  so  wird  (A,B,C)  in  (a,b,c)x(a\b',€0  liMsfbnHM^i 
•ein. 


%   Es  seieot 


drei  Formen  von  diraelben  Determinante  D,  M  das  grusste  ^  i 
meinschaftliche  Maass  ziriscben       ^23,  C  und  m,  m'  haben  eine  i 
ähnliche  Bedeutung  iu  Bezug  auf  die  Formen  f,  f.   Wenn  ouot 
Faus  fy  f  zusammengesetzt  ist,  so  hat  man belcanntlich  ^/=frtiii';l 
ferner  wird  auch  M  gegen  m'  prim  sein,  da  D,  die  Uetermioants  ^ 
dar  jmaromengesetsteo  Form,   das  grOaato  geroeiiiatlMdMicba 
Maass  awiscfaen  Dnifm\  Dmm  sein  masa.  —  Sind  also  F,  f 
gabeae  Fonaea  voa  derselben  Determioanta  D,  und  man  wmsot 
Form  von  eben  dieser  Determinante  finden,  aiis  deren  ZusammeD* 
Setzung  mit  /  die  Form  F  resultirt,    so  muss  M  durch  m  theil-  > 
bar,  und  der  Quotient  gegen  m  prim  sein.    Diese  Bemerlcun«; 
reditfertigt  die  Besebräukung,  welche  wir  in  der  nächsten  AuT* 
gaba  macMB  wecdan. 


*\  i£«  wird  von  jatst  an  nur  im  Hmiptftdl  lieUachtat,  wo  bei  dtr 
Znaamnicaiielsusg  odor  TiaoefenaaCiee  diu  Formea  dir  «et  geaoMM 
wsfdifU» 
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iegebeoe     Forneo     von     derselben  Determinattte 
M,  m  die  grSsitea  gemeiBschaftlicben  MaaM« 

troa  ii»  SB,  C;      9b,  e  teap.,  aad  —  iai  eine  gaaae 

ISahl,  prim  gegen  m;  man  sucht  die  Klaaaen  aller  For* 
men  /'der  aftmlichen  Determinante  I^t  aoa  deren  Ze- 
eaameneetavBg  mit  /  die  Ferm  i^reeoltlrt 

Anflusung.  Man  bestimme  die  Klassen  aller  Formen 
/^  =  (a'»  b',  c')  von  der  Determioaute  D,  welche  in  das  i'rodukt 
der  Fermea  F,  Ca,  —6,  e)  traaeferwithei  alnd  (eiate  Aurgabe), 
mid  beludte  nur  dlejenlgeo  M,  Ar  welche  daa  grOeate 

gemeioacludUleke  Maaae  ^»1»' bähen;  klaaaias^ 

teren,  so  wird  die  Au%al>e  geUtet  sein. 

Dcea  da  /*  in  daa  Prodafct  F>^(a,  c)  tranaformabel  let, 
eo  moaa  F  in  fx{a,b,e):sff  traiiefermahel  sein  (erster  Lehn» 

satz);  nun  ist  aber,  da  mf  gegen  m  prim»  die  Determinante  von 
t\  nämlich  D,  daa  grUsste  genieinschaftlicbe  Maass  von  Dm'm', 
Dam,  folglich  F  aus  f,  f  zusammengesetzt.  —  Unigeliehrt,  wenn 
f  nU  f  iweairnneageaetit  F  herrorbringt»  ao  mnsa  f  in  F 
>«e,  — e)  liaMmeaM»  «m1  daa  gemelaachaftllehe  Biaaee 

▼OD  a*,  W9  ff  Bothweodig  gleich  —  sein;  folglich  giebt  ea  kdnf 

Kiassen  von  Formen  f,  welche  durch  das  gelehrte  Verfahren 
■Idbt  gelasdift  «OrdeB. 

In  Bezug  auf  die  Anwendung  dieser  R^gel  werden  nech  fol« 
gende  Bemeiknngen  ven  Nnlaen  aain. . 

Um  die  Formen  f  von  der  Determinante  D  zu  finden»  welche 
in  Fx(a,  — b,  c)  transformabel  siud,  bat  man  zonXchst  F  und 
{a,  — b,  c)  zusammenzusetzen.  iNe  tesnttlrende  Form,  welebe 
eJTenbar  die  Determinante  Dmm  haben  wird,  heisse  ^=(^,Bktf). 
Hierauf  sind  die  die  Form  ß  eigentlich  einschliessenden  Formen 
von  der  Determinante  D  zu  bestfmmen.  Za  dem  Ende  bat  man, 
111=5  In  gesetzt, 

Daa  grSeeto  gemelaecbaftlicbe  Maass  von  21,  C  ist  belcannt- 
Ikh  Wm^nSn^,  ndthb  afnd  1,  3»,  €  iinnitllcb  durch  nm 
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fbeitbar»  also  auch  ~  einh  ganze  Zahl*);  hieraiw  etgie^ 

tf*  tu'  In'   mi'  mu 

ganze  Zahlen  hein  werden,  welche  Zerlegung  Ten  m  'm  ktuä 
wandt  werden  mOge.  ^^uu  bat  man 


fölglich 


wo  für  9  die  Zableo.  0,  1,  2,....tc-^l,  «der  Oberhaupt  alle  i» 
H  faicoDgnwnten  Werthe  an  iwlinien  rind,  und  man  findet 

im     um  '  mm 

folglich  sintl  a\  6',  c'  für  jedwede  Zerlei^ung  von  m  ganze  ZaJ 
leii.  Die  Berechnung  reducirt  «ich  somit,  nachdem  die  Fof 
gi^(H,Jlö,€)  gefunden  worden,  auf  die  folgenden 'Fonneln: 

wobei  zu  bemericen,  dann  c^  nacb  nach  der  FotmI  — ^ 

gefunden  wird ,  wenn  nur  u'  nicht  verschwindet 


*  '  'Unter  den  '  an€  diene  Welse  bereehneten  Fomwn  /! 
deren  iMengc  offenbar  der  Summe  aller  Tbeiler  tob  m  gleicl 
kotamt,  sind  diejenigeii'aumwerfeny  fllr  welche  das  grussti|( 

nmisschaitllciie  Maass  von  a\  2b',  &  nicht  gleich  ~  Ist*  vm  i 

m 

übrig  bleibenden  in  Klassen  zu  bringen. 

Zu  bemerken  ist  noch»  dass,  wenn  m==l,  d. b«  /"eine  dM 
lieh  primitiTe  Form  fst,  die  Form  S  ^  l>etemilnante  D  cnm 


•)  ^'i«i  eine  gaosc  Zahl,  fblgKcb  ^  ebenfalhi,  wm  m  vagndt 

wena  aber  m  gerade,  tu  hat  man   *  niithio  —  wiederes 

ÄWWÄP     s  IHK 


•lae  ganseZahl. 


-Sil« 
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^  ( 

folglich  mit  f  eigentlich  fiquiTalent  ist ,  was  auf  folgenden  im  Art. 
^41».  der  Disq.  Arithni.  auf  anderem  \Ve^»e  gefundenen  Satz  (lihrt; 
,,\Venn  t\  f  zwei  Formen  von  denselben  Determinante  »ind,  de- 
ren letztere  eigentlicli  primitiv,  so  giebt  es  immer  Formen  der 
nSmlichen  Determinante,  ai»>  ideren  Zaaamneiwetzung  mit  f  die 
Form  F  re^ultirt;  aber  sie  gehören  alle  in  eine  Klasse,  in  wel- 
cher .sich  auch  die  ans  F  und  der  £BtgQ|(eilg0SeUt0D  Ton/zo* 
samtueugesetzte  Form  befindet 

BeUplele. 

1)  F=(!2,  6,  24),/'=(:j,  ü,  84),  />=  -252. 
Wim  ist  M^Us  »ad*  aka  WsU.  Mab  findet 

^==(3«,  -54,  144). 

darmw- 

(i^,  ^.  cO=(4.  -18.  144);  (36.  -18,  16j|j   (36,  -6,  8); 

(36,6,8). 

Für  alle  diese  Formen  ist  m'=4;  aaeh  gefaSren  sie  ia  veischie- 
dcne  Klasaeii,  deren  Repräsentanten 

(4,  9,  64);  (8.  %  33);  (8,  -2,  32);  (16,  2,  16) 

eind. 

S)  Fs=(aO,  5,  -30),  -I,  -104),  Di=m. 

Hier  ist  if=10,  »i=2,  also  m'sS«  l^lan  findet 

Ar=(190,  -70,  «9. 

daraus 

^     (o',     c')=(30.  -35.  90);  (130.  — 3B.  8)?  (190.  25. 0), 

Die  erste  und  dritte  dieser  Formen  sind  zu  verwerfeD»  also  bleibt 
(120,  —35,  5).  ireleie  mit  (5,  25,  0)  eigenilieh  iqaivaieat  ist 

I 

4.  L€hT$aix.    Indem  die  in  der  vorigen  Aufgabe 

angegebenen  Bedingungen  beibehalten  werden,  so 
giebt  es  immer  mindestens  eine  Klasse  von  Formen, 
aus  deren  Zusammensetzung  mit  f  die  Form  F  her- 
Tergeht 

Beweis.  Wenn  die  Form  ^>  C)  oieht  sclion  se 

bescbaffen  ist,  dass  -^^^  ^  relative  frlmsaUen  sind,  so  be- 
haupte ich,  dass  man  immer  eine  mit  j  eigentlich  äquivalente 
Form  finden  kann.  fOf  welche  diese  Bedingung  Statt  hat.  Es 
sind,  am  dies  daiBttthan,  swei Fälle  su  unterscheiden. 
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i.  S  «ei  ans  einer  etgeotfidb  fMtfM  9tm  jy»,  €^ 
wbfftkitut.   In  dwMiB  Falle  bt 

«•=»;' 


~  (Mm)*  -^{MÜ^^MAt' 
Durch  die  eigentlich  primitive  Ferm 

kunnen  nun  unendlich  viele  Zahlen  dareestellt  werden,  welche 
get^en  jede  gegebene  Zahl  prim  sind  (Disq.  Arithm.  art  228.), 
und  man  Icanii  annehmen,  aaaa  die  Werthe  ?od  as  und  mit 
Haute  derea  dies  gescbiehlt  idatf ve  Priaiehlen  sfaid*);  eeeel  aleo 

«I  prim  gegen 

durch  die  Substitution  a,  jj,  y,  S,  fÖr  welche  oÄ  — /Jy=l,  wird 
man  (^o,  in  eioe  eigeotUcb  äimivaleiite  FQrm  {Z^, 

d^)  verwandeln,  und 

werden  ebenfalU  eigentlich  Iqaivalente  Formen  sein.  Jetzt  mÜMen 

JBin  Im 

relative  Primzahlen  sein.  Denh  hXtten  sie  einen  Primtietor  ge- 
mein, 80  vrarde  denelbe  in 

9  ihn 


Wäre  • 

^•a«  +  2ö<»«y  +  €°yy  = 

prim  gegen  die  gegebene  Zahl  /,  so  da««  a  und  /  daa  gr. 
^  h Altan,  ao  «imle,  0=./ia*,  Y=^/*y"  gecctzt, 

ohwMia  pt^B  gegen  pri«  gegen  «ein. 
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ansehen*  wUmid  pilm  Igegon  gtmnmmm  «rardft.  Alto 
ist  ^  eine  Pom  voii  der  Tarlangten  Eigenschaft. 

II.  S  <^'^>'>®i'  uneigentUcb  prtnüUfai  Fam  (XSi^^tC^ 

abgeleitet  lu  diesem  Falle  ist 

«»«r^-s 

f*-  ?*• 

4Z) 


Ihndi  die  Fem 


2>  Site -f  Wi9<f  ]- €^ 


werden  Zahlen  dargestellt,  welche  gegen  jgj^   prim  sind,  so 

da«  arscty  ys/  keinen  gtmeiaaehaftUchen  Faktor  haben;  eine 

selche  Zahl  «ei  IVansfonnlrt  mmt  mm  {V,  Jb^*  C^) 

dmch  die  SnhatitRtleB  u,  ß,  f,  6,  Or  welche  mf^ts^l,  in  C^«; 
J>^,        no  sind 

a  und  (^MmTi^,  ^MmJ^"^,  ^JlfmC^) 

eigentlich  &(|oivalente  Formen»  und 

Mm    -2^'  ^ 


relative  Prinaahlen,  da 

ist  Die  Form  ?on  der  geforderten  Eigennehaft  ist  also 

Da  nun  jede  mit  S  eigentlich  äquivalente  Form,  ebenso  nie 
ß  selbst,  aus  f,  f  zusammengesetzt  ist,  und  in  der  Aufgabe  3. 
Jede  beliebige  aus      f  suammengesetet»  Perm  an  Gnmde  ge- 
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legt  werden  durfte*  eo  sei  3r=(3l,       C)  eine  Form  der  Art, 

21     22>  "» 
das*  Jg^y    jg~  keinen  Faktor  gemein  babeo. 

Dief«  voraasgesetzt,  wird  unter  den  in  3.  gefuodeoen  Formea 
immer  dieieuige  mit  f  zusammengesetzt  F  geben,  welche  dardk 
die  besonderen  Wertbe  (=m,  p^O  iierrorgeht,  ntmfidl 

die  Form  (^;r»  ^  '^»  IZT^  C  das  grusste  ge- 

mm       IIB  fmm  m 

meinschaftliche  Jdaass  m'  babeo.*) 

Uebrigeos  ist  so  bemerken ,  dass  man  solche  Wertbe  fna 
x^n,  Sf=y>       deren  HüUe  die  primitive  Form 

einen  Werth  erlangt,  welcher  gegen  eine  gegebene  Zahl,  oder 
deren  Hälfte  prim  ist,  nach  einer  besUmmton  Methode  findeQ 
kann,  wpraber  art  22&  der  Disq.  Arithm.  zn  Tergteldieo. 

BeispleL  Ist 

F=(I20,  -70,  20),  /-^Ce,  -1,  -^104), 

wol>=:625,  Af=10,  in=:2,  fii'=:5,  so  findet  sich ^(120,  —70,  20) 
ans  der  uneigeotlich  primitiven  Form  (12»  -*7,  i)  abgeleitet;  mi 

da  jg^*  jff'  Factor  2  gemein  haben,  so  ist  ß  zu  transfor- 
miren.  Zu  dem  £ode  ist 


onimt 


prim  gegen  80  zu  nehmen.  Dieser  Bedingung  ^enOg 
p,  d  unn  man  resp.  ssl,  i  setsen;  daaurcn  kommt 

C»^  05%  5,  0),  ^=(60).  SO,  (fii 

folglich  f=:(lS&,  25,  0),  wofar  man  die  Rednchrte  (5,  0)  an- 
wendien  kann. 


•)  Es  iit 

Msisi'    Jim*  mm'    M  ' 

folglich  M'  das  gröMte  goraeintchaftltehe  MasM  W9m  -^j^,  ^ ;  aai  ia 

danelbe  in  (T  iinfgeht,   indem  C  durch  Mm^nmm'  ÜiPilbar  «o 

wird  c«  auch  da«  gr.  gem.  \laa«t  vun       ,  -S  »  ^  «cio ;  o.  e.  d. 

SMS     m  * 


» 
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5.  Wenn  ma«  «fie  Fonii  ^  =  (3,  35,  C)  so  wihtt,  das« 

--  ,  -jy.  keinen  Faktor  ctimein  liahen,  so  gewährt  dies  den 
Jam  Ja 

Vortheil ,  dass  man  die  Menge  aller  derjenigen  in  3.  aufgestellten 
Formen,  welche,  mit  /  zusammen«^ ei»et2t,  F  geben,  a  priori  be- 
■timmeD  kaBD.  Zur  Abkürzoiig  bezeichne  man  den  Coroplez  aller 
in  3.  aufgestellten  Formen  dureh  Sl,-.  4en  Complex  derjenigen 
unter  ihnen,  ans  deren  Znaammeusetsung  mit  /  die  Form  F  reeuh 
tirt,  durch  cük 

bt  /'»(a',  bi',  €*)  eiM  FomM      ao  hat  man    •  > 

5^==*^*«*'   m'  =  ^.  +2^Äfli»«• 
« 

und  eine  solche  Form  wird  in  »  gehSM«  sobald  diese  drei  Qlie- 
dar  kelaea  -Faktor  gemein  haben. 

Diese  Bedingung  erfordert,  dass  u  gegen  das  dritte  Glied 
pfhn  Ist,  da  -jg-  den  Faklir  ir  enthält      Umgekehrt,  wenn  u 

gegen  das  dritte  Glied  prim,  so  haben  die  drei  Glieder  keinen 
geaMhwchafUioben  •  JTakto».  Denn  hätten  sie  einen  PrimflUrlor  p 

gMtfleln,  so  konnte  derselbe,  da  er       und         nicht  zugleich 

BMssen  kann.  In        nicht aafgehen,  ufiaste  »  messen,  was  nn- 

31 

mugiich«  Koch  wird  bemerkt«  da^s  jq^*  n  keinen  Faktor  gemein 
haben,  indem  u  ein  Theiler  von  -jj^  ist 

S^tMB  wie  ,aJso  nur  AbkOrauig 

*m=*''  Äa=^''  Mk-^'' 

und 

so  ist,  damit  f  in  den  Compler  «  gehöre,  nofhwendig  und  aus- 
reichend, dass  Z  und  u,  oder,  was  hier  gleichviel  gilt,  IK'Z  und 
u  ,  keinen  Faktor  gemein  haben. 

<k  Die  Angabe«  f  der  vorhergeheiAlen  Uedingang  geniäs« 
SU  bestimmen,  »ist  idoh  Tereinfachen,  wennman  vonderuleichiNig 


Digitized  by  Google 


410 

1  r  iDfli 


ist  Dabei  sind  folgende  F&Ue  so  nnterscbeiden. 
1)  WeM      gvnde  tot,  m  hat  m 

und  findet  die  sämmtlicben  Werthe  von  p  unter  weiche  Zprim 
gegen  u  machen,  nach  folgender  R^el,  deren  Grund  leichi  er- 
hellt. Man  beattoune  alle  Warthe  Ton  s  BwilMhes     f  «  omI 

•f^tt«  für  welche  ''""^jp  P^>"^  gegen  u  wird,  hierauf  iiir  jedeo 
dendbcD  ehio  entopiecheade  Zahl  q  mittelst  der  Congmeas 

zwischen  0  und  u— 1  ind»  Dar  Wartha  ?oo  q  alad  also  eben  aa 
viele,  als  der  von  z.  ^ 

*2)  Wenn  Ji^i  ungerade,  u  migarade,  so  sacha  man  alle  s 

1              1  4/>/* 
zwischen  "^2       *^  **  gegen  u 

wird ,  und  bestimme  die  jedem  einzelnen  x  entsprechende  Zahl  f 
auö  der  Cougruens 

83IV5s-a»'<  (med.  ») 

«wischen  0  und  »—1  lacL,  walehe  Aufgabe  fanmer  müglich  imd 
bestimmt  tot  Der  Werthe  tob  q  atod  wlederem  ehmao  Tiale 
ala  der  Toa  s. 

3)  Wenn  Jb't  ungerade,  u  gerade«  so  Icann  Z  für  keinen 

AD 

Werth  fon  q  prtoi  gegen  ti  werden,  aohald  -^jpsl  (med.  8.),  da 

AD 

dann  Z  stets  den  Faictor  2  enth&lU  —  Ist  aber       s5  (med.  B) 

tal  welchem  Falle  Z  für  jedeS  p  ungerade  wird ,  so  bestimme  man, 
«sSm«'  gesetzt,  wo  u'  ungerade,    zunächst  alle  z  zwischen 

—  ^ti'  und  +^ti',  welche  z* — ^ prhn gegen  m'  nwchens  dieae 

Werthe  seien  2',  t",  z^,  etc.,  ihre  AniaU  t  Secht  »an  btoranf 
den  jedeamallgen  Werth  von  s  nater  «,  weidier  je  einem  der 
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Werthe  x*»  x",  2"  etc*  nach  dem  mod.  tc"  und  je  einer  nngeradeo 
ZM  «ntar  31^  nach  dem  raod.  2^  congnient  bt«  «»hat  man  all« 

%  anlvr      Air  welche  |^x« — gami  nad  ptin  gogen  ti 

.wfa>d.  Die  Menge,  dereelbeo  ist  Endlich  wird  man  in  jede« 
s  nwel  Werthe  ton  9  nnlar  m  mittelit  der  CoagiMai 

Wq^%^X>'t  (mod*  tt) 

finden,  so  dass  also  die  Gesanrnteengo  aUer  Werthe  von  o  In 
Falk  gleich  2/>^  iat.  • 


7.   Die  drei  vorhergehenden  Fälle  Hihren  also  nur  auf  eine 

1 

An%ahe  snräck«,  nlünlich  alle  Werthe  von  %  siriachen  —  ^nund 

+  zn  finden,  für  welche  2^ — L  prira  gegen  «wird.*)  Die  Auf- 
Ifioang  deraelben  beraht  auf  dem  leicht  an  beweieenden  Satse; 

^t  u  das  Produkt  der  Zahlen  u',  u",  v!"  etc.,  welcbe  pa^ 
welae  prim  gegen  einander  eind;  bedentet  dann  2!  jedvreden  Werai 

foa  s  iwiscben  -^^u'   und   -f^**'»   ^  welchen  s*— L  prim 

•  1 

gegen  n*  wird,      Jedweden  Werth  von'i  B^iechen  *--}«^  vi' 

-f^ai^»  ftr  welchen  1^— X  ptim  gogen  W  wird»  vu  m.  U  lad 

nimmt  man  endlich  x  zwischen  und  -f^^       daaa  es  den 

Zahlen  sf,  tf\  etc.  nach  den  Modnhi  vt,  vft  raap.  eengment  wird« 
«0  iat  s  der  Inhegrif  aDer  Werthe  nwMiea  — j^ai  md  «|-^  flr 
welche  1*— I»  prim  gegen  «  wird.** 

Hieraaa  folgt  ferner:  Ist  ^«  Blenge  der  s',  die  Menge 
der  z".  r'  die  Men^e  der  if"  etc»  eo  wird  das  Produkt  nVw. 
^Üe  Menge  der  s  aein. 

Man  denhe  eich  nun  atatt       u^,  u***  etc.  die  Poienaen  der 

Primfaktoren,  In  weiche  u  aufgelost  werden  kann;  es  sei  u'tsip^, 
Ist  p=^ii  80  kann  man,  damit  — L  prim  gegen  2^*  werde,  fÖr 
2  nur  gerade,  oder  nur  ungerade  Werthe  «etzeu,  je  nachdem  L 
resp.  ungerado  oder  gerade  Ist,  Ifolglicb  ^-^^^-y  Ist  p  ein 
ungerader  Primfaktor,  und  L  ein  Nichtrest  desselben,  ao  darf 
für  2  jeder  beliebige  Werth  zwischen  den  obigen  GrSnzcn  gesetzt 
werden,  folglich  i'^ji".  lat  L  dorch  p  theiibar«  ao  mtiaaen  alle 


^)   Im  erate«  Falle  ist  Lrsi-g^f   in  4«  beiden  andern  Z.  =  -<~-  , 
•ad  rat  letxim  Falle  nbstdlss  n«  an  d»  Stolls  voa  u  aa  tetsea. 
Thstt  IV. 
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« 

t  prini  gegen  p  poin ,  folglich  J'rrp^-»  (p— 1).  Ist  «ndlich  X 
Rest  Fon  p  (ilurch       nicht  theilbar),^  so  bät  die  Congmens 

iT-M^O'^iljpil^  s«r«fr^W^ra^|L  swii^ii  ^  |>  ^  und  +  i 

Ii 

Hiermit  ist  die  Menge  aller  2  zivindien  —  g*ti  and  -f  ^u, 

folglich  auch  die  Menge  aller  q  zwischen  0  und  tf  — 1»  für  weiche 
Z  prim  gegwi  wVlH,  vollkommen  t)<?stimmt.     *    '  ' 

ByUpf  el.  iHtaf  siiclit  alle  ^  unt^ir  50,  Air  welche 

I 

prim         tX)  wird.  Hlcir  bt 

ifr=it(22e--ll)*+ 275], -275  =5  (mod.  80}  ' 

aÜo-hdt  -Mto  dee  diilleB"Fall'  detf  vorigen  Paragraphen.  Die  Gm^ 
gruen/  z^  f  275=0  (mod.  3.)  hat  die  Wurzel  i  =  — 1,  275 
durch  5  theilbar,  folgJich  z—ü  (inod.  3.)  und        .2,  —»I,  «l-t« 

•f2  (med.  5.)  und  =1,  3  (mod.  4.);  mithin 

2S^— llsi  (mod.  60.)  «ifbt 

«»2.  5»  a  14,.  17«.  20,  26,  39,  32,  36 v  41,  44,  47,  ^,  »9. 

8.  !Es  Mi  Yion  7/i::i::P^;  we  P,  Q  lebflre  PrimsaMen  sind. 

Wie  leicht  erhellt,  liiidet  man  alle  Tbeiler  von  m,  wenn  man 
jeden  Theilor  von  P  mit  jedem  Theiler  von  als  Faktor  verbin- 
det. Die  Theiler  von  P  seien  p,  p\  p"  elc;  die  Theiler  von 
IQt  q',  fj"  etc,;  ferner  ImNEetdkne  man  die  Mengen  der  Formen 
im  Complcx  (D,  welche  den  Theilorn  q  von  m  entsprechen, 
resp.  durch  |,  und  lasse  l\  ?/;  J",  etc.  eine  ähnliche  Be- 
deutung  kab(?n  in  Bezug  auf  p\  q' ;  etc.    Die  Menge  aller 

Formen  avi»  «,  wi^be  durch  Anwendung  der  Theiler  yw,  qp\ 
an"  etc.  entstehen.  Ist  offenbar  i^HS'^l") ;  eben  so 
die  Menge  aller  Formen  ans  w,  welche  durch  Anwendung  der 
Theiler  q'p,  q'p',  q'p"  ct( .  hervorgehen  u.     w.,   fotgU(£  die 
Menge  der  s&mrot liehen  Formen  in  a> 


Eine  Ähnliche  Formel  erhält  man ,  wenn  m  aus  mehr,  aJa  swei 
Faktoren,  besteht,  and  wir  gelangen  sa  dem  Satie: 

„Es  sei  m  das  Produkt  beliebig  vieler  Faktoren  /*,  Q.Retc, 
welche  paarweiae  prini  gegen  einander  sind.   Beseichnet  inan  die 
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[eft^HT  l^'ortneti  äus  »v«4cfee  durch  AtuwntiuDg  4er  slinmt- 
lluStttmmP,  4er  toa  Q,  der  veii  e«c.  raiNüttr^ii,  fvsii. 
8,  £,  6  ete^  die  Menge  aller  Fomee  in  m  ibmattM 


t 


9.  Man  denke  sich  jetzt  unter  P,  die  Potenzen  der 

Prin/aktiTTen ,  In  tvciche  m  aufeeltist  werden  kann ,  so  dass  f*=2» 
)h=0  ^esetBt,  n-enn  m  uugerade),  Q=s««,  Ä=bi^,.... ,  und  unter- 

iMe  fblgenUe  Fflile« 

I 

I.  seien  beide eigiiitUcbpnnifiveDFonneD4leriFirl^b^^ 
hle^f  m>  '  2^  g&nze  Zable«  sind;  die  Formen  in  o  eind 
«fteotiilis  aus  e^entUcbeo  FonnMi  derivirt 

II.  F  sei  au«  einer  uneiffentiiclien ,  f  aus  einer  eigentürhen 
F»riD  (lerivirt.  Dann  sind  die  Formen  in  ta  aus  nneigentlicben  Für- 

pn  derivirt;  fereer  -jg^  'lanzeZahleo«  die  ietsteie  eeogroent 
l(iifid.4),  jft'  «i9BfMto|d»teer-^s-^»^-^,seiMee^ 
ivade,  also  m,  weichea  prim  gegen  —  ist»  nothwendig  unge- 


11^  Wenn  f  «m  einer  oneigeBtiichen  Form  abgeleitet  ist»  ee 
«UDtiiselbe  tfir  F  gelten»  w^»  wenn       eine  .ganteZebl  wEre 

tf~V^  Vm/  ^  ^cnfiille  aein  mfleete.  In dieeem Falle  Ist 

■^era4«,  m  gerade,  folglich  m'  ungerade,  und  die  Formen  aus  cb 
^  eigentlichen  Forfflen  abgleitet. 

C»MiA«b«itippea»eel<«ereti»c:4^  ^vo  A<a  ;<=^A«r-A|^^. 
•Wdeii  FftklM*  a  imfcalt^n,  folglich  ^  ,  -^^.i-  ebenfalls;  in 

<l«E  Fällen  l.  und  III.  ist  fforadp.  in  II.  J^'t  unfjcrade,  w  iinge- 
^\  daher  die  Menge  der  dem  Tbeiler  4^  entsprechenden  For- 
•*asÄA-i(a—i)  (7.)  —   Ui  u:=iCi\  so  enthSit  i  den  Faktor  a 

M^iai  FaMe  Iii  ^"^^'(^^^         o^«'  Nicbtrest,  oder 

AD 

Wlfacliei  Toa  mit  zngleieh;  daber  die  IMleoge  der  dem 
^^e*  entepiecheodea  FenneB  =a«-i(A— 1>»         1»  d  ge- 

'^t,je  nachdem  ^i^,  im  Falle  L,  in  den  l  ällei)  II.  und*  III. 
'Wkbest,  Vielfaches  oder  Rest  voa  a  ist  Hieraus  folgt : 


^Älf  «-1 + a(a-I)+tt«(a— 1) + ....  +  <v»-*  (a— 1) + a— *(a-«) 

=(r^*(«-t  +  I). 


Um  S  zu  bestimmen ,  wobei  nur  die  Fälle  I.  und  III.  in  Be* 
tntcht  kommen,  hat  man  in  1.  iur  jeden  TheUer  ^  die  Menge 
der  Foiwett  fiolglieh 

Ä=l  +2»  +  2* + 2*  + ....  +  i'-^Ä»'. 

Im  Falle  III.  hat  man  Ulf  jeden  Theiler  2\  wo  X<v,  ehe», 
falls  die  Menge  2^-*  (da  t  gerade),  folglich  die  dem  Inbegriff  der 
Theiler  1,  2,  2^....2'-»  entsprechende  Menge  2»^'.—  Dem  Thei- 
ler 2*  (für  welchen  '^'t  ungerade)  entsprechen  keine  Formen,  wenn 

^sl(mod.8.).  Wenn  aber  ^=5(mod.8.)>  so  kommt  die  Menge 

2»  hfaisn  (Tergl.  0.  und  7.).   ^  Ist  also  im  FaUe  Iii  jr=2^>» 

4Z> 

oder  s2»-i-f  2^,  jenaefidem  ^^i^l        5(mod.&>  bt 

Fasst  man  alles  Vorbergeheode  msanraien,  so  erglebt  sich 
folgendes  Resultat: 

Bs  Ist  I»  (die  Menge  aller  FormeD  In  demComplez  ») 

_  «4flr.(<t-g-f  1)  (b-£^  + 1)  (c-  <^-f  1)  etc. . 
~  Abc  etc.  ' 

1  3 

wo  tZ=l»  2'2  setze«,    je    nachdem   f  aus  einer 

eigentlich  primitiven  Form  abgeleitet,  oder  f  aus  ei- 
ner uneigentlich  primitiven  Form  abgeleitet,  und  aus- 

serdem  •n|||Bl(mod.  &)•  oder  /  aus  einer  aneigentlich 


AD 

primitiven  Form  abgeleitet,  und  ausserdem  jfs  =  ^ 

AD 

(nod.  &);  wo  ferner  «=0,  1»  2  an  setsen»  je  nachdem 

Niebtrest,  VIeifaehes,  oder  Rest  von  A  Ist;  c',  «.  «.  w. 
aber  äbnllchen  Bestimmungen  In  Besag  aof  b»  C  n.  s.  w. 
nnterllegen. 

Man  bemerke,  dass  der  Werth  von  u  bloss  von  den  Zahlen 
D.  m  abbXngtg  Ist;  denn  in  der  vorhergehenden  Regel  kann  hmb 

AD  AD 

^   an  die   »Stelle  von  -jg^  setzen,   wie   aus    der  Gleichung 

10.  Wir  gehen  xur  Classificimng  der  im  Complex  «0  entbal- 
teneu  Formen  über. 

Es  seien 

zwei  eigentlich  Äquivalente  Formen  in  deren  erstere  in  die 
festere  dorcfa  die  Substitution  11 ,  ß,  y,  d  übergebt.   Es  erbelll; 
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dass,  indem  ^,  ^*  diejenigen  primitiven  Formen  bedeuten,  ans  denen 
f,  /"  abgeleitet  sind»  9'  vermittelst  der  nämlichen  Substitution  aus 
9  entitdMD  wird.  Ib  Aul  FMIob  I.  und  UL  (rind  f ,  9'  eigeotlich 
pffUBitt?«  ud  man  bat 


fai  falle  II.  lind  9,  9'  uneigentHcb  primitlT«  P«rai«ii,  imd  na»  bat 

Nun  hat  naa  folgende  Gleichungen: 

9)  A'^^a/I  +  AM+Wi.^, 
aaa  daatn  leieht  noch  diese  folgen: 

6)  (A +A)y=if'd-^«. 

Das  grosate  gemeinschaftliche  Maass  von  n,  u'  werde  durch  ^ 
bMelaiDet.  Da  in  den  Fällen  I.  und  III.  9^  in  ^  und  2A  aufgeht 
(ebenso  wie  v)>  y,  i  aber  keinen  Faktor  gemein  haben,  so  ist 
^  prim  gegen  i;  da  ferner  O  in  h'  —  h,  y'  aufgeht,  so  ist  es  nach 
4)  ein  Theiler  von  y.    Die  Zahl      ist  prim  gegen  A'-f  A  (da  sie 

gegoi  -jg-  prim  ist),  niisst(A'-|-A)/  nach  5),  folglich  auch  y.  End- 
lich ist  9  gsg^n  prim  (da  es  in  2A  aufgeht,  und  2A,  Ti*  keinen 
Faktor  geroem  haben),  folglich  ^Ti'  ein  Theiler  von  y.  Die  Zahl 
m  ist  durch  u,  u',  folglich  durch  deren  kleiusten  gemeinschaftU- 

Mit' 

dm  Di^idm  '■^  theübar. 

Im  Falle  II.  geht  ^  in  ^,  A  auf,  und  da  hier  y,  A,  i  keinen 
Faictor  gemein  haben,  so  ist  ^  prim  gegen  t,  roisst  folglich  nach 

4)  die  ZaU  r-  Die  ZaU  21'  geht  ia  |  (A'  -f    y  Mf .  ued  ist' 


TT'  prim,  alsd  wtederam  »Tff  din  Tbetter  vtHi  f .  Andk  Mt  iH 

Vielfaches  von 

Fall  I.  Ist  F  aus  einer  eigentlich  primitiven  Form  derlvirt, 
«o  ist  ^  dorcb  ot*  tbeUbar,  and  die  sich  aus  1)  ergebeode  Giei- 
drang 


setit^  Id  di«  folgende: 

Nun  kann  g  ebenso  weni^  wie  je  vecscbwinden ;  denn  fände  dae 
Letztere  Statt,  so  folgte  aus  den  Gleicbuogen  1)  bb  3)  leicht 

jt^g»  h'^k  (med.  $\,  d.  i.  «'s«  (modk  t^,  9*^9»  hf=^k; 

folglich  würeo  q>,  g>*,  und  auch  f,  p*,  ideDti«ch«  iWn;ieii»..g||g«». 
die  Aonahme. 

Bei  negativer  Determioante  ikano  also;»  soll  der  vorhergehen- 
den Gleichung  g^nögt  werden,  nur  Inn      dU  h«  Ifa— fw^in^-S»  Jl» 
sein.  —   Bei  quadratischer  Determinante  ist  die  vorbeigehende 
Gleichung  unmöglich,  da  die  Differenz  zweia«*  Qmadiat^MiU?  l 
kfUü,  weiKi*da3  ideioere  verschwindet. 

Fall  11.  Hier  ist  dnrcb  m*  theilbarj  also  ^^siUn^,  iro 
A=  1  (mod.  4),  und 

folglich  >  ' 

*  > 

a  I     •  I 

fiei  negativ«»  UelinninMile  «rfiwder^  die  letsle  Gleicbang  entMe- 
6»^  p^O,  fdier  e««»te.  F^l.  ist  aber  uniaiigKrh^ 
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weil  sonst  -  i.(xq)^=i,  — A=l,  iL  nicht  =  1  (mod.  4)  wire; 
folgticb  ,  I 

— jl.(»9)«=3,  Is— 3,  SÄ".' 

I 

Bei  quadratischer  Determinante  ist  die  obise  Gl^chuug  überbaopt 
unrouglich,  da  die  Differcna  »ifgier  ^a&ate  nnr  4  sein  iMOiit 
wenn  das  itleinere  verachwipdet.  , 

Fall  III.   Hier  ist  ^  dbeiOalUt duqib m«  tkeUlMir,^»Aiii" 


«od  weDo  wir 


1 


setzen,  so  kommt 

Bei  o^ativer  I>etermiaa|ite  k#oa  nut  « 

sein,  (blgiich 

•  '    3  "  ■  " 

Bei  quadratischer  Determinante  ist  die  voHiergeheilde  GMchuif 
mmiSgriGli.  Hieraus  folgt: 

Die  Forme  ci  in  co  eehuren  bei  quadratischer  Deter* 
m^inakute  ohue  Aufnahme»  Ii  ei  negativer  I>«t*irpiinante 

ip^t  A«jfOf^J?me  der  Fälle  p=^M\  Z>=-^iM*,  sämmt- 
licb  iu  verschiedene  Klasseo,  deren  Aniahl  folglich 


11.  Betraclitang  des  Ausnahmefalles  Z)=— Jf*. 

HimIi  '  dew  Vorhergehenden  ist  noth wendig 
.  »,  ..  pm%t  ^s^X^  nr^li:      •    .1-».  1  • 
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« 

folgUek 

Umgekelirt,  bestiiiinit  nui  die  relftttf«n  Pilittableo  «  «ad  f 

HiM  der  Gleichaug — •  ß  und  6  aus  od— ^^1>  macht  ti's 

*  ood  fraufiBniiirt  die  Fonn  9sr(gr,  k»  0  dordi  die  SobetltiH 
tion  CK,  /?,    d  in  g>'=i(g^,  h\  1^,  so  l&aat «ich Folgende« scUiaiMB* 

V.  AUoerbilt 

^««+  2Äay+  iy«=  y i^'  =  Z'W*. 

V.  Wegen  ^-f  Ar^O  geiit  %'  in  Ar,  felgUeh  in  y  mf»  dn 

es  gegen  A  prim  ist,  also  a('=db^^  ^ii^  ganze  Zahl. 

a^.  Be  Ist  5«  j.^;  ferner  Vtw  +  jyssO,  ^  eine  gMwe 
Zaiil,  folglicli    TheUer  Ton  m 

40.  £e  Ut 

il's(^^A]r)/l-|-(A«-|-4f)ds(ikf|-fy)d5A(niod.  /  oder  SO, 
As^mod.  210»  «leo  A's  j|(mod.  SO* 

Ferner 

durch  theilbar,  also  ha-{-iy  durch  theilbar,  mithin  auch  V; 
oad  de     mcb  in  ^  enfgehl^  eo  folgt  A'k  jn  (mod.  iO*  Otk 

endlich  H'  gegen  it'  prim,  so  kommt  h's-g{mod*  SV),  oder 

A'ss^  +  o'S'«'. 

5^.  Lieet  c'  innerhalb  der  Grenzen  0  und  m'— 1  incL,  ee 
felgt,  dass  die  Form  q>'  sich  im  Complex  co  befindet.  Ist  jenes 
mw  der  Fell,  so  sei     der  kleinste  positite  Rest  von  ^  nsch  dem 
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■Md.  1^,  «la  iMii  •rhill  A'ss^fi'IIV  («od.  ^  BekMuididb 
kan  wnmni  Ar  0  mA  B  «adm  W«rtte  tfideii,  m  dast  einoi 

beliebigeo^  der  Zahl  oach     congnienten  Werth,  folg- 

lich diesen  Werth  Mlhst  erlangt;  and  dami  wirdaich  ^  wieHannii 

in  n  befindeo, 

9  and  9'  aiad  nicht  identisch. 

Denn  wire  gs^,  kssl^,  ao  Inmunt  nack  10.  4)  O^tfiß  +  i^,, 

aber     prim  gegen  i»  folglich        eine  ganae  2U&1;  aua  der 

Gleichung  n'  =  Jb        folgt  aber,  da  uä«*  Ist»  ^^=4:^» 
bin  msszl,  welcher  Fall  ateta  auageachloaaen  wird*). 


7<^,  Bezeichnet  man  den  Werth  dea  Bmcha— «  indenUala- 

fiten  Zahlen,  durch  j^,  so  ist  entweder  a=:-\'Z,  y=-^N,  oder 

Es  verwandle  steh  w  in  tp'  durch  die  Substitution  4-Z,  Z^-^N, 
N't  im      durch  dia  j^ubatitution  —  Z,  Z%^N,  iV^»  ao  daaa 

ist,  nnd  man  denke  sichZ',  sowie  Z",  N",  so  bestimmt,  dass 
a\  ip"  sich  beide  im  Complex  n»  befinden,  was  nach  dem  Vor* 
nergMenden  möglich  ist  Die  Formen  <p',  tp"  werden  identisch  sein« 


Beneicbnel  nan  dieaelben  dwch 

(i^.  A;.  r).  C)*^; 

ao  hat  Buui 

üf  as^z^'+Ä(z^'^-z'^)^-^2V2v^ 

A»=x^  r^ZZ" +Ä  c-  ZiV^-  Z-'^)— t  iw , 
ZiV  -  Z'iV=—  ZiV"  +  Z'A = 1. 

ftigt 

Z(Ä'-Ä»)=iy'(Z'  +  Z'')=0  (med.  ff). 


e^   Ist  m  =  1 ,  «o  enthält  4«r  Complex  c*  nor  eine  Form. 
9b«i  die  AnfcimgUedef  gMch  wwHm^  erhelU  et^^sldi. 
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•»••         f :      •  ,^  .    \  .  ..... 

rok^o|i»f'-<-.f*^0  (moj-^  u'y»  äai\&T  .(f!=;:Q*'^  Mem  ü'f^Q".  beiiU 
sWDicBeii  den  Greozen  0  vDa    — t  Hegen. 

8^.  Jede  Fom  ^  ist  also  nUt  •«|i{|Pt  r  von  ihr  verscfuedeqM 
Form  Im  Complez  m  eigeoUicb  aef^uivaleDt,  folglich  die  An- 

a^l  der  KlMsen  in  «r  gUlch  '^fib  - 


■  • 


•  3  . 

Beti;^chiif  og  des  AusfiahmefaUii  i>=--^jy. 

^^-.^jB^f^lifli^  wir  «PS  unrScdecvt  mit  dem  Fe|l0  I|«fo  \ßt 

IM.     ./  •  =1,  ^»ci^I,  n«=l; 

folglich 

•     .\  •   ..  .     •  : 


Umgekehrt,  machitmaa  "^<t^'  so  daM  a  uod  7  roiatif» 
PfimiahUiL  .eind» 


»  .  .     •    •       .  ■<  ..  *• 


<  • 


und  transforroirt  (p~{(j,  h,  i)  in  op'sC^'  k'y  i')  durch  die  Snbnti 
tution  «,        d,  ao  lAcat  aich  Folgendes  achlieaseo: 


10.  Man,e^_^^,,.,    V,  .. 

i,(<7«H2Aay  4i<3<*)^(F«-f 
folglich  t^'.'f.l  «'.•j.. 


SP.  Man  findet  Mclit 

-imT  ^'    (mod.  7L% 
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■    ••  ••    ^^Xfiwk^l  ^  %V).     •     .  . 

...       .  1. 

und  darm  folg^,   dätfi  %'    prim  jgegeo  -S—  ist    Mun  war 

•  •   « 

^a+(ÄTm)y=4),if;i1l'i^«+^J^y55:0,  folglich  gellt  9*  W  f  «4 

und  tr'  eine  ganzQ  Zidil**). 


3<^.  Es  ist  2«sdb^^t  ferner  Ä'tta  +  ^^^y=0  (weil  h,  m, 

ti  Mgeiade  sind»  so  Ist  -J-  gaos),  folglich   «ioe  nue  Zal|l. 

u'  Tbeiter  von  m. 


4«.  Bs  ist 

.  j 

I      .  ♦  . 

i  gerade  (tedem  9  eis«  imelgeiitllcb  primitiv«  F^rm)»  folglich  fv, 

sowie  j^,2y  dareil  W  «heilbar,  also  k'^h^  (med.  2210,  ^'^^ 

(mod.  2710.  —  Ferner  1;^^=  (Äa  +  tW«  + 3m»««  Ätf+ ty  durch  »' 
thcttbar,  also  auch  h',  welches  den  Werth  ±mßy^d{/ux-^iY)  hat. 
IIa  endtieh  «'  als  ungerade  Zahl  prim  gegen  Wf  so  lfdmmt 

k'=j^  (mod.  221' ti  ).    Man  kann  sich  daher  ß,  &  so  bestimmt 

dttiilcen»  dass  A'ss^-f-S^'H'v'  wird,  wo  9'  inaerimlb  der  Grto^ 
sen  Oand  yf — 1  ind.  liegt 

5".  Ist  diese  Bestimmung  getroffen,  scj  i$lä*mn6b^^iäm(^. 
die  Form  9'  sich  im  Complex  m  befindet 

6».  9>  ttod  f«'  fliod  nicht  identiscb*  was  ebenso  wie  Im  vo- 
rigen Paragraphen  erwiesstp  frifd.  '  t 


7«.  BeMicbnet  nnn  den  WeriÄ  des  ämUm  ^2^1?  b  den' 

-  ■  ^ 
icleinsten  Zahlen  durch  -^3  so  entspricht  den  Wertheo  a=  Z, 

y=iV  eine  Form  (p'=(o',  k\  1*0,  während  die  Annahme  a= — Zf' 
r^T^  SB  oiac^  mü    ideotischeo  Form  föhrif  (ve|^  U.  T«.). 

Eine  iweüe  Perm  A^  r)  eibpit  man,  voo  ^er, 


AD 

•)  Aat  m-«C=Pm«  ftilgt  91B'— 4«'<('=^=;^--J,  and  dat- 

an«  diese  CoiigraeoB. 

«*)  Maa  b«acbto,  .4»m^i^  S'^sqi^  Mv^vergt  ».) 
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Gleicliimg  jst  "^^^^  «MgvlMDd«  wd  m  Ist  in  mtoiSMlM«, 
th  ^,  ^  vntor  aldi  ideatlich  aein  kSmiM. 


Jf  " 

folgt  ferner 
d.  i. 

Ferner  nach  10.  ö) 
folglich 

'<*+*)(r'T/0««^(«'TO-5(«'T«'). 

CLL 

•Im  nach  [1]  ud  f2] 

IHe  HnltipKeMim  dieeer  GleielraBgeD  ^ebt 

■ 

folglich 

also  Endlich  nach  10.  4) 

folglich  darch  SnbtiactioD 
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iL  L 
folgUeli 

h'—h^O  (mod. 
der  Faktor  f^ß^  mag  verackvrinden»  odat  nicht  .Nun  ist 


Weoo  aiao  ^  ideatUch  wftren*  ao  miaatoii  ea  9»  ^  abaa- 
lalla  aaüi,  gageii  daa  Torher  fiewieaaae.  . 

9®.  Jede  Farm  q>  ist  aiao  mH.swai  yod  ihr  verscbiedenea 
Formeo  9',  ^»  die  aneh  unter  aich  ▼atachiadan  aiad»  aigaotlleh 
aeqaivalfMit 

Zu  demselben  Resultat  fahrt  die  Analyse  des  Falles  III.  Die 
baidea  Farmen      ^  erbilt  man  hier  nach  den  FWmefai 

» ««-fr«!,  «'«db^,  y'^av«. 


Hierana  achllaaaen  wir;  In  dam  Falle  /)=— j-3f*  lat  die 
Aniahl  der  KInaaan,  In  welche  die  Formen  In  mierfnl- 

len,  gleich  \ 

13.  Die  positive  Determinante,  H-elche  noch  übrig  ist,  bietol 
achon  mehr  Sehwierigkaitcn  dar,  liaat  ladeaaea  eine  der  Torber- 
gehandea  Shnliche  Analyae  so. 

Erater  Hanptfall.  Ana  den  Gleichnngen 

uu'  D 

f^Wq,  ^-^kr^sWp,  m=-^«»  2pi— Am*. 


folgt,  wenn  man  noch  —JSjs»  tiq^jf 
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Umgekehrt,  macht  man 

^         ^     D    a     mx — A« 
«r-l».=l,  »-0  0=31.'  r^~W  ' 

and  transformirt  Ai  t)  dnn^h  4i«  SoMfotioo  a,         ^  In 

^siisf»  1^*  O»  00  ISaal  aich  Folgendea  äcMieaaen. 

I.  Man  findet  *  .  * 
folgUeh 

II.  Setzt  man  h^uh^,  f=:^r.  i/  =  Oy",  wo  eine  ganze 
Zahl,  O  das  grü«ste  gem.  Maass  von  i  uud  im;  also  rela- 

tive  Primaablan  sind,  ao  kommt  -s= — ^.  Nun  findet  man 

Ifliebt 

folglich  sind  Vx-h""  if,  IM -f  relative  Prinizablen  (Da  Ä'  prim 
gegen  m,  so  ist  es  auch  pnm  gegen  den  XheiJer  von  mj.  Be- 
safehneo  wir  alao  daa  grOaate  gem.  lllaaäa  vott  — A'^y*.  ti  dareh 
^,  ao  folgt 

alaa  ganae  ZaU.  ^ 
ni.  £a  folgt  faracr  •  •  .  •  .■ 
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IV.  Man  iMt 

'I       <  .  III  •.  i  .      •    •     ,  j  , 

^^^uufß:c,  y=0(mod.  21'),  aö^X  (mod.  y  oder 


fUglieh 


Ferner 


äbMtJlir-t.^  Aiidi^f  tktybw;  A««adl  '-^^^mZ'mßm  gaM. 

MgUcb  A'  sO  (mof       ferner  (aed.  tiO,  Mgtteb  /Cs^ 

'  <^ 
(mod.ttO-  Nun  ist      gegen  u'fiTim,  also  auch  Ä'=-j|(mod.  2t'a7- 

Autb  tinn.mnh  j^^^^o  besliinnien/dass  'Jk*=^  }■  q'  7t* u*  wirdp 
Inid  >^  swiachea  0  iiiid  V  —  1  inci.  liej^t.  1    .  . 

V.  Jat  liiere  Besttiurming  getroffen,  «o  ist  ervriefiea,  dass  ^* 
sich  im  ("oniplex  w  vorfindet,  welche  Wurzeln  der  GIcichuDg 
^*f:  ^  ^Jiy^  ^  'Uerecbimng  dieser  Form  auch  augewaudt  wer- 
iniHjent       .  "  .     .  •.:  .  .   ,<   ,  ; 


Tl.  Sind  9,  ^  identiach,  so  folgt  wie  in  11.  6».,  dans  ^ 

ganze  Zaiil  ist;  nath  dem  VorhergehendeTi  aber,  wegen  tt'=M, 

>  folglich  iiuiioen  ^  qt'  nicht  ideotiacii  aeiu,  wenn.niqlit 
y  dwccii  g^i  theiiliar«  / 

•  • 

Umgekehrt,  wenn  das  Letztere  4iflr  FaM  iat»  se  eiail  f^iff 

identische  Formen. 

Denn  nach  II.  ist  ferner  ^  folglich  <«=t, 

da  es  prim  gegen  ^0,  und  m  Theiler  von  ,  daher  auch  1// Thei- 
ler  von  y^;  nun  erhellt  leicht,  i\dnti  1^  prim  gegen  jy^  ist,  folglich 
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♦=sl.  nd  ff'sig.  —  Mm  Int  fener  yissTt^ 

da  ^  ab  Tbeiler  tob  f  prin  gagan  «  iat*)| 

VII.  Die  Gleichung  xx  —  kyy  =  i  bat  anendlich  viele  positive 
Wnizelo,  welche,  nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordnet,  dardi 
'i'  9i*  <^s»  y%'  ^5*  ^9»  ^>  bezeichnet  werden  sollen,  80  daas 
jTi,  t/i  die  kleinsten  Werthe,  aber  nicht  1  und  0  sind.  Au« 
diesen  iiieinsteo  Wurzeln  findet  man  bekanntlich  alle  ührigeB  nach 
den  Formeln 

ans  deaen  leicht  necii  diese  feigen : 

a:r+i'  :=XtXt'  +  Isftjft', 

Da  non  die  Gleichuntr  XX—kin^.  FF=1  immer  lösbar  ist,  ee 
folgt,  dass  X,  ml'  der  Gleichung  — ^y*=l  genügen;  also  wird 
in  der  Progression  yi,  y^*  fi*      jedenfalls  ein  durch  m  theil- 

bares  Glied  vorkemmen.  Ist  ««  das  erste  Glied  dieser  Art,  se 
erhellt  aus  der  leisten  der  lieiden  veifaergebenden  Fonaeln»  weaa 
man  darin  t  =  ^,  r'  8ucc.  =  e,  2<f,  3«,...  setzt,  dass  y^e»  y^e,  yte,.-. 
sämmtlich  durch  m  theilbar  sind.  —  Umgekehrt  i^t  vr  durch  »i 
theilbar,  so  rooss  f =0  (mod.  e)  sein.  Denn  wäre  dieses  nicht 
der  Fall ,  so  sei  ts=xe  -\- ,  wo  0  <  t'  <  e;  dann  homait 
VT=Xt' yxe  yr-  xxe,  folglich  y,'  j-^e  durch  m  theilbar,  aber  m  als 
Theiler  wen  y««  prim  gegen  jBg^t  mithin  yvsO  (mod.  m),  q.  9.  «. 

'  WTrd  also  die  Form  und  a>  mittelst  der  Wurzeln  Jtx,, 
±yT  hergeleitet,  so  Ist  sie  mit  9»  identisch,  oder  nicht  identisch, 
jeiMiehdem  tsO  oder  nidit  bO  (med.  c)  ist 

VOL  Beieichneft  nun  den  Werth  des  Binchs  ^^^^^  in  den 

kleinsten  Zahlen  durch  jj^»  ankann  «=2,  jfsjRT,  und  auch  «ss^Z» 

Y  —  —  Pf  gesetzt  werden;  man  wird  aber  nur  eines  dieser  beiden 
Paare  in  Betracht  ziehen ,  da  die  entsprechenden  Fennen  ^*,  ft" 
identisch  werden  (vergl.  11. 7o.). 


♦)  Wenn  a  vertchwindet,  so  ist  OTX — Ay  =  0,  x  — A  —  =  0,  —  prim 
gegen  X  (wegen  xx—lp»^i),   roithin  jr=jh»,  ü  nad  A 

dnreh  u  thcUhar,  also  «sl,  AasA'sss* 
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Was  dicf  Wm«lfl'd«r  CSIeiebiing  sx^Xyyisx  i  MriP>  so  ge- 

liuren  zu  jedem  positiven  Paar  y  drei  andere  Paare:  —x,  — .y; 
Xy  ^ffl  y'    Es  genägt  alier,  bloss  das  erste  und  vierte 

in  Betracht  zu  ziehen;  denn  das  zweite  entsteht  aus  dem  ersten, 
das  dritte  ans  dem  Tierten  dnrch  gisicbseitigo  Aesderang  der 

Zeichen  von  x  und  i/,  was  in  dem  Werthe  de«  Bruchs— --^^ 

.  .  99 

keine  Aeuderung  herbeiführt 

Dies  Tomosgesetzt»  be/.eichne  man  die  aus  71  mit  Hüire  der 
Werthe  Xty  Vr  resuItJrende  Form  durch  cpt—{tjT,  hr,  it)'i  die  durch 
Anwendung  der  Werthe  ^x%,  yt  resultirende  Form  durch 

Die  entsprechenden  Werthe  von  a,      y,  ö  seien 

«f»  ßt9  y»t  ^»  ««»  rß»  if» 

IX.    Die  Formen        (pt^e  werden  identisch  sein. 

Ist  nSmlieb  ^  das  gröbste  gem.  Maass  von  t  und  y,,  t^^t'\ 
yy=^yOy;  1^  dass  grusste  gem.  Maass  von  u  und  t"xt  —  h  y^t, 

so  bat  man  Ebenso  konmt  —  wo      ^'  eine 

bhDlIebe  Bedeutusg  wie  d,  babos. 

Nun  folgt  aus  d^u  Formeln  in  VU. 
oder,  y=e  gesetzt, 

•  • 

misst  yt»  «eil  ilurch  m,  m=z9ru  durch  ^  tbsUbar  ist,* 
prim  gegen  (da  «t,  yr  relat.  Primzahlen  sind),  fsigllcb  ♦  cl» 
Tbeiler  von  also  auch  ein  Theiier  des  grössten  gem.  Maasses 

von  t  und  yj\e,  d.  b.  von  ^.  Ebepso  folgt,  dass  ^  ein  Tbeiler 
von  ^  ist;  mitbin 

Sotzf  mao  ferner 

K=t'  xt-A^y' k'=zi  xti^  —  h  y%i€, 

so  kommt 

au8  dieser  (Jleiebunu  folgt,  dass  in  A''yr\  mitbin  in  A'  auf- 
geht (da  oflfenbar  prim  gegen  y,«  ist);  daher  geht  in  ^  au^ 
und  da  ebenso  bewiesen  wird,  dass  9'  In  ip  aufgebt,  so  folgt 

Thwil  \V, 
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int  erwieflen,  dm  ut^wt^p  al4o  Mcb  gw^^gt^  ist. 

Um  zu  zeigen,  dass  /«r^Ar-fc  (mod.  gt),  benutze  roan  die 

au9  d0a«p  «ich  ergiebt; 
Nun  hat  man 

woraus  folgt 

folglich 

(Ar— Ar-|-«)tfr«r-H»0(lIlod.  (^v). 

Mit  Hälfe  der  CHekbangeo 

(Av  -f  A)  )^  =^  4v  ^gar, 

galaogft  liaA  auf  ihaUehe  Art  ao  der  Coagraena 

(A» — y,  3fr4«E0  (mod.  jfr). 

Boseicbnet  roan  also  das  grosste  gern  Maass  von  «r  or-f«,  Vr  ^'r-f-c 
durch  r»  so  ist  auch 

(Ar*-Ar+«)v=0  (nod.  g,), 

und  wenn  erwiesen  werden  kann,  dass  c  gej?en  prim  ist,  so 
tiMb  Äf-HSO  (med.  Sx),  und  9,/  9r-H  werden  iden- 

lo  der  That,  beaeichnet  man  das  grOsate  gen.  Maaas  voa 
etr»  yru  mit     daa  ▼00  Uw^,  )v  mit      ao  iat  eraichtlich,  daaa 

Kszt't"  ist 
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I  .,7i^iiBl  mnäihBt>aM*  gegen       4hk!  It  'WimM^yi,  Mdebes 
Iprin  gegen  Mt%'*^  HM  mlmie  ferner  an,  daite  r*  vnd  tit  eine» 
Piimfactor  »gemein  bsben,  und  siehe  folgende  Gieichmgen  in  Be- 

I 

[4]    -h  A=  <7<»r  /9r  +  2iUrr  dr  -f  tyr  dr , 

Nach  [1]  geht  »  in  f  auf,  folglich,  da  i  ffe«;en  m  urioi,  Dach  [2J 
info,  folglich  nach  [3J  idAt,  nach[4ralso  in  A,  folglich  in  AO,  daAsmAO» 
Bod  0  als  in  t  aufgebenct  in  u  MblL  «iQiehen  Itann ;  nacli  [51  da* 
her  wild  p  in  tf/a^^^  aufgehen.  Dies  ist  unmOglicb,  denn  p  kann 
in  ttrfe  nu-ht  aufgeilen,  weil  es  yy+e  misst ,  und  in  t/;  deshalb 
nicht,  weil  i/;  in  ti  aufgeht,  «  aber,  wie  schon  vorher  erwiesen 
worden,  durch  p  nicht  theilhar  int.  Hieraus  folgt,  dass  c'  prim 
ge<:en  Ü' Ut^=gr  ist.  —  Auf  ähnliche  Art  zeigt  man,  dasö 
jrrim  gegen  ^,+«=5,  ist,  foJglich  t'  i:"=sr  prim  gegen  <7r,  q.«.d. 

X.  Die  Torbergehende  Schlüsse  erleiden  keine  Aenderung. 
wenn  nian  Xr,  JTr+e  mit  den  entgegengesetzten  Zeichen  nimmt, 
während  die  Zeichen  von  yr ,  Vr^«  beibehalten  werden,  und  ca 
fo^t  daher,  das«  rq/ ,         ebenfall«  idenfiacbe  Formen  sind. 

XI.  Nach  dem  Vorhergehendeo  iaf  jede  ana  9  abgeleitete 
Fm  mit  einer  der  folgenden 

•^9;  •-«SPi  •-t9i'—-i9i  9f  9i.-9«-t>  9«-a;  9«-i 

nothwendig  Identisch. 
Keine  der  Formen 

•-19;  •-a9;«««««v;  iVf       9»»  — 9'«-a;  ^'«-i 

;  ht  mit  •  identiach ;  ea  fragt  aich  aber,  ob  einige  unter  aich  iden- 
Ml  am  ItSnnen. 

Irh  behaupte  zunächst ,  dass  e-t9  i  9t,  wo  x  zwischen  l  und 
I-)  iocl.  liegt,  ideulisehe  Formen  seiea. 

Nai^  m  bat  man  Xtyr  Jf«»  ^«»ä  t-f  f =a  lat. 

Da  dieae  Gleichung  der  in  IX.,  von  vvelcher  die  dortigen 
adteae  banptsSchlich  abbingen  ganz  ähnlich  .st,  bleiben  die 
BthachtBafen  auch  laat  wörtlich  dieaelben,  und  die  obige  ISebaap- 
1mg  ist  eraieaen. 

31* 
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XII.   Endlich  soll  gezeigt  werden ,  dass  die  Formen  ^  tp^; 

g^^;....(p^^  säimnllicb  unter  eiDander  fWchMen  «Ind.  * 

*  •  ■ 

Es  seien  ft,  fi'  zwei  unterschiedene  i^ahlen  zwischen  1  und 
e  —  1  incl. ;  und  es  werde  aiigenommeo»  das«  ffi,  identische 
Formeo  seien ,  irelebf  ins  9 

entstehen«  Die  entsprechenden  Werths  von  werden  dnreh 
d?jtt»  S^M'  beseichnet  ' 

Dies  voraiusffesetzt »  gebt  9  durch  die  erwähnten  Substitutio- 
nen (welche  beUle  eigsnflich  sind)  in  dieselbe  Form  Ober,  und 
man  hat  nach  den  Formeln  Disq.  Arithm.  p.  181.: 

^'=^Jir-W+<d)F, 

indem  A,  F  Werthe  bedeuten,  irelcbe  der  Gleichung  Ji^—^M^Vh^i 
Genflge  ieisteo. 

Sobstituirt  man  nnn  in  der  dritten  Gleichang  Mr  seinen 
Werth  und  beachtet  rmt^'/yti*  welche  Gleidrang  svi 

9f*=ffM'  ^olgt»  ^0  erhält  man 

y^' = ITjrn  -f  m  [ij . 

Berechnet  man  levner  nach  der  ersten  und  dritten  Cileichung 

die  Grösse  oa' 4- A/ ,  und  berücksichtigt  den  Werth  ▼oo  ^-f-Af 
und  die  Gleichung  A^^^=im*,  so  kommt 

folglich  * 

X/t'  ^Ä:eft+  Im  F.y^ ..... [3] . 

Verbindet  man  endlich  [l]  und  [:2J  mit  den  Gleichungen 

so  folgt 

folglich  yu'-«  durch  m  theilbar,  was  unm5glicfa,  da  jf«  das  erste 
durch  m  tbeilbare  Glied  der  Progression  yi»  31^  jfb  o.  s.  w.  sein  soll. 
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XIII.  Au«  Allem,  wa»  vorhergeht,  folgt,  dass  jede  belie- 
bige Fol  IQ  q>  luit  e  —  i  und  nicht  mehr  Formeo,  welche  sowohl 
fM9«elbst»  ab  noter  einander  ▼eradbiedes  sind,  eigeotlich  aequl- 
faloit  ist 

14.  Die  Betrachtung  der  beiden  anderen  Hauptfalle  ist  der  de« 
ersten  go  ähnlich,  dass  es  genügen  wird,  nur  auf  diejenigea 
Punkte  aufmerksam  zu  machen,  wo  Differenzen  bervortreteo. 

Zweiter  Hauptfall.  Hier  ist 

ist  (med.  4), 
m  Bogersde,  xX'^ktfti=^i,   Der  Bruch  —  erhält  deo  Werth 

y 

fiodet 


prim  gegen  ^(rdP-AV)»  ^=äy^  8^*® 
den     ^  grösste  gemelDscIi.  Blaass.?eii  «.end  ^(i^x  —  iV) 

Mentet;  wf^z^- 

w 

Die  Differens  ü'-A  IsFhier  dmcli  211'.  thcithar*),  nbd  u'  als 
sDgerade  Zahl  gegen  221'  prim,  weshalb  h' — +  2^'21V  wird. 

Die  Glelebung  xx— iliyjf=4  erfordert  offenbar,  dass  y 
beide  gerade,  oder  beide  ungerade  sind;  ist  sie  in  relativen  Prim- 
rablen  nicht  losbar,  so  knnn  sie  wenißstons  mit  Hülfe  solcher 
Werthe,  welche  den  Factor  2  haben,  gelöst  werden,  da  die  Glei- 
dwDg  XX — ilyy=l  immer  möglich. 


BeseichBet  man  die  kleinsten  posttlven  Wnneln  (xss±%^=i 
ausgeschlossen)  mit  Xi,  yi,  so  sind  alle  flbrigen  pesitiven  Wur 
Ida  in  folgenden  Formeln  enthalten: 


Man  hat  hiebei  au  beachten,  dae»  9  und  t  gsrada  ZeMen  «lad. 
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■  *  ■ 

2yr-f  r'  =XTyr  -\r  yxXj* . 

Die  in  13.  VII.  fuls^enden  Schlüsse  behaltto  Kraft,  da  m  ungerade 
bt.   Statt  der  GieicbuDg 

iD  IX.  kommt 

überhaupt  aber  bMben  die  In  IX.  semachCeii  ScblfiMe  mit  Aus- 
nahme Ten  geringeo  ModificalioiieD  oieselbeD. 

Statt  der  Cileichungeu  in  XII.  hat  man  die  folgenden: 

wo       Y  Weiihe  bedeuten,  welche  der  C^ieichaog 

genügen. 

1.1.    Dritter  Hauptfall.  Die  Gleichung,  aus  welcher  «,  y 

SU  bestimmen,  ist  hier 

femer 

21V  i>riiu  gegen  ^{t^^  —  fi^^^)f    ^'ie  im  vorigen  Falle,  ^  das 

I  u 
grOsete  gwneimdinftllehe  M«Me  vcm-  «•  umIj(I%»^VO,  v'*^^^* 
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Das«  und  keinen  ungeraden  Fau:tor  gemein  haben»  erhellt 
eegleich.   Hatten  sie  den  Factor  2  gemein,  so  wäre 

gendes  i"  wird  uvferade  «ein»  da  es  prina  gegen  |f**»  wird 
ebenfidls  ungerade  «ein,  wegen  der  Gleicbnng 

folglich  /'.^jr  uiij^efuiie.  Ist  uao  ^<y"  gerade,  so  ist  un- 
gerade. Ist  ^y*  aber  ungerade,  se  muss,  well         ^^9*  g*' 

rade  Ur,  ^  gerade  sein,  tssM9  jhenralli,  und  aodi  Ms«'l-(il«2('. 
felglidi  iC  wiedenun  ungerade.  Es  ist  also  ^  gegen  ff*  pnni. 

Was  über  die  Wurzeln  der  Gleichung  xx^iiyu==i  in  14. 
gesagt  worden»  gHt  Mer  ebenfcils.  Statt  der  ani  iM«  te  14» 
betraeblelen  Gleidlnagea  bat  nM  die  in  13.  XII.,  wo  dam 

ist 

16.  l>ie  vorhergehenden  Betnichtungeo  führen  uns  also  su 
dem  schonen  Satae: 

Sind  bei  positiver,  nicht  quadratischer,  Determi- 
nante (D)  o:,,  yi;  .r^,  31^;  «Tg,  y^;  etc.  die  nach  ihrer 
GrOsse  aufsteigend  geordneten  positiven  Werthe  der 
Gleichung 

jP  t 

oder  der  Gleichung 

AI) 

•^g^        oder  sl  (med.  4.),  sodass  x^^       die  ki^in- 

sten  Werthe  mit  Ausnahme  von  xssl,  «=0;  x  =  '2,  y=0 
In  einen  oder  andern  fnlle  bedeuten}  ist  ferner  ye  das 
0t$t0  durch  m  thellbare  Glied  in  der  Progfrewsioo  «2« 
ys.etc.;  so  heträgt  die  Anzahl  der  Klassen,  welche 
mit  /*  zusammengesetst  F  sehen,  den  eten  Theil  von 
der  in  9.  beatlnmten  Ansnlil  alter  Im  f>oroplez  »  ent- 
haltenen Formen. 
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17.  Die  |k»eitiveii  Worielo  der  Gleicbwig 

findet  mae  eucc.  nach  den  Formeln 

JTa = 2jii  .dTi  ^1  •      ss'idTt^t  — ,  j:4= 2xi  ,  etc. ; 

^2=2-^1  'lU  y        yz^^^i  l/i—yi »  y4=2j:i.y,— etc.; 

die  positiven  Wuneln  der  GleiduiDg;  '  i  t 


nach  den  folgenden: 

Zu  bemerken  ist,  daes  man  indeeeea  nur  die  sweite  Propressloi| 

in  Bezu|;  auf  den  vorliegenden  Zweck  zu  berechnen  braucht,  das« 

es  sogar  nicht  auf  die  ansoluten  Werthe  der  (iliedor  ^|,  V2»^3'— ' 
ankommt,  sondern  nnr  auf  die  Ke^^te  derselben  nach  uem  nioil< 
m,  weshalb  sich  mancherlei  Abkürzungen  anbringen  lassen. 

Die  Glrlehuag  [ 


Itot  «ich.  in  allen  Fsllen  nach  der  von  Gauss  entdedEteri  Me^ 
Ibode  (art.  106.) •  und,  wenn  W  Jgjjg'^^»  ^^^^  Hülle  der  Ket- 
tenbrtiche  ioeeo.  In  onaerm  Falle  ist  immer 


*=3^=l  (mod.  4). 

lat  itsl  (med.  8.),  ao  iat  die  Gfeiehnns  xx--lyy^^  In  rebliven 
Primsablen  nicht  I5sbar;  denn  da  neide  uueerade  sein  mfis«- 
ten,  80  wSre  das  erste  Glied  durch  o  theilbar.  Ist  is6  fmod.&)f| 
ao  aind  die  kleinaten  Warseln  bald  ungerade»  bald  gerade. 

'  Wenn  x^,  yi  gerade  sind,   so  folgt  aus  dem  Bildunesgeaetx 

der  Progreasionen  ar«,       a^,  yi ,  v^,  y%*  '3  daas  alle  Wa^ 

aela  gerade  aind.  Siqd  w%»  ^  ungefade»  «e  folgt  ebenso,  im 
Xt,  f/r  gerade,  wenp  (med.  iffr  ailen  fibrigeo  FsUeii  aa-, 
geraee  sind,  • 
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18.  Die  vorhergehenden  Untersnchungen  stehen  mit  dem 
Verhältniss.  welches  die  IVIengen  der  Klassen  in  zwei  verschie- 
denen  Ordnungen  zu  einander  haben,  in  einem  merkwürdigen 
ZiMiiniBeolMinge. 

Es  seien  O,  0\  O"  drei  heliebtire  Ordnuogen  Air  dieselbe 
Uetermioant«  D,  welche  resp.  die  Formen 

F^iA^B.  C) ;  f=ia,  6,  c) ;  6',  &) 

enthalten;  iV  sei  das  grüsste  gemeinschaftliche  Maass  von  At2B, 
^^  und  m,inf  hahen  eine  ahnliche  Bedeutung  in  Bezug  auf  die 
I  ormen  /*;  auch  sei  M=.inin\  und  m  |»rim  gegen  m'  Die 
Mengen  der  Kla«»sen  in  den  Ordnungen  O,  O"  werden  respect. 
dan£  L'  bezeicboet  Endlleb  sei  eine  beliebige  Klasae 
der  Ordiuiiig  O^. 

Dies  %ora»i8*resetzt,  giebt  es  nach  dem  Vorhergehenden  stets 
Klassen  aus  der  Ordnung  O" ,  welche  mit  A'' zusammengesetzt  eine 
beliebige  Klasse  K  der  Ordnung  O  hervorbringen;  diese  Klassen 
tdra  JP9  K\t  Üi^s» ....  IC^r-i  >  Ihre  Ansabi  also  r;  den  Complex 
deiseiben  bexeichne  man  durcb  W* 

Es  sei  nun  Ki  eine  von  K  verschiedene  Klasse  der  Ordnung 
Ki=^-\-  K y  wo  ^  eine  eigentlich  primitive  Klasse  bedeu* 
tet*),  und  W  der  Complex  der  Klassen 

9  +  i^".  <P  +  K  l ,  (p  +      , ....  9  +  k"r-i ; 

^reiche  oflfenbar  sänimtlich  in  die  Oidnunir  gehören,  und  unter 
••inander  verschieden  sind.  Jegliche  Klasse  aus  W  wird  mit 
Ä'  zusammen«ieset/.t  geben,  woratis  lolgt,  dass  IF,  IT'  keine 
Klasse  gemein  haben  (iudeni  jede  Klasse  aus  mit  K'  zusam- 
Beogeselit  die  Ton  Ki  verschiedene  Klasse  K  eraengQ.  —  Uebdr> 
dfess  rouss  jede  Klasse ,  weiche  mit  K*  zusammengesetzt  K*  her- 
vorbringt, in  YP  enthalten  sein.  Denn  es  sei  Ki=z  IC  L,  L  aus 
<^er  Ordnung  O*',  Lsz^-^L',  also  L'  ebenfalls  aus  der  Ordnung 
O",  dann  isi 

MgUch  J^i-I/  mit  K  Ueatioch;  da  also  K  aas  der  ZasaauMn* 

setsoDg  W9m  K'  mit  der  Klasse  L'  entsteht,  so  muss  L'  mit  einer 
der  Klassen  ,  M'\^.^.Mf't^,  folgUcb  L  mit  eioer  Kiasne  ans 
W  identlsob  nein. 

* 

Ist  ferner  K2  eine  von  Ky  Kj  verschieden«;  Klasse  aus  O,  so 
crhSIt  man  ebenso  r  neue  Klassen  der  Ordnung  O",  welche  mit 


*)  L'elicr  die  Anwendung  de«  Additioamichens ,  um  die  Zurammen- 
•ftuMg  der  Fttmcn  «der  KlMken  wa  bsstiehaw^  «»  m.  Disq.  Arltbn, 
4rt  SI9.  • 
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K'  zi].snmmeri[;(Mi>t/.t  K^^  geben,  und  sowoU  ooteff  sieb»  alü  voo 

den  Klassen  in  \V ^  W  verschieden  sind. 

Schliessf  nian  so  fort,  bis  alle  Klassen  in  i)  erschöpft  sind, 
80  hat  man  ri*  Klabi»en  auü  O"  erhalten,  und  ausser  diesen  kann 
keioe  nebr  flbrig  sein»  da  jede  KteiM  Mt  O"  mit  K*  xuMUBmeii- 
gesetst  eine  Klasse  aus  O  benrorbringt  Daher  folgt  L^'s^rli. 

Setst  man  M^m,  so  erbftit  man  den  besondero  in  den  Disq. 

arithm.  Art.  253.  betrachteten  Fall;  nämlich,  wenn  r  die  IVIencje 
der  eijjentlir.h  |>rimitiven  Klassen  bedeutet,  welche  mit  einer  be- 
liebigen Klasse  der  Ordnung;  O  zusammengesetzt  eine  beliebige 


aller  Klassen  der  Ordnung  Öden  rtenTheil  von  der  Menge  aller  Klassen 
der  eigentlich  primitiven  Ordnung.  Die  Zahl  r  kann  man  fiir  jede 
Determinante  nach  dem  Vorhergehenden  bestimmen,  folglich  lisst 
sieb  die  Menge  der  Klassen  in  jeder  Ordnung  finden,  weim  man 
die  Menge  der  eigentlicb  priniifi?en  Klassen  kennt 

Versucht  man  a.  B.  die  Menge  der  Klassen  in  der  uneigeat- 
licb  prinMt  Ordnung  so  bestimoieii,  ao  findet  man  aaeh  9.  aanicbat 

{msA,  tir=r>  '  \y  zn  setzen)  ftssl  oder  3,  jenachdem  Osl  oder 

5  (med*  8)  ist;  daher  r=:l  im  ersten  Falle.  Im  anderen  Falle 
tat  bei  aegatirer  Determinante  r3=3,  aasgenomaien  Os— 8,  wo 

r=j|iA=l  ist.    Wenn  endlich  D  =  6  (mod.  8.)  und  positiv,  so 

bat  man  e  =  l,  3,  also  r  =  3,  1  resp.,  jenachdem  die  kleinsten 
IfVurzelo  der  Gleichung  xx-^Dyy^X  gerade,  oder  ungerade  sind. 
Hieraus  folgt: 

>^  ^  Beaeicbaet  nun  die  Menge  der  Klassen  in  der  eigentlicb  pri* 
mitiven  Ordnung  durch  L,  die  in  dfer  unoigentlich  primitiven  Ord- 
nung durch  ]/,  so  ist  L'=L,  wenn  /Jeu-i  (mod.  8.);  oder  wenn 
Dssi"^\  oder  wenn  />  positiv«  =5  (mod.  8.)  und  die  kleinsten 
Woneln  der  Gleichung     — Dyy=^A  ungerade  sind.  Dagegen  ist 

L'  =  ^  L  in  allen  übrigen  Fällen.  *) 

19.  Die  Theorie  der  Zerlegung  der  (quadratischen  Formen,  welche 
»vir  hier  mit<4etheilt  haben,  ist  völlio;  allgemein.  In  den  Disq. 
Arithm.  «vird  nur  der  specielle  Fall  zur  6uruche  gebracht,  wo  die 
gegebenen  Formen  aos  derselben  Dränung  sind,  and  dieser 
wiederum  auf  einen  noch  einfachem  Fall  zurückgeführt  (cf.  art. 
Hierauf  wendet  sich  Gauss  zur  Auflösung  der  Aufgabe:  „Die 
säromtlichen  eigentlich  primitiven  Klassen  zu  bestimmen,  welche 
mit  der  einfachsten  Pom  einer  Ordnong  zusanuaeaaesatit»  dicae 
Form  selbst  geben,  und  findet  zunächst  eine  endliche  Menge  Ton 
Formen,  welche  in  Bezug  auf  diesen  besondern  Fall  mit  unseren 
Formen  im  Complex  «u  übereinkommen.  Was  endlich  die  Classi- 
fication dieser  Formen  betrifft,  so  wird  art.  230.  V.  gezeigt,  dass 
sie  in  verschiedene  Klaaaen  gebGrea  bei  negativer  nad  quadrati- 
acber  Detenninaiite,  aoageaoainien 


■  ^)  Uic  uMiffeatli«!*  urimitive  üriluuog  ««Utirl  sar^  wann  D^i 
(■od.  4.)  ist 
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«■d  «fhne  Bewei«  angemerkt,  daM  im  eralen  dieser  AiMMihme- 
fälle  immer  je  zwei,  im  moAmu  imer  jedratFomen  eineKliMse 
Mden.  Die  poslÜTe  Determinante  l»etreffeDd  sagt  Gau««*}:  „Pro 

« a<Ti  tertio  atitein,  ubi  Dest  numerusposttivus,  noii  quadratus,  regulani 
.eneraleiQ  coii)|>aranda  multitadifie  Corniarum  pr.  priniit.  in 

^  '      '*    cnm  niultitiidino  cla«sium  divert^arum  inde  resui- 

UuliMiU  huciLiM|ijc  uoiu  babeoiu^  Id  quidci«  a^j^ererc  poi»8uiuu8, 
haae  Tel  üli  ae<iualem,  vel  ipaina  partem  aliqnotam  esse;  quin 
•fian  nexnm  aingularem  inter  qaotientem  lionim  numeroruni  et 
valores  minimos  ipsorum  t^u  *^irirt^ — ■  tt — Duu=AA  satiafacieo- 
tes  deteximus,  quem  hic  explicare  niinis  prolixiim  foret;  an  vero 
possibile  ait»  tUum  «wotieatem  in  omnibus  ca«ibus  ex  sola  int«pe* 
ctiooe  numeroruni  D,  A  cogooacere,  de  hac  re  oihil  certi  pro- 
nnnetare  pos^unius.*' 

Dm  onbekaiuile  Qaotient,  von  ivelchem  hier  die  Rede,  tat 
die  hm  V<»rhergehe»den  mit  e  ♦)erei«  hnete  Zahl ,  deren  Bestim- 
iiiun?  lediglich  darauf  zurückkommt,  das  erste  dnrch  m  theilbare 
ülied  der  Proijression  y,  ,  y»*  ^3*"-  ermitteln.  Es  scheint,  als 
weoo  Gau6s  mit  dem  Ausuruck  ,,nexuö  singularis"  diese  Bezie- 
bm^  der  Zahl  e  zu  den  Wurzeln  der  Gleichnng  xX'^Xyi/^l, 
oder  a:jc — >lyy=4  nidit  gemeint  haben  iuinn;  denn  sonst  tvürde 
er  Bidit  fgeAgt  hallen:  Mregnlun  genemlem  non  habemoa/' 

20.   Da  man  bei  den  vodiergolienden  Untersnehongen  die 

kleinsten  Wurzeln  d<T  Clou  hting  arx — Di/t/  —  A  kennen  muss,  und 
dieselbe  in  der  Zahlentheorie  überliau^tt  von  mauuicbfacbem  Nutzen 
!»eiQ  kann,  so  mag  darüber  noch  einiges  beigebracht  werden,  wo- 
bei wir  auch  die  Gleichnng  ;ra:— /^^y  =— 4  berficl»ichtigen.**) 

Die  Gleinfanne  j::r  —  Z>y^=:l:  4  gestattet  zunficbst  eine  Rc- 
duction  auf  die  aintocliere  Gleichung  jr  .r—A)'//^r--^l,  GSr- welche  ber 
rmi»  Tafeln  vorhanden  aind»  in  lolgenden  l'äiieii. 

Wenn  i^üCI  <aMd«  4.)»  nnd  <•  n  jJln  Wertlie  der  Gleichung 

bedeuten,  so  sind  ^=:b  alle  Warthe  der  Gleichung 

In  den  Fallen  /)=2  oder  3  (niod.  4.),  (mod.  8.)  können 

^  uod  y  nur  beide  gi^rade  .sein,  unitf  ;p=^2t,  ^=*2m  tiind  alle 
Werlhe'der  Gleichung 


Ü  iit  po«iliT  uuil  iiii-hl  (|uadrftli«ch. 
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wenn  t,  u  alle  Werthe  der  Gleichung 

> 

Es  bleibt  also  nur  der  Fall  D=5  (raod.  8.)  Hbrig.  Alle  De- 
terminanten D  von  der  Form  8n+Ö  zerfallen  in  zwei  Klassenf 
lo  die  eloe  geboren  diejenigen,  für  welelie  die  Jcielosten  Wurzeln 
der  Gleicming 

doppelt  ee  groes  aie  die  Uehwten  Wefthn  der  Giaicbong 

ff  ^ 

sind  (wenn  die  letztere  Gleichung  für  da«  untere  Zeichen  über- 
haupt lüshar  ist);  iu  der  andern  Klaeee  sind  diejeoven  l>eter- 
mfanwton,  fiir  frelcbe  die  Gleichung 

in  relativen  Primzahlen  ISebar  ist  Zwinehen  5  und  1005  giebt 

es  126  Werthe  /)=8«  +  5,  von  denen  die  folgenden  32  von  der 
ersten  Art  «ind:  37,  101,  141,  189,  197,  269  ,  325,  a33,  349,373, 
381,  389,  397  ,  405,  485  ,  557,  573  ,  677  ,  701,  709  ,  757,  781.  81^ 
839,  877,  885,  «Ol.  909  ,  925,  933,  973,  WT.       '      '    ^  ^ 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Gleichung 

in  relativen  Primzahlen  lösbar  ist,  oder  nicht,  verwandelt  man 
V/^  in  einen  Kettenbruch.  Findet  sich  kein  voUstäudiger  Quo- 
tient mit  dem  Nenner  4,  so  ist  die  Glelehung  nneb*  einem  bektinn« 
ten  Thoorem,  vorausgesetzt,  das«  />>16,  in  relativen  Primzahlea 
nicht  iMsliar.  Findet  sieh  der  Nenner  4,  so  nerfce  nan  Folgendes: 

1)   Wenn  die  ungeraden  Werthe  ar,  y  die  Gleichung 

aar— 1)5»=— 4 

befriedigen ,  so  ist 

(«r  +  2)»-/>(ay)«==-|.4,  . 
wo  XX -^^  2,  xy  ebenfalls  ungerade  sind,  d.h.  «i'enn  die  Gleichung 

xx^Djfif^  —  4 
In  reIntIveD  Prlmtahlen  lüsbir,  so  ist  «neb 
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h  relativen  Primid^left .  I0«)bar. 

2)  Sind  j:,  y  die  kleinsten  positiven  Werthe  der  ersten 
Gleichung,  so  wirJ  beliauptet,  du^^s  X^xx  -^^t  l'^xv  die 
kleinsten  positiven  WeHhe  der  aadefen  dleiciiaBg  «eis  M%iieiu 


Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  beseiclme  »an  die  ItleiueteD 
(|tMtiv«o)  Wertlie  der  Gleicboog 

dorch  ^  u,  so  dass  also  t<X,  ti<r  ist.   Die  Multipticatton 
Gleldumgen 

ti  -  Duu  =  +  4 

«s^:^^^^,  *y  "^"^  ganse  &hleii  sein  werden,  da  x  und  ^, 
ctoso  f  und  «,  beide  gerade,  oder  beide  nngerade  sind.  Die 

2ay  tu;)  ist  positiv,  da  -  offenbar  Die  andere  Zahl 

^(tx-^Duy)  anlangend,  nehme  n»an  zuvörderst  an,  dass  y>«  sei> 
Oesuiacb  folgt  durcb  Multiplicatioii  der  GleicbaogeD 
«=/>l^— 4,   it=Duu\X,  (ix)^-{Dujf)*=i(ütfy-ihm-^), 

4 

welcher  Werth  positiv  sein  muss,  indem  y^y-uu>-j^  ist;  rolglich 
fr— Diy>OL  Setieo  wir  also 

T,  ü  positive  Zahlen ,  welche  der  CMelehimg 

MaflM»  mitbin  nicht  Icleiner  sein  l^önnen  als  x,  y  resp.  Nun 
•rhiilT  man  mit  Hülfe  der  vorhergeheodea  Relationen  aus  der 
(ilMcbang 

U-üuu^^A,  ^x^n-l-DUu,  2y=lVi+ü<, 


• 
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folglich 

«hd  41m  tot  oMMkii,  da  di«  WcKIm  <b2,  usa  ■n^fMiM 
•ev  «M,  md  (  dmIbI  kte'iiMr  als  2  aaia  kann. 

Hieraus  folgt  «^y*  Machdam  diaa  bairlaaep  waidea, 

hat  man 

folglieb 

positive  ganxe  Zahlen»  welche  die  Gleicbnig 

TT—DUü=z—A 

befriedigen,  also  nicht  kleiner  sein  kOnnen  als  y  resp.  Es 
folgt  ferner 

2M  =  Ty4-  üx; 

mithin  ' 

d.  h.  u^xy,   was  der  obigen  Annahme  wider- 

spricht.  Wir  «chlieseen  aleo»  dans  X  =  xx  -^-2,  Y:=x^  die 
kleinsten  Werthe  der  Gleichung 

sind. 

3)  Vorausgesetzt,  dass  in  der  Entwickelung  von  ein 
TollstSndiger  Quotient  mit  dem  Nenner  4  Torfcommt»  setie  man 
dieselbe  soweit  fort,  bis  dieser  Nenner  xnm  erstenmal  er- 
scheint, und  berechne  den  vorlettten  Nihernngsbmch  ^.  Es  liest 

sich  sogleich  erkennen,  ob  pp—Dqg=^-^i,  oder  pp—Dqq=—'A 
ist  Trift  der  eiste  Fall  t»n,  so  sind  x=p,  y=9  die  Ueinslen 
pesUiveB  Werths  der  Gleichaog 
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und  man  kaao  «iclier  «ditiflMaii»  4m»  «Im  Glcicliuiig 

in   uTij^eraden  Zahlen  nicht  lösbar  ist  ;  denn  wlire  dies  der  Fall, 
so  roössten  ihre  klein«iten  Wurzeln  p',  q'  offenbar  >  aU  resp. 
q  Kern,  wa«  wegen  p=p'p*'^^,  */=pV  ^)  OMDÖgBeh  ist 

—  Findet  sich  abenr  pp — Og^  —  —  4.  so  siM  ^ 
kleinsten  (positiveo)  Wertbe  der  Gleichung 

die  Gleichung 

ist  dann  ebenfalls  la  relativen  Primzahlen  lösbar,  und  u'=^pp-^2, 
ys=pq  ihre  UeiiMteii  Woneln. 

Nach  diesen  Prin<'i[>ien  ist  die  dieser  Abhandlung  beigeföpfe 
Tafel  berechnet.  Alan  iindet  in  der  ersten  Columne  alle  Zahlen 
i>  fon  der  Foroi  %i-|*5  swisdieii  5  iiimI  1O05  mit  Amnabme  der 
33  vofliia  sufgestcIHen  Werthe ,  für  welche  keine  Auflösung  in 
ungeraden  Zahlen  möglich  i«t.  In  der  zweiten  Colunine  stehen 
die  kleinsten  [positiven  Wurzeln,  welche  sich  auf  die  Gleichung 

^«^I^ss— 4 

bezieben,  sobald  O  mit  dem  Zeichen  *  rersebtll  l^t,  in  den  Obri- 
geo  raien  der  Gleicbang 

genügen. 

4)  Mehrerer  Vollständigkeit  wegen  bemerke  ich  noch  Folgen- 
des. Wenn  die  Determinante  das  Zeichen  *  nicht  fährt,  die 
Gleichung 

XX — Dyy=. — 4 

Idee  io  lelathreo  PrinsahleQ  nkdit  lOsker  ist,  sellssidieGleidiiim 

keine  Auflosung  zu,  ist  also  xx  —  — ^  diierbaupt Dicht Jfls« 
iNif.  Denn  die  Maltiplicatton  der  Gfeichungen 

jE»^i>yys-|-4,    tt— DiiMss— l 

g&be 

{ix  +  -D(* + — 

we  to-f-^^,  tg-^ux  offenbar  ungerade  Zahlen  wiren,  weleke 
der  Gleiehnng 
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nach  der  Voniafl««tsinig  niebt  genügen  kftiiMii.  —  Wmb  die  D«- 
tenninaote  daa  Zeichen  *  führt»  die  CUeichug. 

ebo  in  reieliveB  Priniiahleii  Htobar  lit,  so  llaeC  die  GMehimg 

Auflusimgen  zu,  ist  die  Torfaergeheiide  Gleichong  also  auch  io 
geraden  Zahlen  lüsbar. 

Üm  das  letztere  aa  enteisen,  bemerke  ich  zoySrderst,  daaa 

in  der  Entw|ckelung  Ton  \/D  der  Nenner  4  höchstens  in  zwei 
vollständigen  Quotienten  vorkommen  kann.   In  der  That,  es  sei 

— j —  ein  ▼oUatändiger  Quotient,  welchem  — —  verlier- 
geht;  dann  iat  iiekaantlich 

daher,  wenn  u-ir  dio  grüsnte  in  VD  entiialtene  ganze  Zahl  dorch 
a  bezeichnen,  ./  i:lolrh  einer  der  Zahlen  a — 3,  a  —  *i,  a— 1,  a; 
von  diesen  vier  Werthen  werden  aber  nur  z%vci  so  beschaffen 
aein,  dasa  />—«/•/  dnreh  4  theiibar  iat,  wie  ea  nadl  der  ersten 
Gleichung  sein  soll,  nämlich  die  Wertbe  J9s.m,  e^3,  oder  dio 
Werthe  J=.a  —  1,  «—-3,  jenachdem  a  ungerade,  oder  gerade  ist, 
folglich  können  in  einer  Periode  (welche  nicht  zivei  identische 
vollständige  Quotienten  enthalten  iiann^  nicht  mehr  als  zwei  voU- 
aModige  Qnetienteo  mit  dem  Nenner  4  vorkommen. 

Wäre  nun  die  Gleichung 

It—Dwc 

nicht  iusbar,  so  uuisste  die  Periode  de»  Kettenbruchs  von  VD 
bekanntlich  geradgliedrig  sein,  und  wenn  wir  die  auf  einander  fol- 
genden vollständigen  Quotienten  mit  dem  Nenner  4  in  der  nnend- 
lieben  Entwlekehing  von  dunsh 

— j — ,   — »  — j — .  j= — >  etc. 

Iie^richnen,  so  erhellt  leicht,  duss  die  denselben  vorangehenden 
^iühe^ung8bräche  sämmtlich  die  Gleichung 

iSaen  wArden,  woraua  folgt,  daaa  die  Gleichung 

—  '%3f=  +  4 

in  rebtiven  Primaahlen  nicht  lOabar  wire,  gegen  S). 


\ 
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6)  kt  die  CMeidiuiig 

io  relativen  Prinuahten  Itobar,  sind  9,  «  di«  iüeiiittOD  Woneb, 

■nd  macht  man  * 

•O  eind  (17.)  a^",  3^  die^ kleinsten  geraden  Wurzeln  die««r 
Gleichaag«  folglkb  |'Jf^«  f  y<ÜeUein«lmi  W«rMbidtr(BI«i«|iaiV 

Han  findet 

IVena  aUo  die  Gleicbaog 

ia  uugeradfll»  Zablen  Utobar  Ut,  90  müaaeu  die  kleinsteD  VVurzelu 
Atm  orirfschfln  GMckuigtB . 

genOgen,   wo  X,  l\d\e  kleinsten  Wurzeln  der  Gleicbaog 
b^dwlM.  Die  ewdMiiMbe  Formel  giebt  folgende  Werthe: 

ir=v(jr  4.  rvi)) + v(-y- IV/)), 

welche  unter  einef  ifnAiooalen  Form  erscheinen.  Dieses  Umateo* 
des  weeen  hat  man  x  uad  jr  durch  «ine  aadare  Betraehtimg  ana* 

zumitteln. 

Die  Gleichung 

«•.aar— SJTsO 

bat  nur  eine  reelle  Wurzel,  von  der  wir  schon  ui.ssen,  dass  sie 

eine  ganze  Zahl  sein  muss.    Die  Funktion  o:"  —  ^t—^X  nird  ne- 
3  3 

gativ  ftir  jgszzylX.  Ich  behaupte  ferner,  das«  sie  fiir  x=V2JE-|-l 

poaillT  wird.  FOr  dieseo  Werth  findet  man  nAmiich 

TfcrilYVl.  M 
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welcher  Ausdruck  positiv  ist.  Setsen  wir  also  VM^tf^f,  wo 
$  sinen  positiven  lichten  BnMsh  bedtotat,  so  Hegt  «sirlscMD  a— • 
und  w^t-^ip  folglich  xssa. 

Die  andere  Gleichung  betreHend ,  wird  die  FoaktieE 

posiavfilrysV^*  Rlr  9=^V-ff sie  negativ;  denn 
Ar  diese«  Werth  hommt 

welcher  Atisdrack  negattr  Ist.  sobald  V-jy-l  positiv.  Ist  aber 

y^^]  negativ,  d.  b.  der  aBgeaoniinene  Werth  voo  y  «egatiT, 
so  erhellet  tob  selbst,  dass  l^-f  %-3K<0  ist  Die  FnoktioB 

/)y»  +  3iy-.2F  \' 
mass  -  also  sidsdieD  den  Wertben 

»2F         »2F  - 

»  2F  '  . 

verschwinden;  und  wenn  wir  v^  =  ^  +  *  setzen,  wo  sein  po- 
sitiver ächter  Bruch,  so  erhellet»  dass  y=6  sein  muss. 

Daher  folgt:  Wenn  die  Gleich nng 

in  relativen  Primzahlen  lösbar  ist,  so  findet  man  ihre 
kleinsten  Wurzeln  .r,  y,  indem  man  für  x  die  nficbste 

ganze  Zahl  an  y2JC  Aber  dieser  Grfisse»  fflr  «  die 

3  2F 

nichste  ganse  Zahl  an  V-jj  nnter  dieser  GrSsse 
nlnint,  wo  X,  F  die  kleinsten  Werthe  der  Gleiehnng 

JC-X-/)FF=fJ 

bedeateo. 

6)   Umgekehrt,    wenn   die   Wurzeln   der  knbischcn 
Gleichungen 

.  «»-a.T-2J[=:0,   /)y»  +  aiy-2F=0 

beid^  git>i<K*  Zahlen  sind,  ^o  ist  die  Gleiehnng 
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la  reUtiven  Pcinsahl^B  iSsbar. 

Denn  berechnet*  man  den  Aaedrock  Juc^Duif  mit  HOlfe  der 
ia  6)  eefandeoen  Werthe  von  x  und  v»  so  erbäU  aaa  xs^MhlSI 
=  4-4;  beaehtend,  daaa  XX^DYrL-^l  ist 

Eioe  ähnliche  Besiebmig  ladet  swiachen'den  kMaatea  War- 
sela  der  Gleiebnagea 

statt,  deren  Anffindong  wir  dem  Leser  Oberlassen. 

Da  noB  Legendre  eise  Tafel  der  kleinsten  Werth«  der 
GMebaag 

oder  der  CUelcboag 

Segeben  bat,  so  würde  sich  die  Berechnuntj[  unserer  Tafel  nach 
em  vorher^ehendeu  Theorem  auf  eine  blosse  Kubikwurzelauszie-  ^ 
huQg  reduciren.  Da  ich  aber  eri»t  nach  der  Berechnung  der  Tafel 
aof  diese  Methode  verfiel,  so  blieb  aar  übrig,  nacb  derselben  die 
acbaa  berechnete  Tafel  .sa  levidlraa,  was  mit  migicbster  Sorg- 
falt gesebeben  ist.*) 

Z.  B.  Die  Gleiebaig 

hat  dia  UeinatoB  Waraeln 

J!C=:im273l902975,    ^«002288216432  (Legendre's  Tafel). 
Mua  ist 

VU=S8834-f ...»  2^  s90051426a8-|>...,         =12U -f  ; 

folglicb  aezsißaa&,  y=l261  die  kleinsten  Wnrseln  der  Gleic^nng 

«  501^jy:s4.  « 


*)  Mit  Hilfe  von  Kubiktafeln  iatitea  «ich  «elbal  au«  sehr  groMen 
2oMm  die  KaUkwanMla  mit  Leicfitigfceit  eowlehen. 
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der  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichuog  m— Xlyfysi:> 
ffir  die  Wertbe  von  Dssßn-^d  iwischen  5  und  1005,  be 
welchen  die  Gleichung  in  relativen  Primzahlen  ISsbi 
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llliseellen. 


In  einem  älteren  englischen  ^Schifffahrtslehrbuche,  nämlich  in 
The  coraplete  Navigator.  By  Andrew  Mackay.  London. 
l%04,,  iode  ieh  fol^endeo  fiewete  des  bekannten  trigonometri- 
•eben  Satxe&,  das«  die  Summe  zweier  Seiten  eines  ebenen  Drei- 
ecks sieb  zu  deren  Differenz  verhält,  wie  die  Tangente  der  halben 
Samroe  der  Gegenwinkel  zu  der  Tangente  der  halben  Differenz 
dieser  Winkel,  der  wenigstens  mir  neu  gewesen  ist,  und,  weil 
er  wohl  auch  noch  manchem  anderen  Leser  dieser  ZeitKchrift 
mbekaont  sein  dürfte,  deshalb  hier  mitgetheilt  werden  soll. 

In  Taf.  XI.  Fi^.  IJ.  sei  ABC  das  gegebene  Dreieck «  und 
Too  den  beiden  Sei  ton  Aß  und  AC  sei  An  die  grossere.  Man 
ferlängere  AC  über  A  hinaus  und  mache  AD— Aß,  ziehe  ßD, 
mache  AE  =  AC,  und  ziehe  CE,  welche,  verlängert,  BD  in  F 
schneidet.  Nun  ist  die  Summe  der  gleicben  Winkel  ACE  und 
AEC  der  Summe  der  beiden  Vflnktl  ACB  und  ABC  gleicb» 
alM»  ist 

^DCF^^i^ACB-i^^BC), 

uod  daher 

^BCF^z^ACB-^-^i^ACB^  ^AßC), 

II 

^  BCFss^(^ACB — ^  ABC) : 
Nn  ist  aber  ' 


« 
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Also  sind  die  Dreiecke  €DF%mdBEF  einander  ftliniicli,  und  ee 
let  folgiicii  auch 

d.  h.  CF  steht  auf  ßl)  senkrecht.  Wegen  der  AebnKcbiwit  der 
beiden  Dreiecite  CDF  und*  ß£F  Ut  aber 

CDiBE^DFiBF, 
oder  nach  der  Coostniction 

AB^ACAB-^AC^^ij^s 

d.  i.  « 

AB-j-ACiAB-^AC^UngDCFiUmgBCF, . 
afse  nach  dem  Obigen: 

AB-I^ACtAB^AC 
sstang  ^(^ACBi^^ABQ'.Ung^i^A  CB—  Z  AB  Q, 

wekhe»  der  m  beveisende  Satt  ist. 

Bfir  scheint  diese  Beweisart  sehr  einfach  zu  sein,  und  ist 
deebalb  von  mir  hier  mitgetheiit  worden.  O. 
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Literari^clier  Berielit« 


CkMehlelite  «er  Hatlieniatlk« 


hitm  JoarBal  des  SsTSftta,  frier.  iSftO.  Madot  eldi  «faf 
Aaintt  des  trefiiiekea  hocbbejshrtMi  Biot^  der  in  eo  feefceM  GtedelttCe-' 
fMMt  itt,  dsM  ich  nicht  unteriauen  darf ,  dieie  Nammer  de>  Litf rar^ 


U  4  TAcademie  fran^nise,  dans  sa  s^ance  parücuUere  du 
I  5  fevrier  1650,  par  M.  J.  B.  Biot« 

Messieurs, 

Qaand  oo  bomme  d*ordr«  s'appr^te  k  partir  pour  ua 
^nd  Toyage,  il  mel  ses  alBidres  ed  r^e»  ei  prend  soin 
*^acqiritter  tootes  les  deltea  qall  peot  «voir  cootract^ea. 
Voila  ponrquoi  je  vais  yous  raconler  coaim^nt,  11  y  a  qnel* 
qoes  daquaate  ans»  un  de  noa  sarvanto  lea  plus  illastrea  ac- 
'ueillit  el  enconragea  an  jenne  ddbntanl»  qoi  ätait  trena  liii 
I  aoiti«r  aes  premiera  easaia. 


jeaned^Qtant,  c'^it  moi«  ne  yoaa  ddplaise.  NoteZf 
po«r  exonaer  F^pith^le^  ^e  ceci  renonCe  an  nu>ia  de  bro« 


Une  anec.dble  retatfve  a  M«  Laplaee. 


W  IT« 
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matre  an  VIII  de  la  lUpublique  fran^aise,  Im  Edition.  Qaelp 

ques  mois  plus  tard,  on  nie  fit  l'iusigne  honneur  de  me  nom- 
mer  associe  de  l'lnstiiiit  national:  mais,  ä  ccttc  date,  et 
surtout  ä  l'epoque  im  peu  aiiterieure  oü  inoii  recit  com- 
mence,  je  me  troiivais  conipleteineiit  iiicoiiim.  J'etaU  alors 
un  tout  petit  professeur  de  mathematiques.  ä  Vieolt  cen- 
trale de  JBeauTaia.  Sord  nonvellemeot  de  l'Ecole  polytech* 
Dique»  j*avais  beaocenp  de  zele  et  pea  de  science.  Dana 
ce  terops-Iä ,  on  ne  demandait  guere  aux  jeunes  gens  que  de 
l*ardf'nr.  J'etais  passionne  pour  la  geometrie  et  pour  beau- 
coup  de  choses.  La  fortuiie,  plutut  que  la  raison,  me  pre- 
.serva  de  ceder  a  des  goütä  trop  divers.  Fixe,  des  lors,  par 
les  uoeuds  les  ulus  doux,  ä  Tinterieur  de  la  famiUe  ^ui 
m^avait  adopte,  aeureiix  du  pr^ent,  comptant  aur  Taveiitr» 
je  ne  aongeaia  qu'&  auivre,  avcc  delices,  les  penchants  do 
mon  esprit  vers  toutes  sortes  d'etudes  scientifiaues ;  et  ä  faire, 
par  plaisir,  ce  <|ue  l'interßt  de  ma  carri^re  ni  aurait  prcscrit 
comme  un  devoir.  J*avai.s  surtout  une  ambitioii  demesuree 
de  penetrer  dans  les  hautes  regions  des  niathematiques,  oü 
Ton  decouvre  les  lois  du  ciel.  Mais  ces  grandes  theories, 
encore  ^parses  dana  lea  coliectiena  acad^miqaea»  n'ötaieni 
preaque  abordablea  que  ponr  le  petit  nombre  d'bomniea  au» 
p^rieurs  qui  avaient  concouru  k  les  teblir;  et  a*y  lancer 
sans  guide,  sur  \eurs  traces,  c*etait  une  entreprise  oü  Ton 
avait  toute  chance  de  s'egarer  pendaiit  bien  du  temps  avant 
de  les  rejoindre.  Je  savais  que  >I.  Laplace  travaillait  «• 
r^unir  ce  ma^ifique  ensemble  de  decouvertes,  dans  rou- 
vrage  qu*il  a  tr^s-justement  appel^:  Im  Mieanupne  tHeite»^ 
Le  premier  Tolume  ^tait  aoua  presse;  lea  autrea  anivraient»'' 
k  de  bien  longa  intenralles,  au  gre  de  mes  desirs.  Une  dd* 
marcbe,  qui  pouvait  parattre  fort  rrsquec,  m'ouvrit  un  acces 
privilegie  dar>s  co  saiirtiinire  du  genie.  J'osai  ecrire  directe- 
ment  a  l'illiistie  auteur,  pour  le  prier  de  permettre  que  son 
hbraire  m'envoyi^t  les  feuilles  de  son  livre,  ä  niesure  qa'el* 
lea  a^lmprunaitnt.  M.  Laplace  me  tdpoadH.  avee  antaat  ^« 
cdrdmonie  que  al  j'ensse  4t6  un  aavant  vdntable.  Toutefoia, 
en  fin  de  compte,  U  dcartait  ma  demande»  ne  voulant  paa» 
disait  il,  qne  son  ouvrage  füt  preseiite  nu  public  avant  d'^tre 
termine^  atiji  qu'on  le  jugeät  d'apres  son  ensemble.  Ce  d^ 
clinatoire  poli,  etait  sans  doute  tres-obligeant  dlins  ses  for- 
mes.  Mais,  au  fond,  il  accommodait  mal  mon  affaire.  Je 
ne  Toulua  paa  Paecepter  aana  appel.  Je  recriv?s  immediate- 
menC  k  M.  Laplace,  pour  Ini  repr^seoter  qull  me  falsait' 
Jbeaucou^  plus  dlioiinettr  qne  je  n'en  roeritais,  et  aue  je 
n*en  desnais.  Je  ne  suis  pas,  lui  disais-je du  public  qui 
juge..  niais  du  public  qui  etudic  J^ajputais^  que,  voulant 
aoivre  et  refaire  tous  les  calcul^  en  en)y||^^uf,  uion.iuatru- 
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^on^  je  pourrais,  s*il  ne  rendait  ä  ina  priere,  decouvrir  et  »  • 
>iguakr  les  faates  d'impressiou  cjiii  s'y  seraieiit  glissees.  Ma 
toipeetaeme  Itosiataiiee  d^sarma  sa  r^serve.  11  nreuvoya  too- 
bi  ha  lettilles  d^jä  imprimdeas  en  y  joiguant  nna  lettre 
nanaante,  cette  ma  nnfiement  cdr^monieoae,  mala  remplie 
iitalaa  vila  et  dea  plaa  prMeiix  eocouragemeiits.  Je  tt*ai 
pasbetoin  de  dire  avec  quelle  ardetir  jp  devorai  ce  tr^r« 
Je  {Hmrals  bien  m'appliqoer  Ja  maxime:  vialeiifi'  rtqfmniÖttJL 
Def  uis,  cha^ue  foia  qae  j'allaia  k  Paris;  j'apportaSa  mon 
tnvail  de  r^yision  typographiqae,  et  Je  le  preaeDtaia  per- 
moellemenC  ä  M.  Laplace.  II  raccueiilait  toujours  areo 
kote,  Texammait,  le  discutait;  et  cela  roe  donnait  l'oeea» 
mn  de  lui  sonmettre  les  dilficaltea  qui  arrtoient  trop  sou- 
Tent  roa  faiblesse.  8a  eondeaeendance  k  les  lever  i^tait  sana 
bomes.  Mais  lui- ni^me  ne  pouvait  pas  toujoara  le  faire, 
ms  y  doimcr  urie  attention  qiielquefois  assez  Ion<>ue,  Cela 
arrivait  d'ordinairc  niix  eiulruits,  oü,  pour  s'epargner  des 
Details  d'exposition  trop  eteiidus,  il  avait  einploye  la  for- 
nide  expeditive:  i7  est  aisc  de  voir.  La  chose,  en  effet, 
avait  paru,  dans  le  moment,  tres-claire  a  ses  yeux.  Mais 
elV:  ne  Tetait  pas  toujeurs,  nii^nie  pour  lui,  ä  quelqne  temps 
iHä.  Alors,  si  vous  lui  en  deniandiez  l'explication,  il  la 
clierchait  patiemment,  par  diTerses  voies,  pour  son  coinpte 
COffime  pour  le  votre;  et  c'etait  la,  sans  doiite,  le  plus  in- 
ÄTictif  des  commentaires.  Une  fois,  je  le  vis  passer  ainsi 
Ijii  d'une  heure ,  a  tdcher  de  ressaisir  la  chalne  de  raison- 
MK&ts  qu'il  avait  cachee  sous  ce  myst^rieux  Symbole:  Ü 
^ä$i  de  tRsir.  On  doit  dire,  k  sa  d^harge,  que  s^il  avait 
Wkk  toe  compl^teuient  ezplieite,  son  ouvrage  aarait  di 
ma  hak  on  dix  velamea  iii-4^  au  liea  de  cinq;  et  peiit» 
m,  B'aaraMl  pas  Tdeo  aasei  de  temps  pour  i'aehever. 

Tout  le  monde  comprcndra  le  prix  que  devaient  avoir 
pour  an  jeune  homme  ces  Communications  familieres  et  in- 
ümes,  avec  un  genie  si  puissant  et  si  etendu.  Mais  ce  que 
jon  ne  saurait  bien  se  figurer,  a  moins  d'en  avoir  ete  l'ob- 

ce  sont  les  sentiments  de  delicatesse  affectueuse,  et 
comme  paternelle,  dont  il  les  accompagnait.  Ceci  m'am^oe 
^uirellement  ä  Tanecdote  que  j'ai  voulu  raconter.  Car  eile 
m  ofire  OD  exemple  aussi  parfait  que  rare.  . 

I 

Peu  de  temps  apres  qu'il  m'eut  ete  permis  de  Tapprocher,. 
f'^Qsla  bonne  fortune  de  faire  nn  pas,  qui  me  sembla  nouvean  et 
luprevu.dans  unepartiedes  mathematiques,  oü  Ton  etait  k  peine 
♦^nlre  jasqu'alors.  J*avais  remarque.  dans  Ir.s  commentaires 
^  Pitersboorgf  une  classe  de  questioiis  geomdtriques  fort 
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Btnguliöres,  qu'Euler  avait  trailees  par  des  metkodes  iudU 
vectet»  dtm  nn  memoire  intitiiläs  Mh  kmgni  fironifam  um» 
$haii  ioiUfenUmm  moenn^,  ü  a'ätait  propose  auaai  iwe  que* 
üImi  de  €6  genrot  enoore  plns  diffieue,  aar  la^uelle  il  «Mail 

revenu  a  plusieurs  reprises  dans  les  ^cla  erudttorwnf  en  la 
resolvaiit  chaque  fois  par  des  voies  differeiites,  nmis  tou- 
joui*s  iiidii  ectüinent.  La  siii^ularite  de  ces  probleiues  coli- 
aistait  ea  ce  qu  il  i'ailait  decouvrir  la  iiature  d'une  courbe, 
d'aprto  certaieea  relations  aasigoees,  dont  las  caraot^res 
gfomätriqnea  «Staient  d'ordres  diaaembUblea:  las  oaea  devaat 
a?air  lieu  entre  dea  pointe  in6niaieBt  voisiiis^  lea  aatres  entre 
des  poiiits  distants,  «lepares,  par  des  diflferences  fiiiies  et 
donnees,  d'absrisses.  Or,  la  premiere  classe  de  conditions, 
relative  aux  poLiits  voi.siiis,  etaiit  coiisideree  isolement,  sous 
Je  poiiit  de  vue  abstrait,  depeiid  du  calcul  diiiereiitiel  ordi> 
aaire:  la  deuxieme,  relative  aux  poiute  distaota,  depend  d*uii 
aatre  genre  de  ealoal,  qui  a'adapte  apedalencnt  aoz  diffi^ 
rences  finies.  LMd^e  me  vim  que,  poar  biea  faire,  il  fallait 
dorire  d'abord  Tenonce  coroplet  du  probl^e  daua  le  lan» 
gage  analytique,  cn  appliquant  ä  cliacune  de  ses  parties 
leiirs  symboles  propres.  Cela  condairait  ä  un  genre 
d'equatiuiis,  dit,  atuc  differenoes  melees,  peu  etudiä  jua- 
qu*alors,  qui  exprimerait  aiusi,  avec  uiie.  eutiere  ge* 
ndratttd»  i'eaaaaibJe  dea  eoaditiona  niziea  aiuqaellea  an 
devrait  «atbfaire;  apr^  qaoi,  on  u'aarail  olaa  qu'ä  aa 
tirer ,  comme  on  ponrrait,  de  ce  dernier  pas.  La  rdaliaaliaB 
de  cette  ideesurpassa  mes  esperances.  Toiites  les  questiona 
de  ce  geiire ,  qui  avaieiit  ete  traitees  indirecteuient  par  Euler, 
et  par  d*autres  geometres,  etant  exprimees  ainsi  eit  sym- 
boles  geiieraux,  se  resolvaieiit  saus  diilQculte,  comme  par 
enchantaaiaiit  Laraoae  j'eua  troavd  catte  elef  qol  laa  oamü^ 
Tapportai  mon  travau  k  Paria  ^  et  j'ea  parlai  k  Bl  Laplaca. 
U  m'dconta  avec  une  attaatioa,  qol  me  aembla  niwe  da 
qnelque  snrprise.  II  me  qucstionna  sur  la  naturc  de  mon 
procede,  sur  les  details  <le  mes  Solutions.  Quand  il  m'eat 
axamine  sur  tous  res  poiiits,  „Cela  me  paralt  fort  bien« 
,,dit-il,  venez  demuin  matin  m'apporter  TOtre  memoire.  Je 
„settA  bien  afae  de  leTdr/*  On  eoaiprend  qae  je  fusexact 
aa  rendez-Tooa.  II  parcoarat  fort  attendvement  toat  moa 
manuscrit;  Pexpoad  de  la  m^ode»  les  applications,  les  con» 
siderations  ulterieures  que  j'y  avals  anaexees.  Puis,  il  me 
dit:  „Voilä  un  tres-bon  travail:  vons  avez  pris  la  veritable 
9,Voie  qu*il  faut  suivre  pour  resoudre  directement  ce  genre 
»,de  questioDs.  Mais  les  apergus  que  vous  presentez,  a  la 
»ffio,  aont  trop  eloignes.  ^N'allez  pas  au  dela  des  resaltats 
nmit  Taaa  aves  obtaaaa.  Voaa  reaeontrerias  prabaUaaMt 
t^oea  diffoakda  plaa  adrieaaaa  ipM  Fona  na  paraiaM«  k 
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^ycroire;  et  i'etat  actuel  de  Tanalyse  pourrait  bien  ne  pas 
„yoixs  fouruir  les  nioyens  de  ies  sunuoiiter/'  Apres  m'ötre 
defendo  quelqne  temps,  car  jamais  il  ne  lui  est  arrive  d*iii» 
^•erdiffe  mi  jewMt  geM  qui  rapproehaiem  la  libeiie  d'oM 
TBapedBCase  controverse,  j«  eedm  k  ae«  coiiaeiU,  et  je  rayaf 
toute  cette  fin  hasardeuae.  „Gomme  cela»  me  dil-U,  le  reste 
^sera  fort  bien.  Preseiitez  demain  votre  memoire  a  la  clasae 
^(oii  appeiait  alors  ainsi  TAcademie):  et,  apres  la  seance, 
„vous  revieodrez  diuer  avec  moi.  Maiiitenant,  allons  dejeu- 
^ner.^  Ici,  je  ne  craiudrai  pa$>  de  placer  uu  tableau  d  iu- 
tdrieno  qui  )e  fera  Tolr  tel  qu'U  euk,  tel  qtt'U  firt  UNiJaars» 
daos  la  siioplicite  de  ses  rapporta  avec  lea  jeoim  sens  qui 
«▼aiant  Je  bbubeur  da  i'approcber,  et  (fA^  dÜBreaua  aea  han- 
mea,  sont  restes  groupes  autour  de  lui  pendant  sa  longue 
carriere ,  comme  nutaiit  d'eitfants  adoptifs  de  sa  peiigöe. 
C*etait  daiis  ces  iustaiits  de  loisir,  apres  son  travail  du  nta- 
tin,  qu'il  aimait  le  plus  babituelleiueut  ä  iious  reeevoir.  Le 
dejeoner  atait  d'iM  aiatplieitä  pythagorique:  da  lait»  da  cafü^ 
^aa  fruita.  On  aamüt  daiia  rappartaroeDt  da  M"«  Laplaca^ 
laq|Ball%  alora  jeoiie  et  belle,  noua  accueillait  tous  iiidisdBa- 
taMM^'  avec  la  bonte  d'une  ni^re,  qui  aurait  pu  6tre  notre  soenr. 
U,  on  pouvait  caiiscr  de  seteuee  avec  lui  pendant  des  heu- 
res.  Sa  conversation  bienveillante  se  portait  tour  k  tnur, 
sur  les  Sujets  de  nos  eiudes,  sur  le  progres  des  travaux 
qaa  BOUS  aviona  aamoiaiie^»  sur  ceux  qa'il  deairait  uoua 
liilgTilitlfreiidre.  II  a'oecnpalt  aaaai  daa  |Mirticalaritai»  qui 
•dMUbrnaient  uotre  avenir;  s'inlonDail  daa  of^rtunites  qui 
jKrävaient  noua  etre  favorables;  et  noas  y  servait  si  active- 
ment,  que  jious  n'avions  paa  besoin  d'y  songer  nous-mömes. 
£n  retour  de  tout  cela,  il  ne  nous  deinaiidait  que  du  zele, 
des  efforts,  et  la  passion  du  travail.  Voilä  ce  que  noua 
avoDs  tous  va  de  Ini.  Maia  le  trait  que  je  vais  youa  raeon- 
tar»  voas  fara  lalaax  oonaattra  anaara,  oe  qu'il  a  dtd  poar  noua« 


molre,  je  me  rendis  de  bonne  neure  k  TAcademie,  oü,  avec 
la  pernii.ssion  du  president,  je  me  mis  ä  tracer,  sur  le  grand 
tabteau  noir,  les  figures  et  les  formules  que  je  voulais  ex- 
poser.  Monge,  arrive  un  des  premiers,  m'aperyut,  s'approcha 
da  aioi,  et  im  parla  da  tnon  trairalL  Ja  compris  qaa  M« 
Laplaaa  l'amit  prdvanu.  A  TEcole  potytecfaniqoe,  j'avaia  did 
m  daa  dl^vas  auxquela  il  tdaraignait  le  plus  A^meeäon ;  et 
je  savais,  combicn  le  succ^s  que  j'esperais  lui  :canserait  de 

Iilaisir.  On  est  heureux  d  avoir  de  pareils  mattres!  Quand 
a  parole  me  fut  accordee,  tous  les  geometres,  c'etait  alora 
l*oaaga,  yinrent  a'asaeoir  autour  du  tableau.  Le  general  Bo- 
naparte,  reeemaieot  reveou  d'£gypta,  aaaiatait  oe  joar-lk  k 


ä  je  lui  avais  preaentd  mon  nid- 
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la  s^ance,  comme  membre  de  la  section  de  iiiecanique.  II 
▼int  avec  les  autres;  soit  de  liii-memc ,  ä  titre  de  luathema» 
tieien^  dont  Ose  faisait  fort;  ou,  parce  que  Monge  ramentti 
Pour  Ini  faire  les  honnears  d*iiii  travail  issa  de  sa 
Ecole  polytechnSqae;  k  qnoi  le  e^n^ral  r^ondit:  ..Je  recoD- 
„nais  bieii  cela  aux  figures^^  Je  pensai  quMl  etait  bien  ha- 
bile  de  les  reconnaltre,  puisquc,  hormis  31.  Laplace,  per- 
sonnc  eiicore  ne  les  avait  vues.  Mais,  preoecupe  comme 
je  Tetais,  de  tonte  autre  chose  que  de  sa  gloire  militaire^  et 
de  son  importance  politique,  sa  presence  ne  me  troabla  jpas 
le  moins  da  monde.  J'aarais  eu  bien  plas  pear  de  Bl.  La- 
graiige,  si  l'approbation  ant^enre  de  AI.  Laplace  ne  m'a» 
vaii  donn^  tonte  84^urite.  J^exposai  donc  tr^s-librement ,  et 
je  crois  aussi  tres-clairement,  la  natura,  le  but,  les  resultats 
de  mes  recherches.  Tout  le  monde  me  lelicita  sur  leur  ori- 
ginnlite.  On  me  donna  pour  commissaires  les  citoyens  La- 
place, Bonaparte,  et  Lacroix.  La  seance  finie ,  j'accorojpag* 
nai  Iii  Laplatfe  rne  Cluristine,  on  il  demenrait  alors.  Dana 
le  cbemin»  il  me  t^moigna  son  eontentement  de  la  nettetd 
avec  laqndle  favais  pr^ente  mes  ddmonstrations,  et  ans8i> 
de  ce  que,  suivant  son  conscil ,  je  ne  me  fusse  pas  hasard^ 
au  delä.  JNous  arrivons.  Apr^s  que  j'eus  salue  madame 
Laplace:  „Venez,  me  dit  il,  un  monient  dans  mon  cabinet; 
„j'ai  quelque  chose  ä  vous  faire  voir/^  Je  le  suivis.  Nous 
^tant  assisy  et  noi  pr^t  ä  l'dconter,  11  aort  nne  elaf  de  sa 
poche,  onvre  nne  petite  armoire  plao^e  k  droite  de  sa  che- 
min^Oy  je  lavois  encore...;  pnis  il  entirenn  cabierde  papier 
jannt  par  les  annees,  oü  il  me  montre  tous  mes  problemes,  les 
problemesd'Euler,  traires  et  resolus  par  cette  me'hode,  dont  je 
croyais  m'ßtre  le  premier  avise.  Ii  Tavait  trouvee  aussi  de- 
puis  longtemps;  mais  il  s'etait  arr^te  devant  ce  m^me  ob- 
Stade  qu'il  ni'avait  signale.  Esperant  le  surmonter  plus  tard, 
fl  n'avait  rien  dit  de  tont  eela  ä  personne,  pas  m«iie  ämoi, 
qnand  j'^tais  venu  lui  apporter  son  propre  travail  comme 
nne  nouveaute.  Je  ne  puls  peindre  ce  ^ue  j'^pronrai  alors. 
Cetait  Uli  melange,  de  joie  ä  voir  que  je  m'ctais  rencontr^ 
avec  lui;  peut-etre  aussi  de  quelque  regret  a  me  savoir  pre- 
venu;  mais  surtout,  d  une  profonde  et  infinie  reconnaissauce 
pour  uu  trait  si  noble  et  si  touchant.  Cette  decouverte,  la 
premi^re  que  j'ensse  iaite,  ^tait  tont  ponr  rooi.  £Ue  dtak 
Sans  donte  pen  pour  lui,  aul  en  avait  fait  tant  d*an» 
tres,  et  de  si  considerabies,  dann  tontes  les  par^ 
ties  des  mathematiqnes  abstraites,  comme  dans  leurs 
plus  sublimes  applications.  Mais  l'abnegatiou  scientifique  est 
difticile  et  rare,  m^mc  en  de  petites  choses.  Et  puisi  cette 
dellcatesse  ä  ne  me  vouloir  decouvrir  ce  mystere  qu'apres 
le  aneoü,  le  aneeiii  pablic,  auqnel  il  ni'avaH  cnndnlt  ff  a  wa 
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patr  la  naui»  ne  it  Bwvtkot  de  oe  ^j«^  avait  vu  que  paar 

me  detourncr  d«a  iSoueOs  oa  roon  inexperienoa  aOaitiii*enga- 
gerl  M'eüt-il  moatr^  ce  papier  avant  la  ä6ance,  U  ne  m'ölail 
pliLS  possible  de  preseiiter  mon  travail,  sachant  que  le  sien 
existait  auparavant.  La  distnnce  de  lui  a  inoi,  ue  in'aurait 
permis  que  le  silence.  Kt  b'il  avait  cxigo  que  je  profitasse 
oa  secret  qu'il  avait  garde,  quel  eiubarras  li'aurais-je  pas  dü 
^proover,  quand  j'aarab  lu  ce  nN^moire,  avant  la  consdeDce 
qua  je  n'etaU  que  F^cho  d*aii  autre  espritf  Mais  aa  räserve 
me  laissait  toute  la  force  que  aon  approbatloo  m'ayaU 
donnee.  Paraltrai-je  trop  presomptueux,  si  je  me  persuade, 
que  tous  ces  raftiiienients  de  boute,  ii'auniieiit  pas  pu  lui 
6tre  sugg^res  par  »ii  iiitcr^t  seulemeiit  abstiait,  et  scieiitifi- 
aue,  mais  qu'ils  oiit  du  lui  ^tre  iuspires  aus>s>i,  par  un  seu- 
tupei^  M^soDoel  d'affection?  An  reste ,  eo  r^compense  de 
aa  aoblA  eoaduite,  je  me  fif^nre  quH  devait  ^proover  un  vif 
plaisir^  et  une  jouissavoe  bien  pure,  a  ni'entendre,  gräoe  k 
foi,  debiter  en  pleine  assurance,  ä  la  satisfaction  de  mon 
sayant  auditoire.  ce.s  imuveaux  caleuls  Hont  je  nie  croyais 
Hnventeur,  et  qu'il  aurait  pu  ni'enlever  d'uii  saul  niot.  Au- 
rait-il  ete  aussi  geDereuxpour  uu  rival?  Aurait-il  möme  ete 
alora«  toujoura  juste?  Cfeat  ce  que  je  n'ai  nullement  iei  ä 
ezanuBeir.  H  fut  tout  eela  pour  moi  et  ponr  bien  d'autresy 

2ui  commeii^aient  aussi  leur  carriire.  Je  n*ai  rien  de  plus 
dire,  ni  ä  voir.  Son  iufluence  sur  le  progr^s  des  scicn- 
ces  physiques  e(  mathematiques  a  ete  immense.  Depuis 
ciiiquaiite  ans,  presque  tous  ceux  qui  les  ont  cultivees,  se 
sout  iiistniits  dans  ses  ouvrages,  eclaires  par  ses  decouver- 
tes,  appuyes  sur  ses  trataux.  Mais  nous/  aujourd'hui  en 
bien  petit  nombrey  qui  Bavens  conna  Intünement,  et  qui  ayons 
|m  noua  inspirar  de  son  esprit  et  de  ses  conseils,  aioutons 
encore,  h  ces  titres  glorieux,  le  Souvenir  de  raffiabilite,  de 
la  bonte,  qu'il  nous  a  montr^es.  Eflbrgons-nous  de  rendre, 
ä  ceux  qui  vont  nous  suivre,  ce  ce  qu'il  fit  pour  nous;  et 
imitons,  s'il  se  peut,  a  leur  ^gard,  cette  noble  abnegation, 
dout  ie  viens  de  vous  rapporter  un  si  bei  exemple.  Voila 
MesaieurUy  le  trait  que  j*ai  ▼onla  toos  raconter.  91  •  Laplaee 
a  M  TOtre  colle^ue  dans  cette  Acad^mSe.  Voua  eonnais- 
siez  son  grand  genie  <lan.s  les  aciences;  tous  aviez  apprd- 
cie  relevation  de  son  talent  comme  ecrivain.  Je  viens  de 
vous  le  moiitrer  sous  un  aspert  nouveau,  avec  des  qualites 
peut-^tre  plus  rares.  En  rendant  cet  honimage  ä  sa  me- 
moire je  lui  desobeis.  Car  il  m'avait  impose  ün  silence  ab- 
aoln  aar  ce  qu'il  avait  lait  ponr  moi^  dana  cette  rencontre. 
Le  rapport  acadernique,  anqnel  il  prit  part,  n'en  porte  au« 
coDc  trace;  et  il  ne  nie  permit  .paa  a*y  faire  la  molndre 
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aloiion  «laad  je  puUlai  man  tnifafl^),   Mah  um  inUrvaB« 

d'an  deiMi^de  nmkne  fatakmeot  ia  procfiptton  de  tum 
les  engagements  bmiiabs;  et  je  anif  eooTafaicn  qae  voea 

m'absoudrez  nnanimement  d'aToir  manquö  aujonrd'hai  h  oe- 
lui-lä,  pour  acquirt(;r  Ia  seule  dette  qae  le  tempa  ue  iloi?e 
pas  ^teindre,  celie  de  la  recounaissauce. 

BIOT. 


1)  Rrnieil  des  nu-moircs  pre«rnt^a  ä  la  classe  des  ■cipnre«  math^ma-' 
tiqnes  et  iibjsique«  de  rinaitnt  national  par  divera  aavaata  <lnuig«r», 
t.  I,  p.  296,  dato  de  U  prdaenUtion ,  S  bräniaire  an  vfit«  L«  rspport, 
riAlf^i  pnr  M.  Lacroix,  M  Bttm  de  la  commiation,  fut  iu  4  la  Rlatce  le 
21  du  mi^me  moi«,  troi«  joam  npret  la  grande  r^Tolution  politique,  qui 
avait  purtö  le  e<*ncral  Bunaparte  an  conialat.  II  vint  encore  k  cette 
adance.  et  j  «Mitta  atiMi  tranqalll«wml  a*il  D*avaiC  pa«  eu  d'antrf 
affiiire  en  t^te.  L'orif^inal  du  rappnrt  exinte  dana  le«  arcntrea  de  l'Aca' 
ddmio,  ugui  par  lui  et  par  ir«  deux  aulrea  cooiiBiaaAlrea  Laflacc  at 
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JLtterariselier  Vericlil;. 


Aritboietili. 


Es  ist  sehr  eifreolicb ,  dfe  nachhaltige  Wirksamkeit  eines  schon 
f«r  «u  langer  Zeit,  wie  die  Vega'scben  Vorlesuusen,  erscbieue- 
BWi  Weidks  M  sehe».  Wie  viele  Ofliziere  dei  k.  k.  Artillerie- 
Onrpt  mueen  wohl  schon  diesem  Werke  ihre  mathematische  Bil- 
dmtt  verdanken!  Der  Hvrr  Herausgeber  verdient  gewiss  allen 
DaoK»  dass  er  sich  der  ueuen  Bearbeitung  dieses  verdienstlichen 
Wafcw  mit  to  viel  Umsieht  mterzogen  hat.  Die  miAsteB  Zu- 
allie  scheint  die  Lehre  von  den  Gleichungen  erhalten  zu  haben» 
und  namentlich  ist  es  sehr  verdienstlich,  dass  der  Herr  Heraus- 

£>ber  das  Wichtigste  von  Fouriers  VervoUkoniniouns  der  ^'ew• 
n'scben  AnnälisniDgsmethode  an  die  irrationalen  Wurzeln  der 
ZeyeMleicliiiBgeoehne  Diflerenzialrecbnung  und  ohne  geoinetrlseli« 
ßetracntuugen  dargestellt  hat.  Muge  das  Werk  in  seiner  neuen 
fvirklich  ver\'olikonuiiiieten  tiestalt  noch  lange  zur  Verbreitung 
grüudUcbeu  uiutheniatiscben  Wissens  fortwirken! 

• 

Elementarlehre  von  den  Logarithmen,  auf  einen 
neuen,  verständlicheren  und  umfassenderen  l'tegriff 
dieser  Hilfszablen jg.egruodet,  blos  die  kenntiiiss  der 
gew&bnli'chsteD  ZifiefrechiiuugeQ  varau«« eisend^  ^be« 
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Algebra  gemeinfasslich  zergliedert  von  Wilheim 
Matska,  Professor  der  Mathematik.  Vorsuffsweise  be- 

stimnit  zur  Verbreitung  dieser  im  Zifferrocknen  so  viel- 

neitig  nützlichen  Lehre  im  Kreise  der  pralctiscben 
Rechner,  in  üntergymnasi en,  Real>»  Gewerba-  uod 
Bfirgerschulen.   Prag.  1850.  8. 

Es  ist  gewiss  immer,  namentlich  aber  in  jetziger  Zeit,  buchst 
verdienstlicb,  die  Ereebaisse  und  Uülfsmittel  der  strengen  und 
höheren  Wissensebaft  eiaem  grosseren  Krdse  von  Gebildeten 
zngftnglich  zu  machen,  fiberhaupt  in  das  Leben  einzufähren.  Wie 
Crosse  Vortheile  und  Erleichterungen  die  Logarithmen  bei  der 
Ao8(uhnine  der  verschiedenartigsten  Rechnungen  darbieten,  wei«a 
jeder  Mathematiker;  wer  aber  einen  Blick  in  das  praktische  Le- 
ben getfaan  hat»  weiss  auch,  dass  diese  Lehre  bei  Weitem  noch 
nicht  allgemein  genng  verbreitet  ist,  dass  die  von  ihr  dariiehote- 
nen  V'ortheile,  ausser  von  den  eigentlichen  Mathematikern,  noch 
lange  nicht  allgemein  genug  anerl^annt  sind  und  benutzt  werden. 
Die  Lehre  veo  den  LogaritMien  mOcIicbst  aUaenein  in  das  prak- 
tische Leben  einzuführen,  ist  der  flauptzfreCK  der  vorliegenden 
Schrift-  Sogenannte  praktische  Anleitungen  zur  l^ogarithmen- 
rechnuns  gicbt  es  schon  genug,  mit  denen  aber  die  vorliegende 
Schrifl  keineswegs  in  eine  Kategorie  gestellt  werden  darr,  in- 
dem dem  Herrn  Vf.  yielmehr  daran  lag,  neben  einer  wahrhaft 
praktischen  Anleitung  anr  Ausführung  der  netreffenden  Rechnungen, 
nanientlich  auch  durch  eine  einfache  vSlIig  naturgemässe  Darstel- 
lung der  Theorie  der  Lo«irithmen  ein  wirkliches  mneres  Verstlnd- 
nUs  derselben  herbeizofohren ,  wobei  er  von  dem  gewiss  völlig 
richtigen  Gesichtspunkte  ausging,  dass  nur  erst  diirrh  ein  sol- 
ches inneres  N'ersliiiulniss  der  Theorie  der  wahren  Praxis  der  Weg 
gebahnt  werkle.  Wir  würden  es  uns  nicht  versagen mehr  über 
dieses  gewiss  recht  sehr  ▼erdiensiliche  ^Sehriftchen'  au  sagien» 
wenn  wir  uns  nicht  in  der  glücklichen  Lage  befanden,  die  Legier 
des  Archivs  auf  eitje  in  dem  vorliegenden  Hefte  dieser  Zeitschritl» 
welchem  diese  Mummer  des  literarischen  Berichts  zur  Begleitung 
dient,  abgedraekte  streng  wissenschaftiiche  Abhandlang  "Nr.  Hl« 
desselben  Herrn  Vfs.  fiber  die  Logarithmen  verweisen  'S«  können. 
Was  in  dieser  vorzüglichen  Abharnllting  streng  wissenschaftlich 
entwickelt  worden  ist,  bildet  in  mehr  allgemein  verständlicher 
Darstellung  weuigstens  zum  Theil  auch  den  Inhalt  der  vorliegen- 
tlen  Schrift,  und  namentlich  Ist  es  die  im  Archiv.  Tbl.*  XV.  Ilcll 
II.  S.  150.  gegebene  Definition  der  Logarithmen,  ?on  welcher  der 
Herr  Vi.  auch  in  der  vorliegerulf-n  Schrift  seinen  Ansiauf  nimmtl 
Wir  sind  der  Meinung,  dass  diese  Definition  in  vorliegender  Schrift 
sehr  geschickt  zu  einer  möglichst  allgemein  TerstSndlicheri  Enb>' 
Wickelung  der  Theorie  der  Logarithmen  benutzt  worden  ist,  und 
was  die  mehr  praktische  von  vollst.ifidiger  Sachkenntniss  deutlich 
zeusende  Anleitung   zur  Logarithmenrechnunu'  betrifft,  so  wird 

fewiss  Niemand  Aber  irgend  einen  dabei  in  Frage  kommenden 
all  hier  vergeblich  Belehrung  suchen.  Wir  empfehlen  daher 
diese  Schrift  allen  denen,  welchen  es  daran  liegt,  sich  eine  gehdrig 
theoreiisch  hegrundete  Kennfniss  Her  Lehre  von  den  Logarithmen 
zunächst  Behufs  praktischer  Zwecke  zu  verschaffen,  ohne  andere 
matbenmtiifche  Kenntnisse  ahi  die  Re*nfnte  der  gewoholicbat 
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KecbeftkuB«!  au  beaiUcii.  betioiidarc»  aber  uucb  «lleti  l^brerii  411 
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•  .  ' 

Vrlsenoinetrle» 

C ompeiKfium  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
rt^.tlrie.  Von  F.  8chaub,  Adjvoct  der  k.  k.  i^ternwarto 
z^  WIflD.  Mit  einer  Figvrentafel.  Wien.  1849.  & 

Eis«  kinrie,  recht  deutliche  DarsteUnng  der  beiden  Trigone* 
metrieen.  Die  meisten  Aufgaben  sind  Kneckmässig  durch  numc- 
riscfae  Beispiele  erläutert,  was  Anerkennung  verdient,  da  jeden 
Lehrer  gewiss  die  Erfahruoe  eelehrt  hat,  dass  AnHinger,  nenn 
sie  auch .  die  fbeoretiscbeo  Ijeomi  der  Trigonometrie  und  auch 
die  Lehre  von  den  Logarithmen  gut  im  Kopfe  haben,  doch  f»rhon 
dadurch  keineswegs  betahigt  sind,  eine  trigonometrische  Rechnung 
zweckmassig  und  mit  einer  gewissen  Eleganz  zu  flQhreD.  Für 
nel^be«  puMiwIie  AnwenduBgen  der  Tifconometrie  so  maeiien 
beabsichtigen»  wird  namentlich  auch  der  vierte  Abschnitt:  Re> 
lationen  zwischen  kleinen  Aenderungen  der  Uestim- 
muBjZsstücke  eines  Dreiecks,  lehrreich  sein.  Von  diesen 
lonen  wird  zmn  Schluse  auch  eine  AnMrendnng  auf  die  Feli^ 
ler  l>ei  der  Bestimmung  des  Stundenwinlcele  ans  PolhSh»,  Point- 
diatnns  und  Zenithdietens  eines  Geetlme  gdinncbt 


Geodäsie* 

Handbuch  der  nicdern  Geo<läsie  nebst  einem  An-' 
bikng Hit  über  die  Elemente  der  Markscheidekunst.  Zum 
Ciebr;ii«ehe  für  teebnieebe  Lebranstnllen»  00  wie  fffr  • 

das  fikelbststudium  bearbeitet  von  Friedrich  Hartner, 
Pfofeshor  der  hohcrn  Mathematik  und  praktischen' 
Geometrie  aai  «teierm.  «tänd.  Joanneum  zu  Gratz. 
Wien.  1850.  8. 

Wenn  uns  auch  von  diesem  neuen  IJandbuche  der  uiederu 
GeodXsle  bin  jetit  nnr  die  erete  Lieferung  vorliegt ,  so  beben  «rir 
uns  doch  adKmaandieeerLieferonf^von  dem  gediegenen  Inhalte  des- 
nelben  Oberzeugt.  Die  Darstdlung  ist  im  hSchsten  Grade  deutlich  und 
leicht  verstfindiich ,  die  gegebene  Anleitung  überall  eine  wahrhaft 
praktische,  und  sieis  ist  auf  die  neueren  Erfindungen  und  die 
mebrlbcbeD  neneren  Verbeteennigen  der  gebHiucbulcliett  Inetru- 
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mente  trcbnhrcn«!  KuclKicht  genommen.  Baponders  hat  uns  der 
schon  in  dieser  ersten  Liefenin2  deutlich  hen  ortretende  systenia* 
fische,  sehr  sorgfältig  %on  dem  lEinfacbcren  zam  Zvsamneneesels- 
tereri  fortselMteilde  in  der  Beschreihung  and  Beaitfieill% 

der  Instnimeals  MgeMtrocben ,  und  au*  h  die  nuthwendi^ten  op- 
tischen HülfRlehren  fehlen,  wie  hillig,  nicht.  Auch  nicht  senr 
aligcmeio  gebräuchliche  Instrumente^  wie  z.  B.  die  ?er»chiedeneoy 
bis  jetEt  Mninteo  Dtofioiwwer,  mod  iMBch  bMehriebeo  mmä 
ihrem  praktischen  Werthe  nach  richtig  gewürdigt  Die  aus  der 
Tenbners'chen  Officin  in  Leipzig  hcrvorsegangene  Süssere  Ausstat- 
tung ist  in  jeder  Beziehung  vortrefflich.  \Veno  .wir  nun  auch 
•pitefliiii,:  «pew  erat  die  sämmtlicheo  Lieferungen  erschienen  aiiid» 
■oeh  weiter  mat  dfoses  Buch  zurückkommen  werden,  so  haben  wir 
es  doch  für  unsere  Pflicht  gehalten,  dasselbe  schon  jetzt  allen 
Geomctern  und  allen  Lehrern  an  den  Unterrichtsanstalten,  wo  die 
Geodäsie  einen  bcKoodem  Theil  des  Uoterrichts  ausmacht,  zur 
BcachtDi%' n  empfehlM.  >■       .  '    -i    .1«--.:. .... 

Korzgefassfes  Lahrbach  der  Geodäsie  oder  V«r- 
mo.ssnn^skunde  von  Heinrich  Westberg,  Lehrer  an 
der  Kreisscbnle  zu  Mitau.  Mit  14  Figureutafeln.  Mitau 
185a  a  15  Ngr. 

Dieses  kleine  Buch  enthält  eine  deutliche  Anleitung  zu  den 
einfachsten  Arbeiten  der  Feldmesskunst  und  des  Kiveilirens.  Es 
werden  dtnn  nur  die  ^ewSboHebco  geometrisciien  EI«BM|ltirKflint* 
inss*  ▼wmsgesetzt,  trigonometrische  Rechnungen  nicht  so  HBMi 
genommen,  also  Alles,  selbst  auch  die  Resultate  der  HShenmes- 
sungen,  nur  auf  ucometri^che  Constructionen  mit  Lineal,  Zirkel 
und  verjöngtem  Maa^^sstabe  zurückgeführt.  Von  Instromentenni  nd 
besehrieben  und  zu  gebranchen  gelehrt  der  Messtisch  oebst  Zu* 
behur,  das  halbkreislorroigc  Astrolabium  und  die  Boussole.  Be* 
sonders  als  Grundlage  für  den  Unterricht  in  der  Feldmesskunst 
auf  landwirthschaftlieoen  Lehranstalten  scheint  dieses  Buchlein 
wohl  geeignet  sv  sein.  Nor  bitleo  wir  gswflMcht»  &mm  bei  dtm 
Nivellircn  ausser  der  gewöhnlichen  Kanalwage  doch  auch  etal  lÖ- 
vellirinstrumeut  mit  Fernrohr  hoschrieben  und  zu  herichtigen  and 
zu  gebrauchen  gelehrt  worden  wäre,  weil  man  namentlich  bei  dem 
(ur  'die  Land%virthschafl  jetzt  so  hiichst  wichtigen  Bau  der  Rie* 
«•Iwiesen  doch  mit  ieoem  sehr  mangelhaften  Instronanlft  iildbt 
ganz  ausreichen  mochte,  und  in  der  Tnnt  auch  bei  den  genaaereii 
Arbeiten  dieser  Art  jetzt  meistens  schon  der  Nivcliirinstnimente 
mit  Fernr«ihren  fast  allgemciu  sich  bedient,  denen  man  zu  diesem 
Zwecke  Obrigens  eins  mdgUchst  einfache  und  der  wm  fridehMi 
betbsiehtigteo  Gemmiglceit  entB|irecheiide  Eiwicbtiiiig  giebt 


.  » 
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Die  Theorie  der  bifilarcn  A  u  fhängune  von  Franz 
Dietzel,  Lehrer  der  Mathematik.  EinI aoungss chrift 
LUX  uffentlicben  Prüfung  der  Konigl.  Gcwerbscbule 
ttJ  Hängewerk  schule  su  Zittau  am  21.  und  22.  März 

im  zittait  i6sa  a  1 

Der  Herr  Vf.  hat  in  dieaem  Frocramm  die  Theorie  der  ao- 
fBMumteii  bifilaren  AuAifingang  Im  Allgemeinen,  ohne  Hückaicht 
irf  eine  (besondere  Anwendung  Tolletiliidig  ei^tfrickelt,  tM  wir 
noaten  eageQ>  daäe  wir  dicee  allen,  ivelche  von  d^t  bimren  Auf- 
kiB^uBe  AimendunjQ^n  su  machen  t^ea^sicbtigen,  sehr  zu  empfeh- 
lende Schrift  mit  grossem  Interesse  gelesen  haben.  Die  Voll- 
ständigkeit der  ßebanrllnn<^  wird  man  aus  der  folgenden  kurzen 
lübaltisangabe  von  selbst  ersehen:  Einleitung.  Die  bifilare  Auf- 
iüasnng.  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage.  lieatinimong  dea 
Mbngamoraents  und  der  Scbwineungadauer  der  bifiUr^»  Auf* 
Hän^ang.  CerffceHew  >  1,  weM  die  ridm  ungleiche  ^pennmig  bar 
b«fl.  Correction  II,  wenn  die  FSden  ungleich  lang  sind.  Correo 
^!<>n  III,  die  Berücksichtigung  der  Elaaticität  der  Fäden  udelr 
itrilite.  Correction  IV,  Berücksichtigung  des  Luflvriderstandes« 
He^timmufig  der  Schwingungsdauer,  wenn  die  Scbwingungsbogen 
«ifttD  endlichen  Werth  haben.  Bestimmung  des  Trägheitsuio- 
scotes  nicht  bomogeuer  Körper  mit  Hilfe  der  bililarea  Aufhäu- 
mf,  Beieaderti  «Heeer.  leinte  Abadinitt,  aber  «veli  aeeh.  vMee 
Andere  in  dieeer  verdienatlichen  Sebrift,  int  aHdi  \m  AUyiBinen 
Ar  die  Sintik  und  Biecbanik  Ten  IntereMe. 


«  I 


O  p  1 1  Ii. 


Ale  Beilage  iet  der  Nf«  TIA.  der  A^noninelieii  Na<^hrieliteii 
m  Asszug  aua.  einer  Jn  der  natnriorachenden  Gesellscbaft  zu  Dan« 
nj^an  12.  Jon!  18W  gelesenen  Intereaaanten  Abhandlung  des  Herrn 

l^rnfessor  A  nger  zu  Danzig  beigegeben  worden,  welche  den  Titel 
'«Art:  „Zur  Theorie  der  Perspective  für  krumme  Bild- 
llichen  mit  besonderer  Berücksichtigung  einer  ge- 
Raoen  Construction  der  Panoramen.  Wir  halten  es  für 
natie  Pflicht,  die  Leaer  des  Archivs  auf  diese  einlf^che  ,)ind  ge- 
Mpe  OoestoßfioB  4^  PenoraaieD  an^erkaam  ^  inachen,  and 
ilcm-Eneiicia«^  der  veUaUndigen  Abhandlung  jk 


Verhn 

liRQdgagtt. 


•    •  •  .  »Ii:* 

*  •         •    '     ■  • 
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8t*ri»  eelett«  Ami  R.08«€rvatorio  dl  Palcrno  dal 

1709  nl  1813.  Parte  scconda  1803-18)3.  Toino  ottavo 
1807-  1810.  Vienna.  1849.4.  Aucb  unter  dem  Titel: 
Aiinalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem  Be- 
fehle Seiner  k,  k.  Majeatät  anf  Slfentllcbe  Kosten  her* 
ausgaben  von  C.  L.  von  Littrow,  DIrector  dar  Stern- 
warte und  o.  o.  ProfeMSor  der  Astronomie  an  der  k.  k. 
Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct 
der  Sternuarte.  31.  Theil.  ^ieuer  Folge  llr  Band. 
Enthaltend  Piasal*«  Beebachtungen  in  den  Jabren 
1807  bia  1810.  Wien  184«.  4  (M,  veigL  Litteiar.  Ber.  Nr. 
.  JUfiX.  S.  685.) 

Der  Zweck  diese«  hiichst  verdienstlichen  Werks  ist  ans  an* 
•em  Anzeigen  der  fn'iheren  Bände  in  diesen  literarischen  Berich- 
ten bekannt.  Wir  Icünnen  daher  nur  aucb  ietzt  wieder  unsere 
f^aude  darüber  aoadrlefcea,  dana  daMolba  aeUar  Beendigung  mit 
so  schnellen  Schritten  entgegen  eilet,  da  ja  jetzt  Dar  noch  drei 
Jahrgänge  der  Piazzi'schen  Beobachtungen  zurück  sind,  und  wün- 
schen den  Herren  Herausgebern  von  Herzea  Citöck  aa  diesen  aus- 
gezeicbneten  Uvfetgca.  tfn  nM  dem  vadlanendin  Bande  logMeb 
auch  der  gleich  nacbber  angezeigte  33ate  Thell  der  Annalen  der 
k.  k.  Sternwarte  in  Wien  erschienen  ist,  so  werden  die  Piazzi'scheo 
Beobachtungen  wahrscheinlich  mit  deni  Uten  TbeiJe  (Theil  32 
der  Anaalen)  geschlossen  werden. 

Annalen  der  k.  k.  Strernwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.L.  von  Li  ttrow,  Director  der  Stern- 
warte etc.  etc.  und  F.  Schaub,  Adjunct  der  Sternwarte. 
33ater  TbaiL  Neuer  Felge  13tar  Band.  Wien.  J849.4. 

Der  Inhalt  dieMa  Theüs  der  Annalen  ist  nicht  bloaa  astro- 
nomisch ,  «ondem  ven  aiebrfacheni  allgemeinen  Intaretae»  arie  die 

folgende  Angabe  desselben  von  seihst  zeigen  wird. 

lieft  L  und  III.  Trigonometrische  Vermessungen  im  Kir- 
chenstaate und  in  Toscana,  ausgeführt  von  dem  Ingenieur  Johann 
Marie  AI,  imtef  derDlrectIon  deak.  b.  inllitllriseb-geognipMnebeB 
Institutes  In  den  Jahren  1841,  1842  und  1843.  -  In  einem  Var> 
Worte  zu  dienen  Heften  sind  nach  einigen  hiÄtorischen  BemcrVan» 
gen  über  die  früheren  in  Italien  ausgeführten  Messungen  von  Bos- 
cotich  und  Malre,  Moynet,  Oriani,  Reggio,  f^esaris,  von  Zach, 
Inghiraml,  «nd  dem  neaooRtanischcn  General  Visconti,  die  laatni- 
mcnte  angegeben ,  welcher  J5tch  Herr  Marieni  bei  seinen  Messun- 
gen bediente,  und  die  Formeln  zu.samniengestellt ,  nach  denen  die 
Berechnung  der  Breiten,  Längen  und  Azimuthe  und  der  Hohen 
Iber  der  Bleereaflicbe  gaflilirt  werde.  Die  Meaanng  waid  aaf  die 
im  Jahre  1788  von  den  Mailänder  Astromen  Oriani,  Reggle 
und  Ceaaria  auf  der  Ebcae  ven  Ciallarate  und  Sorna  iänga 
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kB  Tieioo  geroesHene  Ba^iä  gegründet,  die««  Basis  dabei  nach 
CArlini's  Angabe  mi  9999,  24ö  Metres  aogeDuiuiuen,  und  vier- 
■StIeM  dth  amtwa'  h  lytrilfcutt  9,722030, .  d«r  im  Ib  k  laUi- 
tarUcfa-geogcaplibcheD  lostitute  zur  VerwaodlaDg  der  Meter  In 
Kiaftem  gebraucht  wird,  io  Wiener  Klaftern  verwandelt  Die  «o 
ien  i^niessenen  Winkeln  aii/ubringenden  Correctionen  vraren  im- 
mer ^far  klein.  Ein  schönes  und  für  Jeden,  der  solche  Messun- 
een  ao8zu(iihren  l>eabsichtigt ,  sehr  instructives  „Uebersichts- 
Skelett  trigonometrischer  Vermessungen  iu  Italien'* 
iit  beig^eben.  Astronbmische  Ortsbestimmungen  von  Bologna, 
FUreaz, Neapel,  Padua,  Pisa,  Rlmlnl,  Rifiatraeeoae» 
S.  Salvatore,  Venedig,  und  lehrreiche  Veroleichungen  der« 
«ibeo  mit  den  auf  trigonometrischem  WeL^e  erhaltenen;  ferner 
Langen  verschiedener  Meridianbogen,  Ilöben  über  der  Mee- 
itifliiche  u.  8.  \v.  sind  gleichfalls  beigefügt  und  ein  Relations- 
Aaszng  des  Ingenieurs  Marieoi  Ouer  die  trigonoine- 
tritichen  Arbeiten,  die  von  demselben  in  den  Jahren 
1941,  1842  und  1843  im  Kirchenstaate  unjd  InToacaii« 
iiitefahrt  worden  eind,  bildet  den  Scbbiss  der  in'  Ttelen 
BwiiMngen  wteliflgen  aad>  intereeeaalen  Ailieit 

Heft  II.  Resultate  fünfzehnjähriger  an  der  k.  k.  Sternwarte 
«1  Wien  angestellter  Hygrometer- Beobachtungen*  auaammengei 
Mvon  l>r.  C.  lelinek. 

Beft  III.  . Coneten  •  Beobachtungen  an  der  Wiener.  «Smrn- 
«te«  rediicirt  .von  •  l|r. lelinek  und  C  Uornateln, 

Wir  würden  namentlich  über  die  letztere  sehr  verdienstliche 
A/iieit  hier  mehr  sa^n,  wenn  dieselbe  nicht  schon  besondcni 
a  dem  Liten^r.  Ber^  r^r.  LIII.  S.  739.  von  uns  angeze^t  worden 
«Ire,  worauf  wir  daher  unaxo  vem  eisen -erlauben. 

In  dem  Augenblicke,  wo  wir  diese  Anzeige  schliessen,  geht 
<iw  die  buchst  erfreuliche  Nachricht  zu,  dass  in  Wien  zu  aem 
Bau  einer  neuen  Sternwarte  geschritten  werden  soll.  Wenn  der 
•iterieichische  Staat  neben  so  vielen  andern  grossen  wissenschaHt- 
ilkea  Unternehmungen,  auf  die  schon  früher  in  diesen  Literari 
<tl>ci  Berichten  lifters  gebfibrend  bin^ewieeen  worden  ist,  in  einer 
M  bewegten  Zelt«  wie  die  unsrige  ist,  anch  noch  zu  dem  Bau 
^'m  grossaitigen,  allen  jetzigen  Anforderungen  der  Wissenschaft 
mitsprechenden  Sternwarte  schreitet :  so  muss  derselbe  in  der 
That  grosse  innere  Kräße  besitzen,  und  einen  Eifer  haben,  die 
^w^enschaft  zu  einem  grossartigen  neuen  xA.utschwunge  zu  brin- 
Ktt,  der  namentlich  in  der  jetzieen  Zeit  mit  Recht  in  Erstau- 
■tttetit,  und  die  wSrmste  Anerkennung  aller  wahren  Verehrer 
w  Wlssenscbaften  lebbaft  b  Anspmcb  nimmt 

Tellarlnm  und  Lauarlnm,  eenstrnirt  von  Gustay 
^riam,  zu  beziehen  dnrcb  jede  Bncfahandinnc  ?on 
Ueraann  Kanits  in  Gera. 

Dieses  nur  18  Htlr.  kostende,  sauber  gearbeitete  Tellurium 
BdLunariani  scheint,  so  viel  sich  für  jetzt  nach  dem  uns  vor- 
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fiei^nAen  Prospectus  arthellcn  l<Hsst,  seinem  niedrigen  Preises  ind 
seiner  im  Gänsen  zweciini&Migen  L^inricbtung  «vegoa,  zu  wtt^ 
neu,  LeliffaMMifi  nr  AMdkafvng  cmpfoUtO'Mi  «wÜili. 


Physik« 

«  _ 

Anfangsgründe  der  Physitc  fOr  den  Unterricht  in 
dei  obern  KlaeeeD  der  Gymnasien  nnd  Kenläehulen, 

sowie  zum  Sei bslnnterrieht«  von  Ssrl  Keppe,  ProTes- 
8or  und  Oberlehrer  am  Gymnasinm  zu  Stoest.  Mit  195 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten  und  einer 
Karte.  Zweite  vermehrte  und  i'erbesserte  Auflage- 
Basen.  185a  & 


Die  1847  nnd  1848  nwwilanei  nnl»  AnÜMe  dieses  Bm^Im 

Ist  im  Literar.  Bcr.  Nr.  XL.  S.  879.  nnd  Nr.  XLIV.  S.  627.  von 
uns  angezeigt  worden.  Wir  freaen  uns,  unsere  daroalige  Em« 
pfeblung,  welche  wir  jetzt  wiederholen,  durch  das  baldige  Erschei- 
nen dieser  neuen  Auflage  bestätigt  zu  sehen,  welche  mit  Recht 
den  Namen  einer  TorbesserteA  und  vermehrten  verdient.  Rück* 
sichtlich  der  Susseron  Einrichtung  unterscheidet  8ieh  diese  neue 
Auflage  von  der  hiteren  nur  dadurch,  dass  die  zwei  Theile  dieser 
letzteren  jetzt  in  einem  Theile  vereinigt  worden  sind»  was  dem 
Herrn  VC  doch  sweckmissig  geschienen,  haben  rnnss. '  MOge  das 
Buch  auch  in  seiner  neuen  Gestalt  fortfahren,  dem  so  triftigen 
Studium  der  Physik  in  einem  mOgUehst  grossen  Kreise  * —  ' 
mehr  Liebhaber  zu  gewinnen! 


Digitized  by  Google 


m 


Atiterarlscber  Bericlit. 


Arithmetik. 

6««etse  in  den  höheren  ZahlengleichaBcav  mit 
einer  oder  mehreren  Unbekannten.  Von  Simonl$pitzer. 
Mit  einem  Vorworte  von  Dr.  Leopold  Carl  Schulz  von 
Strassnitaki,  Prof.  der  Math,  am  k.  k.  po  ly  techaUcbeo 
Inetitate  in  Wien.  Wien.  1849.  4^. 

Diese  Abhandlung  des  Herrn  Nim  on  Sjiitzer,  welcher  schon 
früher  eine  im  Literar.  Ber.  ^r.  LH.  S.  71/.  angezeigte  sehr  ver* 
dienstliche  Arbeit  über  die  (ileicbun^en  lieferte,  hat  im  AUge- 
veioen  den  S&vreck»  die  bekannten  tdeen  von  Ganse  Aber  die 
ImaginSren  GrSssen  in  der  Theorie  der  Gleichungen,  nanientftch 
bei  deren  AaflSsung,  zur  Anwendung  und  (leitung  zu  bringen. 
Herl  Prol.  Dr.  Schulz  von  Strasanitzki  hat  die  vorliegende 
«eue  AblHuidliing  mit  einem  Vervrorle  begleitet,  welelies  wir  In 
vielen  Beziebnogen  für  ee  lebrreicb  halten»  dass  wir  uns  nicht 
▼ersagen  können,  dasselbe  onsem  Lesern,  so  weit  es  ohne  Figu- 
ren verständlich  ist,  im  Folgenden  ganz  mitzutheilen,  weil  es  zu- 
^eich  den  sichersten  Maassstah  fiSr  die  sehr  Terdienstllcheo  Lei* 
«toBgen  des  Herrn  S  i  m  n  n  Spitzer  abgiebt.  Herr  l^rofessor  Dr. 
Schulz  von  Strassnitzki  spricht  sich  oimlicb  iir  diesem  Vor- 
worte folgendermassen  aus: 

»,Ganss  hat  <Ue  reelle  und  anschauliche  Bedeutung  der  ima- 

ginSren  Ausdrücke,  und  ihre  Zulassigkeit  in  der  Hcchnune 
i    den    Göttin  ^»»r    Anzeigen    vStiick  vom    Jahre  1831 

nachgewiesen;  allein  dieser  grossartige  Gedanke  Gauss 's  spielte 
in  der  Wissenschaft  Mose  die  RoHe  eines  gdstreiehen  Ebilails, 
ohne  dass  res  ihm  weiter  greifende  Anwendungen,  namentlich  fai 
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der  Geometrie  gemacbt  wurden.  Der  von  ihm  vorgeschlageoe 
NsMi  latente  CMÜlicbe)  Gitae  statt  dee  uoiMweeiideii  kufjaOte 
Ist  nodi  weoig  anrcbgedrangen. 

So  wie  Descartes  die  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung, 
von  ihm  noch  falsche  Wurzeln  genannt,  zuerst  geometrisch  er- 
liotert,  und  dadurch  einer  umfasseodero  Gestaltung  der  Geometrie 
den  Weg  gebahnt,  so  sind  wir  auch  der  Meinang,  dass  die 
Gau  SS 'sehe  Anschauungsweise  der  sogenannten  iraaginSren  Gros- 
sen durch  das  Gesammtgebiet  der  Mathematik  durchgeführt,  nicht 
nur  lichtvolle  Klarheit  in  die  bisherigen  Kenntnisse  bringen  wird, 
sondern  sehen  anch  mnlassenderen  Erweitenin|^n  -der  Wissen- 
schall entgegen.  In  dem  Vorworte  za  Hm.  Soitzer's  Hethodot 
die  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Gleichung  zu  finden, 
habe  icb  gezeigt,  wie  man  imaginäre  Wertbe  angeben  kann,  die 
in  eine  ^teitibu^  mit  dnrchgängig  reellen  Coeflicleaten  snbstlWit» 
reelle  Resultate  geben.  Anf  aiesen  Gedanken  fussend,  hat  es 
Herr  Spitzer  unternommen,  die  geometrische  Bedeutung  dieser 
reellen  Resultate  zu  ermitteln,  und  so  gelang  ihm  die  ueometri- 
scbe  Constructiou  der  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Glei- 
chung; wodurch  sich  nenerdlngs  mit  voller  Evidens  ergibt,  dass  die 
lateralen  (seitlichen)  Grössen  —  bisher  imaginär  genannt  —  nicht 
leere  Zeichenformen  sind,  sondern  dass  sie  io  die  Wiesenschaft 
▼<dlkommen  eingebürgert, zu  werden  verdienen. 

Descartes  nimmt  zor  eeometrisehen  Beotung  einer  algebrai- 
schen Function  f(a:),  die  Werthe  der  unbekannten  x  als  Abscis- 
sen,  nnd  die  daraus  sich  ergebenden  Resultate  der  Substitution 
als  Ordinaten  an,  wodurch  das  geometrische  Bild  der  Function 
fix)  eine  ebene  Kramnie  wird,  und  die  Punkte,  wo  die  Abscissen- 
axe  diese  Krumme  schneidet,  die  positiven  und  negativen  Wor- 
seln  der  Gleichung  /*(ar)=0  geben,  weil  in  diesen  Punkten  y=if{^x) 
gleich  Null  wird.  —  Spitzer  nimmt  zur  geometrischen  Veran- 
schaulichung der  Function  f{.r-\-y\^ — als  Constructionsfeld  die 
Ebene  der  a:if  und  zwar  so,  dass  die  j:  auf  die  Achse  der  x  und 
senkrecht  daranf  die  Werthe  der  v  verzeichnet  werden,  gans  hn 
Sinne  Gauss 's;  die  reellen  Resultate,  falls  sich  solche  ergeben, 
werden  in  der  Richtung  der  z  angebracht.  Das  geometrische  Bild, 
welches  dadurch  entsteht,  gibt  nicht  nur  die  ebene  Curve  des 
Descartes,  nSmllch  Atr  die  Werthe,  wo  y=0  Ist,  sondern  auch 
mehrere  damit  verbundene  krumme  Linien  von  doppelter  Krüm- 
mung, und  durch  den  Platz,  wo  diese  Krummen  die  Ebene  der  .rjy 
schneiden,  erhalten  die  imaginären  Wurzeln  ihre  geometrische  lo- 
terpretation.  Es  sei  u  eine  Function  von  j:  mit  reellen  Coellicien- 
ton,  seteen  wir  statt  «,  dr-f  ^V^-^T^  so  dass: 

so  hat  man: 

»— /w-^jr.-yp+jT'-jl  n.  s.  w. 
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Da  wir  nur  die  reellen  Werthe  von  u  in  Betrachtung  ziehen 
folieo,  und  selbe  z  oenoeo«  so  haben  wir  folgende  üe^ngungs- 
^ieichoogen : 

-hy*.^  -  u.  s.  w.i  =0. 

I   Eise  Auflösung  liegt  auf  der  Hand«  a&mUch 

y=0; 

^  ist  nun  die  ebene  Curre  nach  der  Verzeichnung  Desrartes, 
««Iche  die  positiven  lud  negativen  Wurzeln  durch  ihre  Durch- 
>(bitte  mit  der  Achse  der  x  darbietet.  Das  System  der  andern 
^eo  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen : 

A(*)-*'-^r +**.^-  u.  s.  w.  =0; 
<^  wir  kurz  durch 

f =9)(ar,  y);  ^{x,  3r)=0 

t 

i^tellen  woHen,  wobei,  wie  man  leicht  sieht,  der«huchste  Ex|io- 
^*int  von  y  in  t^(ar,  «)=0  stets  cjerade,  und  um  zwei  oder  wenig- 
vU^ds  um  einen  Grad  niederer  ist,  als  der  hiichste  fizpoBent  von 
<  ia  der  Gleichung  /  (a:)=zO. 

Warn  wir  nannach  einander  dem  a  In  iet  Glelebung  ^(x,yysd^ 
fjnchiedene  willkührliche  Werthe  geben,  und  den  dieser  Glei- 
«ng  entsprechenden  Werth  von     bestinmen,  und  diese  Werthe 

^Mi  X  und  u  in  die  Gleichuni^  2r=:qp(a:,  y)  substituiren;  so  hat 
einen  Punltt  (iieses  Curvensystenis.    Es  sei  so  m  ein  will- 
Bihrlicher  Werth  von  jc,  und  die  Gleichung  t^;(m,  y)=0  gebe  iär 
J<iie  Werthe  a,  ö,  c,      . so  erhält  man  für  z  die  Werthe 

p(m»  a);  9(111,  6);  ^(si,  «>;  ^(m,   ; 

gfaen  wir  nun  dem  x  einen  von  in  sehr  wenig  verschiedenen 
"CTth  m',  80  werden  die  Werthe  von  y  aus  der  Gleichung 
Jlj'»3l)=0  von  den  Werthen  a,  6,  c,  rf,.  .  .  .  nur  wenig  ver- 
j^MNlen  sein.  Es  seien  dieselben  a\  b',  d',  ,  .  .  und  daher 
^  laiaHlieBden  Werthe  wmt  t: 


I 
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Ist  eben  so  m"  von  m'  nur  sehr  wenig  verschieden,  so  werden  di^ 
Wurzeln  der  GleicbuDg  t/;(m",  y)=0,  d.  i.  a*',  6*,  c",  d*,.- 
a'>  6',      c/', ....  ebenfuls  nur  wenig  sich  unterscMden,  wi 
ao0  Är  s  4le  Resultate 

a*);  9(«»,   

geben. 

Je  Diher  oiid  m,  mf,  mf»  folglich  aoeh 
an  einander  liegen,  um  so  mehr  bilden 
eine  etätige  Reihe  von  Punkten  einer  Cnrve»  eben  so 
ood  ebenso 

Diese  Canren  im  Allgemeinen  von  doppelter  Krümmung  w4* 
len  wir  eonjugirte  Corven  nenneii. 

Es  sei  I.  B.  die  Gleichuig 

«t^Ost^jl^^OssO  oder  («^l)(«^2)(^-a)s0; 

attMt  man  hl«t  atatt     *+s^ ***  1^ 

«^sA*  +y  V^)=A*)-j/iW.y»+i/i(*)-J  ÄWartjV^ 

Damit  nun  u  reell  werde ,  muss  der  Fader  des  £u  eilen 
des  sich  auf  INuli  reduciren,  und  man  bat: 

d.  h. 

«roraw: 

als  Gleichangen  der  conjueirten  Qurven,  9tAfmä  Ae 
eirnngeB  der  Haiiptciirve  ysO  «id  2cs«^-.4s*+l]^i^--^ 
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'    Die  ProjecUon  a«f  die  Ebene  xy  w  ird  dorch  y^ssXc*— I2j:+11 
^eben,  welche,  wie  man  sieht,  die  Cileichung  einer  Hyperbel 
deren  Ceotrum  :r=:2»  jfssO,  uud  die  Scheitel  dereeibea 

r\  ihren  Coordinaten  haben.  Diese  zwei  Scheitel  treffen  mit  dem 
MaiiBum  ■  oder  Minimiunpunkt  der  Haupteurve  susammen.'* 

Jüs  nfnitM  Bciii^  diene  vne  4fte  Gteichmig 

wdcbe  die  vier  imaginären  Wurzeln  Idb^V  —1  und  2db^  — ^  bat 
Um  fett; 

Mm  «fallt  Uer 

für  «sl;  ysdbSf  ss=0' 

Herr  Prof  Dr.  Schulz  von  Strassnifzki  erläutert  nun 
M  beifien  vorhergehenden  Beispiele  sehr  deutlich  und  lehrreich 
durch  zwei  vollständig  ausgeführte  Constructioneo  9  und  leitet  dar- 
in dfo  Eigenecfaiflen  der  beiden  ale  Beispiele  geiinnehten  Glei- 
dwigen  riickaieksicbtlich  ihrer  leellea  «m  inui^lreo,  glelebeii 
oder  ungleichen,  Wurzeln  ab,  wobei  wir  nv  bedanern  müssen, 
<'a.<<8  wir  dieee  Coostructionen  hier  den  Lesern  des  Archivs  nicht 
mittheilen  Icvnnen,  weil  den  Literarischen  Berichten  Figuren  nicht 
^«gegeben  werden  ktenen«  nad  fiüift  dann  auf  folgende  Art  fort: 

nHerr  Spitser  bat  feisteliende  Betrachtungen  snnSchet  mr 
Grenzenbeetimmung  der  imaginären  Woraein  benvtit^  wodurch  die 

Berechnung  derselben  wesentlich  erleichtert  wird:  er  erläutert  fer- 
ner die  Fälle«  in  welchen  eine  Function  durch  imaginäre  Werthe 
einen  Maximum  -  oder  Mioimorowerth  erreicht  Zum  Schlüsse 
'lehnt  er  seine  Betrachtungen  und  Methoden  auch  auf  die  Auflo« 
Ming  von  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  aus.  Hoffentlich 
"traeu  die  Mathematiker  das  hier  Dargebrachte  ihrer  Aufmerk- 
nakBit  nicht  ftr  onwflrdig  halten,  und  die  hier  entwickelten  Ge- 
Ucei  aar  weitem  DurqlifilhniBg  in  der  WiaeenachafI  bringea.** 

Die  nun  foli^endc  Arbeit  den  Herrn  S. Spitzer  aerftUt  in  die 
Mg^eii  Abschnitte: 

L  Beatiannnie  der  Grenzen  der  reellen  und  imaginären  Wur- 
«hl  aber  ZaUengleichung  höheren  Giadea.  ^  2.  Betraditungen 
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Aber  die  iiuagin&ren  Maximnra-  ood  Minfanamwerthc  eiaer  Func* 
Um.  —  ^  Aa&uchuog  der  recUeo  uod  iraagiiiareD  Wunala 
Miawff  aBflMffiadber  Gleicbaogen  mH  Biehrerea  UabtlcMMln.  — 
Note  Ober  die  imagioireii  Maziina-  ood  Uinimawertbe  einer  Functioe. 

Alle  bier  gegebenen  Betacbtuneen  zeicbnen  eicii  dnrdi  eise 

vorzügliche  Rlarneit  aus,  welcbe  dorcb  die  stets  beigegebenen, 
mit  grosser  Mühe  vollständig  ausgerechneten  Beisuiele  noch  »ehr 
erbubet  wird,  so  dass  wir  diese  Abbandluog  allen  Lesero  des 
Ardiive  dringend  mr  Beacbfnng  empreUen. 

Herr  S.  5 pitzer  scbliesst  seine  Arbeit  tuit  deu  bcscheideneo 
Worten:  »,8oUte  irgend  GvCen  dieser  Anfaitw  eolbalten,  so  ge- 
bohrt der  Dank  hierfür  eioddg  ood  allein  meinem  Lehrer  Herrn 
Prof.  Schulz.  Er  war  es,  der  mich  stets  in  dieser  Wissenschaft 
leitetete,  und  mit  seinem  Katbe  unterstfitzte.  Ohne  ihn  b&tte  ich 
dktM  Arbeit  wohl  nie  ni  Stande  gebracbt«« 

Vergleichen  wir  demnach  deu  AnfaDs  und  4^8  Ende  dieser 
▼onEfiglicben  Sehiift»  so  bal»en  wir  das  buclist  erfrenllelie  BÜd 
eines  ausgezeichneten  Lehrers  und  treniichen  Schülers  vor  uns, 
von  denen  jeder  die  Verdienste  des  andern  auf  das  Freudigste 
und  innigste  unzuerlcenuen  sich  bestrebt,  ein  Beispiel  der  Aber- 
kennung gegenseitigen  Werthce,  das  in  unserer  Zeit  nicht  elmn 
sebr  b£ilig  ist 

« . 

Der  rorfaergebenden  Abhandlong  bat  Herr  S.  Spltset  neitf 
bald  eine  sweito  folgen  lassen«  unter  dem  Titei: 

Skizzenaus  demGebiete  der  höheren  Gleichungen, 
Von  Simon  Spitser,  Assistenten  der  Elementar-  und 
Hsberen  Mathemstik  nm  ic  itpolyteekniseben  ^nntitatSb 
Wien.  1850.  4. 

die  sieb  dem  beiden   vorlMrgebeDdeo  in  wdrdiger  Weise  an* 

reihet,  und  von  der  er  selbst  sagt,  dass  er  in  derselben  Manches 
allgemeiner.  Manches  strenger  mifgefasst  habe,  als  in  den  frühe- 
ren Aufsätzso,  und  dass  augletch  manches  JMeue  von  ihm  beigO' 
fllBt-  worden  seL  Ilei  4m  A«sdehnni||«  wdehe  diese  hmm^ 
scnon  erhalten  bat,  müssen  wir  uns  leider  mit  der  folgenden  blos* 
SM  Angabe  des  iJaoptinbaltes  begnügen: 

1 .  Geometrisches  Bild  der  binomischen  Gleichungen  r=u"-- 1.  — 
2.  Geometrischer  Ort  der  symmetrischen  Functionen  der  Wur- 
zeln. —  3.  Erweiterung  der  Theorie  des  Grüssten  und  Kleinsten : 
«.  Bei  Gleicbuo^en  mit  Einer  ünbekannten.  6.  Bei  Systemen  von 
CMeidiiingen  mit  swei  Unbekaonteo.  -c.  Bei  Systemen  von 
mehreren  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  Den  Schluss 
dieses  Abschnitts  bilden  Betrachtungen  specieller  F^e  bei  zwei 
Gleichungen  höheren  Grades. 

MOgen  diese  beiden  Abhandlungen  die  Beachtung,  welche  sie 
gewiss  recht  sehr  verdienen,  so  allgemein  wie  ni«inlich  recht  bald 
finden,  und  zu  weitem  Untersuchungen  über  die  fraglichen  wich- 
tigen Gegenstlnde  reicUicbe  Veranlassang  geben  t 
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AsSronoBie. 


Popullr«  Astrooomie.  Voo  Dr.  J.  H.  MSfiler,  Kftis^ 

Rassisch  em  Staatsratbe  n.  s.  w.  Vierte,  vollia  umge- 
arbeitete Auflage.  Nebst  eioem  Atla«»  20'T«ieia  eiit* 
haltend.   Berliu.  1049.  8. 

Ein  Bocb,  welches  in  einer  vierten  Auflaffe  vorliegt,  mvm»  skb 
wobi  die  Gunst  den  Publikums  in  vorzüglichem  Grade  enrorben 
haben,  und  ein  Urtheil  darüber  zu  IMen,  ist  kaum  noch  an  der 
Zeit  Vfhwtükmoen  auch  die  Vonfige  dieeee  Werke»  kebeewegs, 
und  sind  selbpt  der  Meinung,  dass  dasselbe  in  gewisser  Rucksicot 
für  den  Mann  von  Fnch,  der  die  Wissenschaft  schon  kennt,  fast 
noch  mehr  Werth  hat  als  für  den  blossen  Liebhaber,  weil  es  eine 
Menge  vrertbvoller  Zusammenstellungen  über  die  Topographie  des 
Planetensystems  der  SoDoe,  die  Kometen,  die  Fixsterne,  die  Ne- 
belflecke, die  Dopnelsterne  u.  s.  w.  enthalt,  die  man  bis  auf  die 
neueste  Zeit  herab  kaum  in  irgend  einem  anderen  W^erke  von 
ähnlicher  Tendenz  in  gleicher  Vollständigkeit  finden  dürfte,  so 
daM  .aoeh  «m  aelbtt  ims  fiucli  in  dleeer  Besiehmig  manche  dai^ 
hmiirerthe  Belehrung  (^ihrt  hat  md  öfters  von  uns  zu  Rath» 
gezogen  worden  ist.  Wenn  wir  aber  auf  die  eij»entlich  wissen- 
schaitiicbe  Behandlung  sehen,  so  müssen  wir  freilich  offen  beken- 
neo,  daee  wir  hei  derselben  eine  auf  dem  W  e^e  der  Beobachtung 
des  Leeer  nach  und  nach  zu  einer  volUtftndigen  Kenntnis«  des 
grossen  W^eltgebäudes  führende  Darstellung,  welche  so  treu  als 
mut^lich  dem  historischen  EntwicLiunsisirange  der  A.stronomie  folgt, 
so  gut  wie  gao2  venni^ist  haben.  Wir  glauben,  dass  es  nanieut- 
lieh  io  einem  populärea  Werke  hei  der  Daratellung.  keiner  Wie- 
senschaft so  iweckmässig  int,  sich  dem  historischen  Entwickelungs- 
gange  derselben  möglichst  eng  anzuscbliessen ,  als  gerade  in  der 
Astreaoroie,  undjBind  der  Meinung,  dass  auch  eine  solche  Darstellung 
tkh  vm  alleiu  iät  ein  peponras  eetrmiomfeehes  Werk  eigne. 
Dem  was  hilft  die  An^aoe  aller  einzelnen  Erklärungen  und  Ge- 
setze ,  ohne  dass  man  auf  einem  im  eigentlichen  Sinne  heuristi- 
echen  Wege  zu  denselben  zu  gelangen  sucht;  ohne  eine  solche 
heuristische  Darstellung  sinkt  der  formelle  Nutzen  fiir  den  Leser, 
der  doch  gewiss  immer  auch  sehr  hoch  anzuschlagen  ist,  anf  Natt 
herab,  und  die  Wissenschaft  wird  mehr  eine  blosse  Sammlmig 
von  Notizen.  Sollten  wir  ein  Muster  für  eine  solche  Darstelluogs- 
weise  angeben,  so  ist  dies  freilich  in  gewisser  Uflcksicbt  Sacoe 
des  Geecnmacks,  wir  aher,  von  nnserm  otaodputakte  aas,  wflssten 
In  der  That  kein  uns  mehr  zusagendes  Buch  anzugeben,  als  die 
zweite*)  Ausgabe  von  Biot's  AstroDomle  pbysique»  in  der 


*)  Die  ncaeste,  jetzt  schoa  bi«  zu  vier  starken  Bünden  angewachsene, 
dritte  Ausgabe,  die  der  treffliche  hochbejahrte  Verfasser  noeh  nicht  za 
Rnde  geführt  hnt,  dürfte  mehr  den  Kedürfniascn  der  Männer  vom  Fach 
entsprecbea ,  schon  ihres  grossen  liuifanges  we^en,  daija  schon  die 
Theetie  der  eptltehen  IwCmmente  ftist  twei  geose  Thelie  füllt. 
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wirinuBer  eine  nraMaft  popalSre,  nur  eio  insecffst  gerioges  Blaaee 

matheniatiscber  Vorkenntnisse  in  Aoeptnch  nehmende,  dabei  n- 
gleich  durch  die  Sprache  höchst  ansprechende  Darstellung  ge< 
fuodeo  haben >  und  möcliteo  sehr  wünschen,  dass  einmal  ein  in 
dieeeiB  Blofechen  CSeiste  verbsstes.  bis  zu  den  neneflten  Entdek- 
knngen  fortgefiihrtos  popnlSres  Wem  ereebeinen  »Hebte. 


Solche  Forniein  wie  im  vorliegenden  Werke  aus  der  Theorie 
der  Planetenbewegnng  auf  8.  ]00.  ff.,  ohne  allen  Beweis,  ohne 
alle  Deduction  angeluhrt,  und  selbst  dureb  numerische  Beispiele 
SB  gebraoeben  gelehrt  worden  sind,  belfen  dem  Manne  Ton  raeb 
gar  nicbte,  und  dem  gewöhnlichen  Liebliaber  oder  Dilettanten 
sind  sie  natürlich  böhmische  Durfer.    Ungeachtet  aller  Achtung 
vor  den  Verdieosten  des  Herrn  Verfassers  könneo  wir  daher  in 
Aeseni  ^VeAe  doeb  keine  gnns  gtekbmlssige  Darstellung  erken- 
nen, die  den  Leser  unter   Voraussetzung  der  allewiAdbiten 
Lehren  der  (ieonietrie  und  allenfuils  noch  der  Trigonometrie  auf 
henristiRchiMu  Wege  und  an  dem  Faden  der  historischen  Entwik- 
kelung  zu  einer  möglichst  vollständigen  Kenntniss  des  grossen 
Welt^ebäudes  filbrt,  und  ihm  ein  Staunen  abnStbigt  Ober  die  GrOnse 
und  stärke  des  menschlichen  Geistes,  der  —  und  in  der  ThaC 
doch  meistens  auf  ziemlich  einfache  Weise,  wenn  man  nicht  bis 
In  die  tiefsten  Tiefen  hinabzusteigen  beabsichtiet  —  Mittel  und 
Wege  fand,  in  die  Geheimnieae  dce  Weltslb  onsadif ngen ,  mä 
M  aller  scheinbaren  Unregelmlaeigk^  der  sichtbaren  Bewegun- 
gen der  Weltkorner  die  streng  gesetzm&ssige  Ordnung  deutlich 
zu  erkennen,  weiche  der  grosse  Urheber  desselben  mit  so  gros- 
ser Weisheit  darin  eintührte.    Absichtlich  kehren  wir  aber  noch- 
mals zu  den  Eingange  dieser  Anzeii^e  zurflck,  und  erkennen  wie- 
derholt gern  an,  dass  dieses  Werk  in  Bezug  auf  die  Topographie 
des  Himmels  sehr  werth volle  Zusammenstellungen  enthält,  die 
man  in  einem  anderen  ähnlichen  Buche  schwerlich  in  gleicher,  bis 
anf  die  neneetra  igelten  benbieicliender  VeHeHndlgbeif  finde» 
dQrfle. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  Vorzüglich  In 


von  Dr.  A.Sawitsch,  Professor  der  Astronomie  an  der 
Kaiaericben  Univeraität  an  St.  Petersburg.  Ans  dem 
Russischen  übersetzt  von  Dr.  W.  C.  Götze.  Mit  meli« 
reren  im  Original  werke  nicht  vorhandenen  vom  Herrn 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erweiterun- 
gen. Ernter  Band.   Hanbnrg.  1850L  8. 

Schriften  über  praktische  Astronomie  besitzen  wir  namentlich 
im  Deutschen,  nur  «veuige.  Denn  ausser  dem  älteren  Werke  von 
RS  aal  er  und  dem  neueren  vnn  Jahn  wffastelcbtn  der  deotscfaen 
Literatur  kein  Werk,  welches  diesem  wichtigen  Gegenstande  aaa- 
schlicsslich  gewidmet  wäre,  wenn  auch  freilich  in  vielen  astrono- 
mischen Schriften  trellliche  Anleituni;en  zu  astronomischen  Be- 
obachtungen und  Rechnungen  enthalten  sind,  vor  allen  in  den 
KOnigsberger  Beobacfitungen,  in  Bobnenberger'a  wenn 
ancb  ilterer,  dach  immer  noch  naaaiseber  Anleitung  anr  geo* 


ihrer  Anwendung  auf 
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graphischen  OrtshestimmunK  Torzflglich  mittelst  des 
Spiegei-Seztantent  in  Rtimker'a  Handbuch  der  8cbiff- 
fftlirltkamde,  ki  denTcradiiedeiieD  «stnmAnitelien  Zeitschriften. 
«•  «.  w.  Aber  ein  Werk,  weldieft«  hauptsächlich  in  Bezug  auf 
geographische  Ortsbestimmune ,  die  neuere  Beobachtungskunst  io 
siemlicher  Vollständigkeit  lehrte,  besitzen  wir  nicht,  und  die- 
sem Bedürfnisse  hilft,  glauben  wir,  das  bis  jetzt  in  seinem  erKten 
fiftiide  WM  TaflieffeiMle  Weric  des  Herrn  Professor  Sa  witsch  io 
Ms^ezeich neter  Weise  ab.  Der  Herr  Verfasser  hat  sich,  ohn« 
Weitschweifigkeit,  erosser  Deutlichkeit  und  möglichster  Einfach- 
heit in  der  Darstellung  befleissigt,  auch  eine  möglichst  gerinso 
AwiM  von  VsikeoiiteisseD  TomM«Metst>  luiem  dieTrigowMiem 
Midi  ikt  leichtesten  Lshren  der  DifferentialrechnuDg  nm  TsHstUndi- 
gen  Verständntss  dieses  Werks  fast  allein  hinreichen  ,  namentlich 
auch  der  Gebrauch  der  analytischen  Geometrie  bei  der  Kestira- 
■rang  der  Fehler  der  Instnmeots  n.  s.  w.  fast  ganz  au«jee«ichlofl- 
aen  «Vörden  ist,  was  wir  bei  ehiem  Werke  von  der  Tenieas  dei 
▼orliegenden  nur  billigen  können;  die  beschriebenen  und  zu  be- 
richtigen gelehrten  fnstrumente  sind  fast  nur  die  jetzt  mit  Recht 
und  sam  grossen  Nutzen  der  Wissenschaft  so  weit  und  allgemein 
▼ethteHetsB  traosportaUen  lastrameote,  nm  denen  aiieh  hnner  sehr 
deaÜifAe  Ahbildungeo  segeben  worden  sind;  die  Formeln  sind 
nicht  etwa,  wie  in  manchen  anderen  eine  praktische  Richtung  ver- 
folgenden  Werken,  bloss  angegeben,  sondern  immer  mit  hinreichen- 
der VeHHindiglMil  Teihtfindig  abgeleilei»  fmdoreh  naürlleh  die 
^entlieh  wissenschaftliche  Gestalt  des  Bachs  sehr  gewönnen 
hat  und  dasselbe  von  dem  H<'rrri  Verfasser  zu  einem  wahren 
Lefarbuche  gemacht  worden  ist,  in  welchem  man  selten  über  einen 
G^enstand,  in  dem  auf  dem  Titel  und  durch  die  ganze  Tendenz 
desBndba  vorgezeiehneten  Kreise,  Versehens  Rath  undBelehrang 
suchen  f%ird;  alle  behandelten  Aufgaben  sind  durch  numerische 
Beispiele  deutlich  erlfiutert;  übrigens  trägt  das  Werk  «ianz  deri 
£itempel  der  Eigenthümlicbkeit,  und  Herr  Professor  ^>a witsch 
hat  auch  manche  gans  nene  Methoden  beigefügt,  wie  man,  nm 
nur  Eines  zu  erwähnen,  z.  fi*  aas  dem  Anhange  zum  dritten  Ab- 
schnitte: „Ober  eine  etwas  veränderte  Antvendung  der  Besse!' 
sehen  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhohe  durch  das  Durch- 
Ifangs -Instrument,  nebst  einem  Beispiele**  sehen  kann.  Knia  wir 
sinn  der  Meinung,  dass  Herr  Professor  Sawitsch  durch  Herana- 

frabe  dieses  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  \Verks  nament- 
ich  um  alle  die,  welche  aus  Nei^ng  oder  Beruf  ^geographische 
Ortsbestimmungen  zu  machen  sicn  anschicken,  wollen ,  em  wah- 
res Verdienst  erworhen  hat,  ond  danken  Ihm  fai  deren  Nainen  hier 
aufrichtigst  daf^r.  Gleichen  Dank  verdient  aber  auch  der  Herr 
Uebersetzer  fiör  die  Verpflanzung  dieses  Werks  auf  deutschen  Bo- 
den, weil  dasselbe  sonst  gewiss  vielen  deutschen  Beobachtern 

ganz .  nnbekaaat  geMlehea  nein  wfirde.  Da  wir  der  mseischeii 
iprache  ganz  oakaadis  sind,  und  auch  das  Original  werk  nicht  vor 
uns  liegen  haben,  so  Können  wir  freilich  ein  eigentliches  Urtheil 
über  die  Uebersetzung  nicht  aussprechen;  aber  so  viel  können  wir 
aus  vollkommenster  Ueberzeugnng  versichern,  da«s  dieselbe  sich 

Sans  wie  ein  Originalwerk  lies't,  nnd  fögen  daher  nur  noch  Idnaa» 
ass  auch  Herr  Professor  Sa  witsch  selbst  die  Uel»ersctzung 
paain  darehgegangen  und  laut  der  Vorrede  Ülier  dieselbe  das 
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l/rtheil  gettllt  btt:  n6a,Bm  Oberali  der  Sinn  des  Rasslscbea 
Original  es  trea  UD  d  scharf  vv  iedergegeben  s  ei  "  vras  ja 
bei  der  Uebersetzung  eines  raatheraatischen  Werkes  eigentlich 
Alles  ist,  was  man  verlaugeu  kann.  Aus^crdeiu  hat  die  üeber- 
setzung  ^nreb  mmcIm  ZwitM  dm  Hem  Vtttmmm  whklklM 
Vorzfigc  vor  dem  Originale.  Bei  einem  Werl»  wie  das  Torlie- 
gende,  halten  wir  uns  zu  einer  etwas  genaueren,  als  dies  sonst 
in  diesen  iiterariscbeo  Beriditeu  zu  geschehen  pflegt,  Angabe  sei- 
nee  lehaHce  verpflichtet«  die  vrir  im  Felgeoden  um  wa  gehe»  er* 
Uahea: 


8.  1.  EinUiiunm.  Diese  73  Seiten  «tarke  E^nieilHig  ent- 
hält aus  der  theoretiecnen  Astronomie  alles  dasjenige,  was  som 
Verständiiiss  der  verschiedenen  praktischen  Operationen  noth- 
wendig  ist,  also  die  wichtigsten  ailgenieinen  astronomischen  Be- 
griffe; die  Lehre  von  der  Zeit;  die  Lehre  von  den  Coustanfceo« 
welche  bei  der  Redaction  des  scheinbaren  Orts  eines  Ctestim« 
auf  seinen  mittlem  Ort  angewandt  werden;  die  Lehre  von  der 
astronomischen  Strahlenbrecliung,  von  der  Parallaxe  ,  die  Theorie 
des  astronomischen  Fernrohrs,  die  Theorie  des  iNiveaus,  immer 
mit  bestunmter  Rflcksidit  auf  das  Praktische,  womnter  aneh  seihet 
gefibte  praktische  Astronomen  manches  fiir  sie  Lehrrei^e  findMl 
werden.  ~  S.  74.  Erster  Abschnitt.  Beschreibung  und 
Gebrauch  der  Instrumente.  Die  in  diesem  Abschnitte  be- 
schriebenen und  in  ^eder  Beziehung  vollständig  theoretisch  behan- 
delten Instrumente  sind  das  Durchgangs -Instrument,  der  astrono- 
mische Theodolit  und  das  Universal  -  Instrument.  Die  Theorie 
dieser  Instrumente  ist  so  vollständig  gegeben,  dass  kein  Umstand, 
den  die  neuere  Beobacbtungskunst  zu  berücksichtigen  für  niithis 

äefonden  hat,  nnherflcksichtigt  geblieben  ist  Ansserdem  enthitt 
ieser  Abschnitt  sehr  schöne  Belehrungen  Qher  die  Fehler  der 
Grädthoilungen  der  Instrumente  und  den  Gebrauch  und  die  Be- 
handlung der  astronomischen  Ubren.  —  S.  243*  Ztoeiter  Ab- 
schnitt Bestinmitn$[  der}  Breite  nnd  der  Zelt  durch 
die  Messung  von  Zenithdistanzen.  Bestimmung  der  Breite 
ans  Uircummeridian  -  Hüben.  Bestimmung  der  Breite  durch  den 
Polarstern.  Zeitbestimmung  aus  Zenithdistauzen.  Zeit-  und  Brei> 
tenbestimmung,  wenn  beide  unbekannt  sind.  Zeitbestimmung  aus 
eorrespondirenden  Huben.  Ausserdem  enthält  dieser  Abschnitt 
noch  viele  höchst  lehrreiche  und ,  \venn  durch  die  Beobachtungen 
möglichst  genaue  Resultate  erzielt  werden  sollen,  höchst  wichtige 
allgemeine  Betrachtungen.  —  Dritter  Abschnitt.  Zeit-  und 
Breiten-Bestimmung  mittelst  des  Dnrchgangs-Instrv- 
roents.  Allgemeine  Theorie  des  Durchgangs -Instruments.  Zelt- 
Bestimmung  durch  Beobachtungen  am  Durchgangs  -  Instrumente: 
1.  Wenn  das  Instrument  im  Meridian  aufgestellt  ist.  2. 
Im  Vertikale  des  Polarsterns.  Allgemeine  Bemerkungen  über 
die  verschiedenen  Methoden  zur  Zeitbestimmung.  Bessel^che  Me- 
thode die  Polhühe  durch  das  Durchgangs  •  Instrument  zu  bestim- 
men, l^rakt Ische  dabei  zu  befolgende  Regeln  und  Beispiele.  An- 
hang zur  Besse!  scheu  Metbode  vom  Verfasser  mit  einem  Beispiele. 
F<srfsr  AbsehniiL  Ven  der  Bestimmung  de«  Anl- 
nuths  eine»  gegeheuM  Irdiaehbn  Gegenetaiides.  Ba» 
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stinirounK  der  Zeit  und  des  Azimuths  aus  den  gemessenen  Azi- 
mutli  -  linterschieden  von  Gestirnen.  Ueber  den  Einfluss  der 
täglichen  Aberration  auf  die  verschiedenen  Polar  •CoorUinutcu  der 
Qcstini0> 

Wir  «ehen  dem  Erscbeiaet  dm  sweitMi  Theils  dieses  Wstftii» 
wMtker  u.  A.  auch  die  Gauss'sche  Metbs^  zur  Berechmmg  tf^ 

Sonnenfinsternisse  enthalten  wird ,  mit  grossem  Verlangon  entge- 
gen ,  und  werden  dann  sogleich  über  denselben  Bericht  erHtatten. 
Musen  die  Leser  des  Archivs  die  grössere  Ausfährlichi^eit  der 
?«rlisrgeheiideB  Anseige,  als  sonst  Ib  disseB  literarisefcsn  DerldKgh 

{gewöhnlich  ist,  mit  der  Wichtigkeit  des  vorliegenden,  reiche  Be* 
ehrung  gewährenden  Werks,  durch  dessen  Heransgabe  der  ge- 
ehrte Herr  Verfasser  sich  jedenfalls  ein  grosses  V  erdienst  erwor- 
Imbo  bat,  «ed  das  gewiss  wesentileli  dasn  beitragen  wlr<l,  dsai 
wir  bsM  nech  mehr  genaue  geographische  Ortsl)estimmungen  er^ 
halten  werden,  als  dies  bis  jetzt  schon  der  Fall  ist,  entschuldigen. 
Wir  haben  es  zugleich  für  unsere  Pflicht  gehalten ,  durch  die 
obige  ausführlichere  Anzeige  xu  einer  möglichst  baldigen  weiten 
Verbreitung  and  Bekanntwerdmg  dieses  ▼erdienstHeben  Werks 
das  ÜBsiiga  naeh  KillleB  bftatngen. 


M  a  II  1 1  k. 


flandbneb  der  Seblffabrts-Konde  -"mit  einer  Samm- 
lung von  Seemanns  -  Tafeln,  zwei  Seekarten,  zwei 
Sternkarten  und  einer  magnetischen  Karte.  Im  Auf- 
trage der  Hamburgischen  Gesellschaft  zur  Verbrei« 
tung  mathematischer  Kenntnisse  verfasstven  C.  Rflra- 
her,  Direetor  der  Sternwarte  and  NavigationS'Sch u le 
zu  Haniburg  u.  s.  w.  Fünfte  mit  ste  re  otypirten  Tafeln 
versehene  Auflage.  Hamburg.   Iö50.  8. 

Wir  freuen  nns  nngemeln,  das  von  uns  im  Literarischen 
ßer.  Nr.  XXII.  S.  340.  fiber  die  im  Jahre  1844  erschienene  vierte 
Auflage  dieses  ausgezeichneten  Handbuchs  ausgesprochene  vor» 
tbeilhafte  Urtheil  derdi  das  so  baldige  ErscbeineD  der  vorliegen- 
den fiQnften  Auflage  so  vollkommen  uestätigt  zu  sehen.  Zugleich 
ist  uns  das  so  baldige  Erscheinen  dieser  neuen  Auflage  ein  sehr 
erfreulicher  Beweis»  dass  die  wissenscliaftliche  Beschäftigung 
irit  den  nantiscben  Wissensehalten  Immer  mebr  Tbeiteamne 
in^t  und  an  Verbreitung  gewinnt  Natfltllch  gilt  von 
dieser  neuen  Auflage  alles  das,  was  wir  a.  a.  O.  über  die 
vierte  Auflage  gesagt  haben,  ond  wir  wiissten  jener  Anseige  in 
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te  That  ietst  nidlli  ir«ll«r  Unswifllgen ,  ab  die  folimdf  ^ 
Aoieige  der  V^erbessernngeD  uiifl  Vermehrungen  der  fMln  A« 
läge.  Seite  293—906  sind  die  zahlreichen  euf  «■■^ergif  Ui 
fen  angestellten  magnetischen  Beobachtungen  aufgenomraeu  Wor^ 
den,  und  der  Herr  Vf.  findet  in  diesen  Beobachtungen  deo  Be>| 
weis,  dass  sein  in  der  Vorrede  zur  vierten  Auflage  ausgesproclifri 
n^r  Wunsch,  ein  Observations-Buch  auf  Schiffen  eingeführt 
eeheo»  wenigstens  tbeilweiee  in  Crfülliing  gegangen  sei.  OM) 
den  Vertraeserungen  weiseft  der  Bmr  Vt  veraiHi^tfetee  aif  dvl 
S.  268.  Toe  ihm  genachteD  Verschhig  hin,  statt  der  wahrfn  M-i 
stanz,  die  wahre  Kectascension  des  Monds  ans  der  beebacbtill 
Distanz  zu  berechnen,  weil,  abgesehen  von  der  dadercb  in  de 
Epheroeride  ersparten  Seifenzahl,  die  Veränderung  der  schot 
?on  Stunde  zu  Mtunde  im  Nautical  Almanac  angegebenen  HecU- 
scensioD  des  Mondes  der  Zeit-Aenderuiig  mehr  proportional 
ala  ea  die  der  kleinen  Diatapsen  des  Mondes  von  anaarrMI 
ner  Bahn  gelegenen  Fiiptonen  sind*  Rae«  die  nnvtiaebeo  Ti 
ifireni  grOiseren  Tbeiie  naeb  atareetynirt  fforden  eind,  lH  _ 
wiaa  aiieii  ein  Vetaag  der  neuen  Atts^ine  fer  der  SiteieaL    .  1 

MOge  dieses  verdienstliche  i^uch  fortfabren,  gründliche  nau 
tiaelie  Kenntnisse  so  allgemein  wie  möglich  unter  dem  betrefeQ* 
den  Pnblilnini  zu  verbreiten. 


I 


Bericbtigttog. 

1b  dem  vorhergehenden  LiierarUchcn  Uerlchte  Nr.  LVIll.  mümm^ 
SettsanbiMi  SM,  9BT>  99«,  n.  a.  v.  W  beitteat  TM,  787,  HB. 
TM,  was  man  geflUiget  an  wbeMwa  baUsl. 
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Grenz '  Bestimmungen  bei  Vergleichungen  von 
Kreisen,  welche  von  demselben  Dreieck  abhähgis 
^ind,  sowohl  unter  sich  als  auch  mit  dem  Di'eiecR 
«elbst  von  Dr.  D.  E.  L.  Lehniuj*,  Professor  der  Mathe- 
!«»tik  an  der  Konigl.  Artillerie-  und  I ngenieursciliule 
I1S.W.  SU  Berlin.  Leipzig.   1851.  8».  IQ  8gr. 

Dieses  Schriftchen  enthält  acht  Aufgaben,  die  wir  angehen- 
den Mathematikrrn  zur  Uebung  em|ifehlen.  Wir  wollen ,  ura  diese 
Aufgaben  im  Allgemeinen  einii^emiassen  zu  chlM'akterisiren ,  die 
«r»te  und  die  f^iebente  angeben,  indem  wir  bemerken,  das» 
fi  /  die  Wiukel  des  Dreiecks  bezeichnen ,  wabei  die  a  j^egen*' 
MStebende  Seite  «tets  aU  L&ogtfteiiiliCKt  uneeneMiMM:  We^en 
w  Qbrigen  Aufgaben  erlfubeo  wir  «w  dieJbeaer  tuf  da»  empteb- 
ongswerthe  8chriftcheD  selbst  zu  verweisen.  Erst*  Aufaabf, 
wer  Inhalt  des  um  ein  Dreieck  b eschriebencn  Krei- 
**s  soll  sich  zu  dem  in  dasselbe  eingeschriebenen 
Kreise  wie  m^;  l  verbal  ten.    Zw  bestimmen:  I.Die  Giei- 


in^K  z^viscben  a,  ß,  y  und  71.  11.  Die  Grenzen  für  n. 
In.  Die  Relation  zwischen  auudn,  wesn  yasSQP  sei* 
•olL  IV.  Die  Gleiofcnng  zfviechen  ui^A  ».ItirV  g4dioli* 
Jchenkli  i,M  Drelieclc,  ji?8»  fa?.  tt«^  .  V;.  DU  J^bbänalgr- 
^eit  der  WerCne  von  a  und  11  von  elii*lider,;  wieiiin  üdoi^ 
aaapt    enteprechende    Dreiecke    ezifttiren  sollen. 
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VI.  Naneriselie  Befeplel«. Sittente  Aufgabe.  Di« 
Summe  der  Fi ächeorSame  d#r  vier  die  heiteo  des- 
selben Üreieckti  tangentireiideD  kreise  nnd  der  den 
um  dieses  Dreieck  bescbriebenen  bLreises  soll  eiuer 
gegebenen  Zahl  p=.mn  gleicb  wetdeo.  Zu  bestim- 
men: 1.  Die  Gleichung  zwiscbeu  er,  ßt  y  vttd  m. 
II.  Die  Grenzen  ffir  m.  III.  Die  Vergleichung  zwi- 
schen a  und  wenn  y=90<*  sein  üull.  1\.  Die 
Vergleicbung  zwiscbeu  y  und  m,  wenn  wer- 
den eelL  V.  Für  welebe  RelMion  swiecben  m  und 
m  überbaupt  aus  I.  einem  Dreieck  enteprecheede  Wer- 
tbe  für  ß  sich  ergeben  kunnen.  VI.  Numerische  Bei- 
suiele.  —  Mau  siebt  schon  au»  diesen  beiden  Aufgaben,  dass 
diese  ideiee  Schrift,  wenn  aoch  im  Ganzen  nur  echt  Aufgaben, 
doch,  wenn  dieselben,  wie  es  in  der  Schrift  selbst  sehr  zweek- 
mässig  geschehen  ist,  weiter  zergliedert  werden,  einen  ziemlich 
reichen  Stoff  von  Cebungen  darbietet.  hLs  macht  uns  Freude, 
aus  dieser  Schrift  zu  sehen,  dass  der  geehrte  hochbejahrte  Herr 
Verfasser  Immer  noch  rOstig  ferlfthrt,  easser  dnrch  mfindfichen 
Unterricht,  ancb  doich  Sdinften  den  LenMaden  skh  nllilich  »i 
machen. 


S  a  u  1 1  k. 


Cours  compiet  k  lusage  des  officiers  de  la  marine 
marchande,  per  Levret  aind,  Professenr  d'Hydrogra- 

pbie  de  ^)ren)iere  clause  au  Havre.  Premiere  Partie. 
Aritbmetiq  ue.  Paris.  1849.  8.  —  Deuxieme  Partie,  (i^« 
ometrie.  Paris.  1850.  8.  —  Troisieme  Partie,  ^iaviga- 
tloB.  Pnris.  186a  8.  Alle  drei  Theile  4  Thir.  10  Sgr. 

Die  helden  ersten  Theile  dieses  Werks  enthalten  die  gewöhn- 
lichen Elemente  der  Arithmetik,  der  ebenen  Geometrie,  der  Ste- 
reometrie und  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie»  ohne 
dass  dabei  auf  die  besondere  Anwendung  dieser  Wissenschaften 
in  der  Nautik  irgend  Rficksicht  genommen  worden  wäre,  wae 
doch  namentlich  z.  IJ.  in  der  Stereometrie  hatte  hin  und  wieder 
der  Fall  sein  können ,  in  Bezug  auf  nähenmgsw  eise  Inhaltsberech- 
nnngen  u.  dergl.  Der  dritte  Tbeil  enthält  die  „Navigation-* 
wie  die  Fraaeeseo  sagen,  d.  h.  die  Steuemannsknnde  (Plle* 
tage).  Die  erste' Abtheilung  enthält  einen  „ Precis  de  Phy- 
»i  qu  e  worin  wir  in  ziemlich  bunter  Weise  das  Parallelof^ramm  der 
Kräfte,  die  allgemeine  Attraction,  die  Centrifugalkraft,  das  Prin- 

des  Archimedes,  das  Barometer,  die  Pumpen,  etwas  von  der 
Wärme  mit  Einschloss  des  Thermometers,  die  Magnetnadel,  die 
Geaetae  der  BeiaarieB  vnd  Refnctiea»  die  aatronomiache  Strah* 
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leubrechung,   uod  io  Verbindung   mit  dem  Vorhergehenden  die 
nautbcheii  lostrumente  (Sextant,  ^>uiegelkreis,  Vernier,  Cumpass) 
und  die  Damploiaifcbine  tiudeu.    Auer  über  die  för  den  äeeuiano 
M  wlebtigen  ElMMat»  d«r  BMük,  über  deo  Schwerpunkt»  Ober 
die  änlKbeii  Mxrhkien  u.     w.  koamt  in  diesem  „Pr^cis  d« 
Physique"  gar  nichts  vor,  was  gewiss  nicht  gebilligt  werden 
kann,  weoo  der  VerfaMer  einmal  die  Grundlebreo  der  Physik 
in  sein  W«rfc  nofbehniea  wollte,  n-oroo  wir  ans  Gelegenbelt  sii 
nahmen  erlauben ,  das  in  höchst  eleganter  gaai  elementarer  Weit« 
Tcrfasste  Werkchen  des  berühmten  Monge:  „Traite  e leine n- 
taire  de  Statique  a  l'usage«de.s  ecoles  de  la  marine  uar 
"Gaspard  Monge.   Cioquieme  edition.  Revue  par  M.  Ha* 
ebett«.  Paris  18111.  o.   hier  wieder  in  Erinnerang  zu  brin* 
gm,  da  ea  za  unserm  grosaten  Bedauern  fast  vergessen  zu  sein 
scheint.    Auf  den  „Pr^cis  de  Physique**  folgt  ein  „Precis 
d'Astr onouie*'  der  uns  auch  nicht  mehr  aU  der  „Precis  d« 
ph y  s  i  q  ae"  befriedigt  hat,  und  dann  kommt  anf  pag.92.  bis  pag. 232. 
Ae  eigentliche  »»Navigation"  oder  ^»Astronomie  nautiuue'*. 
Y/n  glauben  uns  einer  ansführlichen  Inhaltsanzeige  dieser  Abthei- 
long  enthalten  und  mit  der  allgemeinen  Bemerkung  begnügen  zu 
können,  dass  in  derselben  die  gewöhnlichen  Lehren  der  Steuer- 
mannskunde  in  einer  ziemlich  guten  Ordnung  und  io  deutlicher 
and  einfacher  Darstellung  enthalten  und  überall  durch  zweckmfis» 
•ige  Beispiele  erläutert  worden  sind,  so  dass  wir  iWvsa  Abthei- 
lung dem  8eemanne,  der  nichts  ^^eue«,  sondern  bloss  das  Ge^N  ühn> 
Hebte  seiner  Wineenschaft  und  Kunst  sucht»  .wold  euiufehleu 
können,  bemerken  jedoch,  dass  über  die  Aufnahme  von  kästen 
u.  dergi.  gar  nichts  in  diesem  Werke  enthalten  ist.    Der  im  Li- 
terar.  oer.  Nr.  LL  iS.  708.  kurz  angezeigte  Traite  eleroen- 
taire  de  navigation  k  l*usage  des  officiers  dela  marine 
militaire  et  de  la  marine  du  commerce  par  V.  Caillet 
T.  1.  11.  Brest.  1848.  1846.  8.    enthält  alles  dem  Seemann  zu 
Kissen ISöthiee  weit  vollständiger  und  in  wissensfchaftlicherer  Dar- 
stellung als  das  vorliegende  VVerk,  und  wir  erkennen  dessen  Vor- 
sllge  vor  manchen  anderen,   naroeotlich  franzosischen  Werken 
desto  mehr,  je  mehr  uod  je  länger  wir  uns  desselben  bei  eige- 
nen Studien  bedienen,  weshalb  wir  die  Liebhaber  der  Nautik  hier 
nochmals  auf  denselben  uns  aufmerksam  zu  machen  erlauben»  weil 
wir  iesliesondere  a.  a.  O.  uns  nur  mit  einer  gans  Imrsen  Anseige 
hegaigen  massten^ 
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Pretoanfff abe 

itr  KSnigHcb  Dlniseken  GtfselUch&ft  dir  WlAkeli- 

•ehaften  zu  Kopeiiliagen 

für  ti»l. 

Coratneiitatioae  doctissima  de  eclipt<i(>u<$,  quam  anuo  1842  ed^- 
dH  Besaelhi«*),  autor  celeberrlmus  ostondit»  ae^uatuMieBi  calciila 
lionim  phaenomenuni  apUaBimam  obtlneri,  ei  roennoeris,  cpötacfanni 
apparcntem  düoruni  corponim  roolestiiiin  inaequaliter  a  terra  ai- 
stantium  necessario  requirere,  ut  ocuius  observatoris  m  puncto 
aliqao  anperfide!  cönicae  sItus  bH,  ambo  corpora  iovolventia ,  ea- 
demqud  operc  problemata  diversa  ad  theoiiam  eclipsium  pertioen- 
ti;i  copiose  tractavit.  sed  ita  tarnen,  iit  contactus  interiores  8olt8 
et  lunae  nec  non  eclipses  solis,  quae  eHiciuntur  ptanetis  inferiori- 
bus,  modo  generaliter  attigerit,  et  brevitatis  causa  nonnulia  prae- 
terierlt,  quae  calciilo  bonim  pbaenonienuni  contractioneni  oaiif 
apemeodam  afferra  pdase  Tideantor.  Qnod  cuin  ita  ait,  daaideratiir: 

ut  auxitio  aequationis,  ouam  opere  commeroorato  exlii- 
bait  Besadios,  ermmtor  lormolae  computatioDi  eclip^ram 
annularium  nec  n60  tranaituum  nlanetarum  ini'eriorum 
per  discuni  .«lolareiti  idoneae,  et  ilfiistretur  U4$ua  formula* 
rum  iDveutarum  exempüs  apte  electis. 

€onimentationcs  notnndde  erunt  non  nomine  scriptofU,  «cd  tes- 
Mra  aliqua»  adjiciendaque  charta  obfii^nata  eadcui  tessera  uota^ 
quae  scrlptorU  nonien  ordinem  dumiciliumque  indicet. 

Commentationes  intra  exitum  mensis  Augusti  1851  Chrisfiano 
Otratad ,  qui  Öoci«tati  ab  epiatolla  eat,  tranamiasae  eaae  debebiuit. 


*)    Aiilronnini«eh0  Untemiichungen  iton  F.  W.  BmmI.  UfftUkt  Band. 


Kana  deatach  Terfaaat  warden. 

Pfeis  50  l^acaten* 
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1. 

Heber  die  IfUtelponkte  der  veonetri« 

sehen  Ciebilde. 

IfOD 

Herrn  ]>r.  Anton  Mäller« 

ftnl.  Prrtfeam  4«^  Miith.  u  4er  Üohre^ilit  ia  ZiriV.1t. 


Die  Geometrie  überhaupt,  die  höhere  wie  die  elemeutare,  ent- 
blK  mancbe  Sätse,  wtlcM  als  TOlKg  iaoKft  dastehen,  im  Gegen- 
satze zu  vielen  SStsen»  deren  nähere  oder  entferntere  Vemaod« 
Schaft  mit  anderen  nachgeu-iesen  ^ird.  So  ivird  z.  H.  gezeigt« 
das«  einem  Dreiecke  ABC  drei  Punicte  PQR  zul^ommeo,  voo 
denen  jeder  der  gemeiosame  Dorebschnitt  dreier  Linien  ist,  und 
weiche  ait  einander  in  einer  geraden  Linie  liegen:  die  drei  Linien, 
welche  aus  den  Eckpunkten  A  K  C  nach  den  Mitten  d»  r  Seiten 
gehen,  schneiden  einander  In  einem  Punkte  f;  und  drei  zu  den  Seiten 
senkrechte  Linien  haben  einen  Punkt  Q  mit  einander  gemein^ 
wenn  sie  durch  die  Mitten  der  Seiten  gehen,  abw  einen  Punkt 
Ry  wenn  sie  durch  die  Eckpunkte  stehen.  Dass  bei  Vierecken, 
Fünfecken  u.  s.  w.  Analogem  sich  tinden  lanse,  ii$t  ausser  Zwei- 
fel: gleichwohl  geben  die  Lehrbücher  darüber  nicht  Aufschluss. 
Aehfinehes  gilt  von^  anderen  ElgeBscbaflen.  Ein  solches  Isolirt' 
sein  einer  Einzelnheit  ist  immer  ein  Zeiehen,  dass  man  nicht 
Seiten  kennt,  und  namentlich  lene  nicht,  welche  den  Weg  zur 
Auffindung  des  Ganzen,  dem  das  Einzelne  angehurt,  zu  zeigen 
geeignet  sind.  Hierin  lag  zu  allen  Zeiten  ein  mächtiger  Snom 
zur  vielseitigen  Betrachtn^  einer  Sache,  um  auf  diesem  Wege 
die  Einsicht  |in  das  Ganze  zu  erlangen.  Es  sind  iiidess  vielfach 
alle  Bemühungen  vergeblich:  nicht  selten  aber  bleibt  auch  eine 
Sache  ohne  Beachtung,  weil  man  von  dem  Werthe  derselben 
keine  Ahnung  bat,  während  die  AnfBndung  des  GansaQ»  dem  die 
Sache  aagebOtt,  wa  des  mbider  scbwierigeii  Aii%y>en  m  alUsa 

TkeUlTI.  1 
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ist.  In  letzterer  Beiiebuog  bietet  der  Puokt  P  eines  Dreieckes 

ABC,  in  welchem  die  drei »  aus  den  Eckpunkten  nach  den  ftfitten 

der  Seiten  gehenden  Linien  einander  durchschneiden,  ein  merk- 
niir<)i<i;es  Beispiel,  dessen  nähere  Beleuchtung  einiges  Interesse 
genähren  dünte. 

Wenn  man  (Taf.  I.  Fie.  1.)  von  den  Seiten  eines  Dreieckes 
ABC  }gAc  in  drei  gleiche  Thelle  theilt,  und  von  den  Theilunjjs- 
punkten  mnp..  Jedes  Paar,  das  einer  Seite  zunächst  liegt,  durch 

j;erade  Linie  Terblndet»  so  erbSlt  man  drei  Linien  m^t  iir» 
p«;  jede  derselben  ist  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  parallel,  und 
je  zu  ei  von  ihnen  balbiren  einander;  folglich  geben  siie  drei  durch 
einen  Punkt  P.  ' 

Dieser  Punkt  P  lat  eben  derselbe,  in  vrelchcm  die  aus  den 
Eckpunkten  nach  den  Mitten  der  Seiten  gehenden  I^inien  einan- 
der durchschneiden:  denn  eine  durch  und  Zugelegte  Linie  muss 
die  Seite  BC  balbiren.  Wir  haben  somit  eine  BesfimmoDg  det  s 
Punktes  P  «nabbSoig^  von  den  donb  die  Ecfcpankte  gelegtes 
Linien. 

Betncbteo  wir  nen  ^af.  L  Fig.  2.)  den  Paokt  P  als  anf 
die  erwähnte  Weise  beetimoit,  und  legen  durch  denselben  die 
Linien  Aa  und  Bb,  und  ausser  diesen  noch  eine  dritte  Linie 
MO,  welche  nicht  durch  eiuen  Eckpunkt  goFit.  Die><e  drei  Linien 
Aa ,  Bb ,  MO  haben  das  mit  einander  gemein ,  dass  jede  durch 
P  geht,  und  alle  drei  Seiten  durch^chuMdet.  Nun  bestehen,  den 
Vorhergebenden  zufolge,  znischcti  den  von  P  ab  geilihlteo  Seg> 
menten  der  Linien  Aa  und  Bö  die  bekannten  S&tze 

PAsr%Pä,  PBnz%f$i 

mitbin  auch  die  Sätze 

Tragt  «»ich  altto :  welcher  Zusaiiunenhang  besteht  zwischen  den 
Segmenten  PM,  PN  und  PO  der  diUten  Linie  MOl 

m 

Die  Antwert  liegt  in  dsm  ,SaUs 

1  1_   ,  1 

dessen  Richtigkeit  auf  folgend«  Weise  dargethan  wird. 

3Tan  hetrarlite  AB  und  AC  ^  Transmsslen  des  Drcteckee 

POa,  60  hat  man  die  Sutze 

PA.mB.OM^  PMMA.OB, 
PAmC.ON=  PN.aA.  OC; 
mUbim,  weU  aÄc=:^.Pm,  PAss2.Pm,  mi  %aSst2^GmBC  ist 
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WC ' 

OB^OC^BC 

von  dof  €f  stell  •  so  of* 

giabt  sich 

PO 

daher  ist 


W9»  bewiesen  werden  sollte. 

Durch  den  Satz  (a)  i»t  eine  erweiterte  Bedeutung  de»  Punk- 
tes P  getvonnen:  es  iol  eiQ  Gesetz  ausgedrückt,  das  für  die 
Segmente  einer  jeden  durch  P  gelegten  geraden  Linie  gilt.  Im 
boModeren  Falle,  vrecm  efaia  dircB  Pceiegte  Unie  zugleich  darch 

einen  Erkiuinkt  geht,  werden  zwei  l^emente  gleich  gross,  und 
wenn  die  Linie  zu  einer  fi^eite  parallel  Ist,  8o  wird  em  ^SegBient 
=  00,  and  die  beiden  anderen  sind  gleich  gross. 

Ehe  ich  die  gefundene  Tiedeutung  des  Punktes  P  benutze, 
uro  einen  Schritt  weiter  zu  thun,  werde  ich  den  anaJogeo  Ponkt 
betrachten,  der  einem  Tetraeder  zukommt. 

Wenn  man  (Taf.  I.  Fi«;.  3.)  von  den  Kanten  eines  Tetrae- 
ders ABCD  eine  jede  in  vier  gleiche  Theile  theilt,  und  jede  Ter- 
nioo  der  Theilungspunkte»  welche  einer  Seitenfläche  zunächst 
liegt ,  durch  gerade  Llolen  mblndet,  ee  erbftit  man  zwölf  LioieR, 
und  durch  diese  zugleich  vier  Ebenen  abc,  a'&d',  a"d"b'',  6i^cf"d^, 
Jede  der  zwölf  \erbindungslinien  ist  zu  einer  Kaule  p.iralfel ; 
daher  durchschneiden  diese  Linien  einander  in  solchen  Funkten 
m  n  p  7....,  wodurch  jede  einzelne  derselben  in  drei  gleiche 
Theile  getheilt  wird.  Weil  jede  der  EbeoOD  abc ,  a'&d', ....  m 
einer  Seitenfläche  parallel  i*<t,  so  ist  jede,  zweien  dieser  Ebenen 
gemeinsame  Linie  zu  einer  Kaute  parallel.  Die  sechs  Durch- 
schuittsiinien  der  Ebenen  abc,..»  geben  aber  durch  die  Punkte 
m daher  mfleseii  Jede  iwel  deiselbeo  eioander  balbireo. 
OAennß  aber  folgt,  dass  die  «ecbe  IMen  mmf,  mtif,  PP*t-^  dwHk 
«ieeo  elnaigen  Pookt  P  geben. 
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Leet  man  durch  den  so  bestiminten  Paukt  P  imd  doNli 
EckpiniKt  A  eine  gerade  Linie  APt  so  moss  dieite  der 
flbeniegenden  Seitenfläclie  BCD  in  einem  Punkte  P  begebe 
dem  vermSee  seiner  Lage  in  dein  Dreiecke  BCD  die  in  (a)  k 
zeichnete  Eigenschaft  zuUonimt.  Werden  nämlich  von  ^  aus  dar 
p  und  p'  die  Linien  AiQ  und  xiR  gezogen,  und  zugleich  Q  in 
und  R  in  CD  mit  einander  verbunden,  so  ist  die  neue  Linie 
zu  i^i/  parallel,  mithin  1^  die  31itte  von  QR\    zugleich  ifit 
von  BC»  nnd  DR  von  DC  der  dritte  Thell«  also  QR  ta 
parallel;  folglich  hat       die  erwähnte  Lage.   Endlicb  ist 
=4.Pi>,       PA^^.PP',  oder 

1  3 


PP'^  PA 

Man  lege  nun  (Taf.  L  Fig.  4.)  durch  P  eine  gerade 
LPO,  welche  zwar  nicht  durch  einen  Eckpunlct  geht,  aber  k 
noch  mit  jeder  Seitenfläche  einen  Punkt  gemein  hat.  Diese 
liegt  mit  APP'  in  einer  Ebene,  welche  ebenfalls  jede  Seitei 
durchschneidet.  Es  seien  AM',  A]S\  AO\  LO'  die  Durchschnitfs]! 
liuieii  der  ?St itenflächcn  und  der  erwähnten  Ebene,    und  deBgiJ^ji 
mäss  LMI^  O  die  i'unkte,  welche  die  l^inie  L/^0|mit  den 
flächen  gemein  bat.    Lnter  dieser  Voraussetzung  hat  mau, 
AM',  AN*,  AO'  Transversalen  des  Dreieckes  LPP'  sind, 
Sitze 

PA.LM.P'MzszPM.LMJPA, 
PA.LN.PIS  =  PN.LIS \PA , 
PA.LO.P'iy^  PO.LO'.P'A . 
Weil  mm  PA^Z.PP',  und  P'A^^P  ist,  so  folgt  hieraos:  1 


PSA  — 

PN  — 
3.L0 


P'M'  ' 

X.LN* 
P  N*  ' 

A.LO' 


PO       P'O' ' 


Hiorin  ffihre  man 


ein: 


LM^PL^PM%  LBt^P'L^PM' 

LN^PL-PN-,  LN'^PL-P'N^ 
LOszPL-^PO;    LW^P  L^r  PO 

*  I 

«od  subtrahire  dann  die  Sommo  der  ersten  und  sweiIeD  Gteidons 
▼on  der  dritten,  so  entspringt 
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« 

l>em  Gesotae  (o)  sufolge  ist  aber 
folglich  auch 

Dieser  Satz  giebt  deo  ZlLBa^lDlenllang  der  Segmente  PL,  PMt 
PN  noA  PO  aa. 

Rei  der  Annahme  der  Linie  LPO  ist  überhaupt  eine  Richtung 
gewählt,  bei  ucichor  die  Paukte,  iu  denen  die  Linie  LPO  deo 
Seitooflücheo  Im  gL>^net,  von  einander  versdiiedeii  sind;  iodesa 
ist  die  Ricbtung  von  LPO  doch  eine  solche,  dass  auf  der  einen 
Seite  von  P  der  Punkt  O  allein  ist,  wahrend  auf  der  anderen 
Seite  die  drei  Punkte  L  M  JS  liegen,  im  Gegeu«atze  zu  dieser 
Rlditung  der  Linie  LPO  steht  eine  andere  (T^f.  1.  Fig.  5.),  bei 
«elcher  die  Pookte  LiMNO  paarweise  vertbeilt  sind,  auf  der 
einen  Seite  von  P  die  Punkte  L  und  aul  der  andeien  aber 
N  und  O  lieeen.  Man  hat  ütvigeiis  in  diesem  wie  im  vorher- 
gehenden Falle  die  Sötze 

^.LM    i.LM'  . 

TM  "  P'M'  ' 

PO  "  P'iy  ' 

und  bieraiia  erbilt  mao ,  wenn  man  die  Wertlie 

LM^PL- PMx  LM'=  P'L^  PM' , 

L  Ar=  PL  \  Py ;  LX  =  P  L  +  P'^  , 

LOt=^PL-^PO\LO'=PL^PO' 

einfährt,  und  dann  die  erste  Gleichung  von  der  Summe  der  zwei« 
tum  und  dritten  siditraliirt,  die  Ghiiehoag: 

^^^{jps + pö-^m) = ^     (i^if  +  Jo^-^^m) + ^ 

Nach  (a)  ist  aber  . 


folglich  tvird 

1111 

Die  Sätze  (ß)  und  (y)  sind  zwar  verschieden,  nie  die  Fälle, 
auf  w«lcho  sie  Bezug  haMn.  Bringen  wir  aber  dieee  GleiclimigeB 
auf  die  Fem 


M  Ml  in  die  Augen,  daea  jeder  von  den  SltneB  (ß)  «nd  (fi  mar 

eine  spedelie  Anwendane  eines  allgemeinen  Salles  ist,  der  aleo 
lautet:  einem  Tetraeder  kommt  ein  Punkt  P  ran  solcher  Lage  zu, 
dass  in  einer  durch  P  gelegten  geraden  Linie,  welche  in  den 
Punkten  LMN  O  den  Seitenflächen  begegnet,  Ae  von  P  ab  ge« 
«flnlten  Segmente  PL,  PM,^..  ia  der  ddreli  di«  Gteicbeng 

1111' 

^-PL^PM^PN^TÖ 

bezeicbneten  Weise  xnsanuneohSngen. 

In  gleicher  Weise  kann  man  in  Bezug  auf  die  Segmeole  einer 
geraden  Linie,  welelie  dordi  den  Pnabt  P  eines  DreleclEes  gelegt 
ist,  und  in  den  Pnnlftan  Jf  O  die  Selleii  doieliaelineidet,  d«i 
Sali  anisteUon: 


Nachdem  die  eigentliche  Bedeutung  des,  einem  Tetraeder 
angehorigen  Punktes  P  narhcewiesen  worden,  ist  es  leicht,  den 
Beweis  zu  licft-m,  dast»  einem  Vierecke,  oder  besser  ausgedräck^ 
einen  Aggregate  ron  Tier  geraden  Linien,  die  in  einer  Bbtn» 
liegen,  ein  solcher  Punkt  P  zukomme,  wie  dem  Dreiecke.  Man 
nehme  an,  es  sei  der  einem  Tetraeder ^4^6'/)  zukommende  Punkt 
P  bestimmt,  und  es  seien  durch  P  zwei  gerade  Linien  gelegt 
TCO  denen  die  eine  in  den  Punkten  LMNO,  die  andere  p»  mli 
Punkten  L'M'N'i)'  die  Seitenflächen  durchdringt.  Diese  geraden 
Linien  LPO  und  L'PO'  liegen  in  einer  Ebene  E,  und  l>estim- 
meo  daher  in  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  vier  eoiebe  gende 
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MAwkw  M^if,  jVJf,....,  welche  ein  ebenes  Asgregat  eoMtUnkeii. 

Man  nehme  weiter  an,  in  der  Ehene  E  seien  durch  Pnoch  andere 
gerade  IJnien  cele^t,  welche  in  den  Punkten  L"  M"  JK"  u.  s.  w. 
die  ^»citenüacheu  tiurcbechoeiden.  In  sutem  die  Punkte  LM^O» 
im  4eo  Seitenllidbee  dee  Tetiiadem  liegen ,  hat  m  die  fiätae: 

PM^  PIÜ^  IPO' 
 1        1  1 

^  pM  ^  pX'^  PO  ' 

V —  biß  "HiJjU./  +  giivn  + 


PL"  ^PM  '  ^  PJH"  ^  PQ  '' 
n.  e.  w. 

Nun  gehören  aber  die  Punkte  L  M.       auch  dem  Ag?re<?ate 

der  vier  Linien  LL',  MM\...  an;  eu  bat  also  der  PuulU  P  iix  dem 
Aggregate  eine  eolclieLage,  daeeivrieeheB  den  fik^pneBten  iigead 
einer  geraden  Linie,  weldie  in  dem  Aggregate  durch  den  Punkt 
P  gelegt  ist,  der  in  den  voretehenden  Gieicbaiigea  beieicbiiete 
2^iieammenbaog  besteht.  ' 

Hiermit  ist  die  Beschränkung  auf  Dreieck  und  Tetraeder  be- 
seitigt, und  das  Bestehen  eines  allgemeinen  Gesetzes  angedeu- 
tet, das  sich  ungefähr  so  ausdrucken  iHsst:  in  einem  Aggregate 
von  n  geraden,  in  einer  Ebene  liegenden  Linien,  und  auch  in 
einem  Aggregate  von  n  Ebenen  giebt  es  einen  Punkt  P  von  sol> 
eher  Lage,  dass  in  einer  geraden  Linie,  welche  durch  P  geht, 
und  in  den  Punkten  At ,  A  die  Bestandtheile  des  Aggrega- 

tes durchschneidet,  die  von  P  ab  gezählten  ISegmeote  PA^pP^ 
Im  einem  dmtli  die  Gieichmig 

®  "  U  J    ^'  U  I~  ••••••••• 


PAi  ^  PA^  ^  ^  PAm 

bezeichneten  Zusammenhange  steben,  und  dass  diese  Reletlen 
in  Bezug  auf  die  Richteng  der  goraden  tiinie  an  keine  ßedingiiDg 
geiuiüt»A  ist 

In  diesem  allgemeioen  Satze  ist,  in  so  fem  man  dessen  Gel- 
tung im  Voraus  zugieht,  die  dem  Punkte  P  heigclegte  Eigen- 
schaft rück^icbtlich  der  Segmente  einer  durch  P  gehenden  gera- 
den Linie  ganz  unzweifelhaft;  dagegen  bleibt  unbestimmt,  ob  ein 
•Aggregat  nur  einen  einzigen  Punkt  i*«  oder  aber  mehrere  solche 
Paalrte  haben  könne;  und  eben  so  ist  nngewlss,  ob  das  Vorkom- 
men solcher  Punkte  P  unbedingt»  oder  aurch  die  Beschaffenheit 
der  Aggregate  bedingt  ist 

» 

liiflst  man  diese  Fragen  vorläufig  bei  Seite,  und  sieht  ledig- 
lieh  auf  die  dem  Punkte  P  ))ctcclc|;te  Eigenschaft,  so  kawi  oe 
Bemerkmig  akht  entgehen»  dass  in  der  Mgah«  derselben  gar 
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nichts  liep;t,  was  eine  BeschrSnkufig  auf  Ag^re^ate  vnn  (geraden 
Linien  und  auf  Aggregate  von  Ebenen  als  notbwendig  bezeich- 
nete; es  ist  im  Gegciitheiie  unverkennbar,  daM  ein  solcher Psiikt 
P  vermöge  der,  seiner  Lage  zukommenden  EigenedMift  gMS 
wohl  einer  krummen  Linie,  und  auch  einem  Äcirresate  von  (gera- 
den oder  krummen)  Linien,  die  in  einer  Ebene  liegen,  angehören 
kann ,  und  dass  das  (ileiche  auf  Flächen  und  auf  Aggregate  von 
Fliehen  Anwendung  Gndet 

Diese  Betrachtungen  führen  znar  nicht  zur  licuiftjsheit,  ge- 
wahren aber  die  Einsicht,  dass  man  bei  der  Frage  nach  dem 
Vorkommen  der  Punkte  P  ee  mit  einer  Eigenschaft  xu  thun  bat» 
welche  den  ebenen  Linieogebilden  und  auch  den  Flächengebilden, 
also  fiherhau]>t  den  geometrischen  Ciebilden  zukommt.  Als  eine 
den  geometrischen  Gebilden  gemeinsame  Eigenschaft  kann  aber 
dan  Vorkommen  der  Punkte  P  schlechthin  nicht  hiolirt  steben : 
datiselbe  muse  mit  anderen  Eigenschalten,  welche  den  Gebilden 
ebenfalls  gemeinsam  sind,  irgendwie  zusammen  hängen,  in  dem 
Systeme  aller  Eigenschaften,  welche  die  Gebilde  mit  einander 
gemein  haben,  eine  bestimmte  »Stelle  einnehmen.  Will  man  also 
aber  dae  Vorkommen  der  Punkte  P  cor  ▼ölten  Klerlieit  gelangen, 
eo  muss  man  sich  !n  einem  ganz  anderen  Gebiete  umsenea,  ^eli 
die  Element»Tsfitse  tiber  jene  Punkte  ansudeuten  scheinen. 


Seit  der  Einführung  dcc  Coordiuaten  durch  Descartes  wer- 
den die  krummen  Linien  und  eben  so  die  FiSchen  nach  den  ihnen 
i$ukommeodcn  Gleichungen  in  Ordnungen  vertheilt,  in  der  Weise, 
dass  der  Grad  ihrer  Gleichung  zugleich  die  Ordnung  einer  Linie 
oder  Fläche  bezeichnet,  und  demgemäss  alle  Lioieo  uud  alle  Flä- 
chen, deren  Gleichungen  von  einerlei  Grad  rind»  alt  zu  ehierlei 
Ordnung  gehörig  bftn^tet  werden. 

Hiernach  ist  es  ganz  richtig,  dass  die  Gleichungen  aller  zu 
einerlei  Ordnung  gehörigen  Linien  oderFlllchen  nichts  weiter  sind 
als  SpecialHille  einer  allgemeinen  Gleichung,  d.  i.  einer  solchen, 
deren  Coefficienten  ohne  Werth-  und  Formbestinmiung,  ledig- 
lich unbestimmte  Zeichen  sind.  Von  einer  solchen  Gleichung 
kanii  man  aber  nicht  umgekehrt  sagen,  sie  sei  die  alicemeioe 
Gleichung  aller  zu  einer  Ordnung  gehörigen  Linien  oder  PIScbeu, 
aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  die  Gleichung  ein  grosseres  Ge- 
biet iinifasst,  das  ausser  den  Linien  oder  Flachen  auch  noch 
andere  Gebilde  enthält.  So  ist  es,  um  ein  Beispiel  anzuführen, 
achlecbtfain  ungenau»  wenn  man  die  Gletcbung  zwieeben  den  Co- 
ordiuaten xy  vom  dritten  Grade 

* 

8o  lan^e  ABC....  ledigllcl^  Zeichen  für  die  Coefficienten  sind,  als 
die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  dritter  Ordnung  bclrachiet: 
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einem  Aggregate  von  drei  geraden  Linien ,  die  in  einer  Ebene  lie- 
gen, und  eben  bo  einem  Aggregate  von  einer  geraden  Linie  und 
tbefli  Kegelschnitt  gehört  mo9  Gleichung  zwischen  den  Coordi- 
iiateo  eine«  seiner  Punkte  an,  welche  ebenfalls  vom  dritten  Grade 
ist,  und  iede  solche  Gleichong  ist  in  der  obigen  altgem^Ben  als 
^pecialfall  enthalten.  Um  also  genau  zu  sein,  wird  man  sagen 
rK  seien  alle  ebenen  Liniengebilde  dritter  Ordnung  in  der  obigen 
aligemeineu  Gleichung  begriffen. 

Eben  mo  unbestreitbar  nnd  richtig  ist  andi»  daas  eine  Unter- 

Mtchnng  der  zu  einer  Ordnung  gehörigen  Linien,  wobei  die  all- 
ieiueine    Coordinatengleichung  des  entsprechenden  Grades  als 

linindla£re  dient,  nicht  mit  den  Linien  selbst  anfangen  kann.  Es 
Ifhit  nämlich  die  Deiinition  dieser  Linien  als  solcher,  indem  das- 
jenige, was  durch  die  Coordinatengleichung  ausgedrückt  wird, 
aid»  nicht  auf  diese  oder  jene  Gebilde  ausschliesslich^  sondern 
nf  alle  Gebilde  derselben  Ordnung  bezieht 

Bei  einer  solchen  Auffassung  der  lledeutung,  welche  den 
illgemeinen  Coordinatengleichungen  zukommt,  steht  schon  vor 
■jllfrUntersuchuni:  als  unzweifelhaiteThatsache fest,  dass  denLinien- 
'^ebildenvon  einerlei  Ordnung,  desgleichen  auch  den  Fläi  heni^ebilden 
von  einerlei  Ordnung  viele  Eigenschaften  gemein  sein  müssen. 
Hervon  ausgebend  habe  Icbfai  oerScbrilt:  ,Jb  ie  Fandamental- 
C^etae  der  höheren  Geometrie**,  wovon  so  eben  die  erste 
AMitiiang  in  der  Hallberger sehen  Verla&^shandlung  in  Stutt- 
eart  erschienen  ist,  in  moglicb'grusster  Vollständigkeit  diejenigen 
iiesetze  zu  entwickeln  versucht,  welchen  die  gemeinsamen  Eigen- 
«thalten  sowohl  der  Linien  —  als  der  Flächengebilde  unterworfen 
»md.  Hierliei  stellt  sich  die  Manniufaltiukeit  und  die  verschieden- 
irtige  ^latur  jener  Eigenschaftei)  heraus.  Es  finden  sich  solche 
Ei|;eii8chaflen ,  denen  eine  unbedingte  und  unTeründerte  Geltung 
lukoromt,  welche  also  von  der  beseoderen  Beschaffenheit  der 
I  (»ebilde  vSlHg  unabhängig  sind;  sodann  ergelMn  sich  auch  Eigen- 
schaffen  von  veränderlicfier  INalur,  welche  von  der  Beschaffenneit 
Jer  Gebilde  mehr  oder  weniger  abhängen.  Insbesondere  erlaufet 
maD  in  Bezug  aufUeber-  und  auf  Unterordnung  der  genieinsamen 
Eigenschaften  eine  solche  Einsicht,  dass  auch  nicht  der  mindeste 
Zweifel  obwalten  kann.  Indem  die  Untersuchung  auf  dies  alles 
MBgeht,  und  namentUch  aueb  auf  die  ModiOcatioaen,  welche  die 
«eiloderlichen  Eigenschaften  erleiden  kormen,  führt  sie  Schritt 
iür  Schritt  tiefer  in  die  einzelnen  Theile  des  Gebietes  der  zu- 
'^mmenborigen  Gebilde,  und  man  hat  endlich  die  individoeUen 
UUIde,  io  streng  logischer  Anordnung  aufgeführt 

Die  Art  und  Weise,  zu  den  gemeinsamen  Eigenschaften  der 
za  eiBerlei  Ordnung  gehurigen  Gebilde  zu  gelangen ,  ist  siemfifch 
f  einfach.  Durch  die  Voraussetzung  der  Coordinatengleichung  des 
nten  Grades  iMt  man  zunächst  das  Mittel  zur-fonneUen  Behand* 

Itto^  der  Frage  nach  denjenigen  Punkten ,  welche  eine  gerade 
Linie  mit  ebeni  Linien-  oder  Flächengebildo  der  wten  Ordnung 
gemein  haben  kann.  Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist,  wie  bekannt, 
nicht  crüsser  als  n ,  und  man  lindet  die  einzelneu  I^unkte  nicht 
oarch  Ermittelung  ihrer  Coordlnateo,  sondern  auch  auf  zwei 
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udere  Weben,  wefcbe  danmf  beruhen,  dass  die  La;;e  eioir  ge* 
raden  Linie  bestimrat  ist  sowohl  durch  einen  ihrer  Punkte  nd 
darcb  ihre  Richtung«  als  auch  durch  zwei  ihrer  Punkte. 

lodern  man  die  Lage  einer  geraden  Linie  oder  einer  Trans« 
versalen  7\  welche  ein  Gebilde  L  der  riten  Ordnung  durchschnei- 
det, durch  Voraussetzung  ihrer  Richtung  und  eines  Punktes  O 
derselben  bestimmt,  ist  die  Möglichkeit  dareebi»ten,  die  Punkte 
Aip  A%»..,A»9  welche  das  GebUde  L  mit  der  Transversalen  T 
eemein  hat,  durch  ihre  Lage  gegen  O  Mttngeben:  man  hat  oar 
die  Segmente  OJi  ,  OA2'»"ÖAn  tu  bestimmen.   Wenn  aber  A 

irgend  einer  von  den  Punkten  Ai,   An,  also  OA  ehMs  der 

Segmente  OAt,  OA^,».„OAn  ist,  so  lassen  sieb  die  Coerdinaien 
des  Punktes  A  einzeln  darstellen  durch  das  Segment  OA,  durch 
die  Coordinaten  von  O,  und  durch  die  Elemente  der  Richtung 
der  Transversalen  T;  die  ISubstitution  dieser  Werthe  der  Coordi- 
naten von  A  ip  der  voransgesetzten  Coordinatengielchnng  fährt  an 
einer  Clieichnng  für  OA  von  der  Feim 

0=  Mq,  OA''  -f  M^MA»-^  -f ....  -l-^ii-i.  OA-^M». 

Die  CoefBcienten  Mq  Mi  ...  dieser  Gleichung  enthalten  dreierlei 
GrHssen:  die  Coef'ficienten  der  vorausgesetzten  Coordinatenglei* 
chung,  sodann  die  Coordinaten  des  Punktes  O,  und  endlich  die 
Elemente  der  Richtung  der  Transversalen  T;  zugleich  l&sst  sich 
die  Art,  in  welcher  cne  X^oefficienten  iV^yilfi  aus  den  erwähnten 
Grossen  gebildet  werden,  durch  ein  Gesetz  ausdrücken.  Im  Falle 
L  ein  Linicngebilde  nter  Ordnung  ist,  dessen  Gle&chnng  zwischen 
senkrechten  Coordinaten  durch  den  Satz 

angezeigt  wird,  hat  man  anter  der  Voranssetzung ,  dass  |«  die 
GoOTdinaten  des  Ponktee  O  seien,  und  dass  die  Transveiwle  T 
«m  den  Wlnlcsl  u  sv  Aze  der  x  geneigt  sei*  das  BUdungsgeeet«;  * 

Diesem  vnlüg  analog  ist  das  Bildunsrsgesetz  von  ilfr  flfr  den 
Fallt  dass  das  (vebiide  L  ein  Flächengebilde  ist 

Nach  vorstehender  Blldungsnerm  Ist  Mr  in  Rfleksisht  der  Ce* 

ordinaten  ^rj  eine  Grösse  der  rten  Dimension,  so  dass  in  Mq  die 
Coordinaten  ^rj  gar  nicht  vorkommen,  in  Mg  nur  die  ersten  Poten- 
zen derselben,  o.  s.  w. 

Die  Segmente  OAi^  OA^,       sind  die  Wwssh  der  eliigea 

Gleichung  tür  OA\  daher  hat  man  zwischen  diesen  Segmenten 
und  den  Coetlicienten  Mo  Mi....  jener  Gleichung  ein  System  ven 
n  Sätzen,  dessen  allgemeines  Glied  durch  die  Gleichung 
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der  Varbindungen  aaa  O^li^OJ^.—.  an  p  BlameBlaD  an* 


Der  Paukt  O  tut  hierbei  elf  angeBoomea  betmcMet  <Mk  die 

Annahme  eine  directe  oder  eine  mittelbare  ist,  bleibt  ausser  der 
Beachtung.  Unter  den  mittelbaren  Annahmen  von  O  ist  aber  auch 
jene  zui^tssig,  welche  festsetzt,  der  Punkt  O  soU.  wie  die 
Punkte  Ai,A^..An  auch  Uesen  mögen,  gegen  diaaePanna  fai  der 
Transversalen  T  eine  aolcne  Lace  haben»  daaa  awiacbeD  dea 
Sagmenten  OAg^OA^»*^  die  GWchaeg 

(OAiOA^  OJ.)(A)sO  (C) 

stattfindet.   Dieser  Forderune  nämlich  geniteen  nach  dem  Vorher- 

«ebenden  die  Coordinaten   aes  Punkts  O«    wenn  sie  solche 
(Gerthe  haben,  dass  Mk=-0  wird.  Im  Falle  also  das  Gebilde  L 
ein  Linieagebilde  lat,  ao  mna«  der  Fovdemng  (Q  gemiaa  aeia 

Diese  Glekhung  swisehen  |  und  ri  ist  vom  Aten  Grade  und 
gehurt  einem  Liniengebilde  der  Aten  Ordnuni*  an.   Von  dieaent 

Liniengebilde  miiss  also  O  ebenfalls  ein  Punkt  sein,  wenn  O 
durch  seine  Lage  in  der  TmosTersalea  T  der  gestellten  Forde» 
rung  (C)  genOgen  soll. 

Weil  das  Gebilde  (D)  von  «fer  /iten  Ordnung  ist,  so  kann 
dasselbe  A  Punkte  mit  der  Transversalen  T  gemein  haben.  Des- 
halb enthält  die  Transversale  T  zwischen  den  Punkten  Ai,A^.,Am 
atabi  kioM  ekaM  Paafct  aeadem  4  aelehn  Peakta  O.  Tau 
denen  Jedat  dueb  aebe  Lag*  die  Pardarang  (C)  befriedigt. 

Die  Coordinaten  £i}  in  der  Gleichung  (D)  bezieben  sich  über« 
hanpl  auf  einen  Punkt  dea  CSabildca  (D),  aber  niebt  notbwend'^ 

und  ansscbliesslich  auf  O.  Aus  diesem  Grunde  enthält  die  Giei« 
chung  (D)  von  der  Transversalen  T  lediglich  den  Winkel  tu  Es 
muss  also  jede  Transversale,  deren  Richtung  durch  u  angezeigt 
ist,  von  dem  Gebilde  (D)  in  k  aolcben  Punkten  geacbnitten  wer- 
den, ven  denen  Jeder  In  aeiner  linie  T  der  Fardmag  (Q  genfigt 

Wegen  dieser  Eigenschaft  nenne  ich  das  Gebilde  (D)  einen 
zur  Richtung  u  gebürigen  Diameter  der  Aten  Ordnung  dea 
UnieagabiÜßn 

Wenn  die  Gleichung  (0)  auch  nicht  ftir  ieden  Werth  von  u 
einem  Liniengebilde  angebürt,  so  sind  unter  den  müglichen  Wei^ 
tlMn  von  II  doch  soicbe,  bei  deren  Jedem  die  Gleienong  (D)  ebi 
IJaicngebflde  beaeicbnet 

Ein  Liniengebilde  L  der  nten  Ordnung  hat  demnach,  und. 
swar  unbedingt,  Diameter  der  Aten  Ordnung.  Dies  gilt  aber  fb 
Jeden  der  WttHie  Assi,  8,-...n— 1;  mitbfai  lEanmien  efaiefliLinien- 
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§^ilde  L  der  nten  Ordnung  Oianater  der  ersten,  xweitee» 
....(»— l}teii  OrdoQDg  su. 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  Flichengebilde  der  titen  Ordnons, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  da^s  alsdann  die  Diemeter  viefi 
Linien-»  eondezn  ebenlalls  FlScbeugebiide  a»ind.- 


Ich  betrachte  nun  im  Besonderen  die  Dkuoeter  der  (7^— l)tMl 
Ordnung,  weil  diese  über  das  V'orkonimen  der  Punkte  P,  Tim 
denen  oben  die  Rede  war,  bestinunten  Aufschluss  geben. 

Indem  manA~n— 1  setzt,  erhält  man  aus  dem  obigen  Satze 
(D)  Tur  den  zur  Richtung  ff  gebOrigen  Diaraeter  der  (» — l)teD 
Ordnung  die  Gleichung 

Hiernaeh  sind  die  Gleiebungen  jener  Diameter,  welebe  ss  den 
Ricbtungeo  tt=30  und  «s0Or  geoOren,  folgende: 

0^'-^.  (b) 

Diese  s«vei  Diamotor  kOnoeo  einander  dorcbscbneiden  in  einer 

Anzahl  von  Punkten,  welche  möglicher  Weise  bis  zu  (n— I)*  an- 
steigt. Es  ist  aber  oflFenbar,  dass  die  Coordinaten  jener  Punkte, 
welche  die  Dianieter  (b)  und  (c)  mit  einander  gemein  haben,  aucti 
der  Glelebang  (a)  genügen,  und  swar  vnabhSngig  tob  u*  Dsiwr 
sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die  Diameter  (b)  und  (c)  ein« 
ander  durcbecbneideB,  eilen  Diameten  der  (n— i)ten  Ordnung 
gemein. 

Diese  Punkte,  von  denen  jeder  allen  Diametern  der  (n-^I)! 
Ordnung  gemein  ist,  nenne  ich  die  Mittelpunkte  des  Link 
gebildes  L. 

Es  sei  (>  ein  Mittelpunkt  des  Gebildes  L\  durch  O  sei  nseh 

beliebiger  Richtung  hin  eine  Transversale  T  angenommen,  und 
es  seien  Axy  A^....  Ah  die  Punkte,  welche  T  mit  L  gemein  hat. 
Dieser  Annahme  gemäss  ist  O  ein  Punkt  des  zur  Richtung  von 
7  gehörigen  Diameters  der  (n — ])ten  Ordnung,  daher  muss,  d 
obiupn  Satze  (C)  zufolge,  zuischen  den  Segmenten  OAitOd%* 
OÄm  folgende  Gleichung  stattfinden: 

0=iOAiOAt...OAn)''-'- 
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IftMer  Gletchmig  srenchieht  Genüge,  und  zwar  ganz  uoab- 
hingig  von  der  Hieb  tu  der  Transversalen  wenn  O  ein  Dop- 
pelpunkt des  Gebildes  L  ist:  denn  in  diesem  Falle  sind  unter 
den  Segmenten  OAi  .OA.^....  irgend  zwei  =0.  Demnach  Ut  jeder 
Doppelpunkt  des  Gebildes  L  zugleich  ein  Mittelpunkt. 

Im  Falle  O  nicht  ein  Doppelpunkt  des  Gebildes  also 
überhaupt  nicht  ein  Punkt  von  />  8ell)er  ist,  kann  man  die  voran- 

Sehende  Gleichung  durch  das  Product  aus  allen  Segmeuteii  divi- 
im,  und  es  entsteht  der  Satf 

.    »  1       Jl  Jl_ 

""^        *  04i  +  +  Oii.  • 

(lierdiirGh .  wird  nmi  klar,  dass  die  früher  besprochenen  Punkte 

P  nichts  anderes  sind  als  Mittelpunkte  der  Gebilde.  Rhen  darum 
sind  jetzt  auch  die  Mittel  bezeicbnot,  durrh  welc  he  man  in  jedem 
gegebenen  Linicngcbilde  jene  Punkte  I*  wirklich  linden  kann. 

Da  die  Bestimmung  der  Punkte  P,  wie  mir  scheint,  nicht 
ohne  Interesse  und  Nutzen  ist,  und  dieser  Gegenstand  in  meiner 
olwn  emihnten  NehrHt  nur  kurz  berdhrt  vrerdeo  konnte,  so  dflrftd 
ein.  nSheres  Eingehen  in  die  Sache  nicht  unerwAnscbt  sein.  Ich 

werde  mich  jedoch  aul  Aggregate,  welche  aus  geraden  Linien 
bestehen,  beschränken,  und  insbesondere  die  Bestimmung  der 
Punkte  P  mittelst  Zeichnung  erläutern. 


Ein  ebenes  f^iinen'.;ebilde  L  sei  aus  n  geraden  Linien  zusam- 
mengeselzt,  und  es  sollen  diese  Linien  alle  einander  durch- 
sriiiMiden. 

Die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  die  n  Linien  einander 
durchschneiden,  ist=:^^^— ^.  Jeder  von  diesen  Punkten  ist  ein 

Doppelpunkt,  also  auch  ein  Mittelpunkt  von  L.  Die  Anzahl  alier 
dem  Gebilde  L  zukommenden  Mittelpunkte  ist  aber  =(n — If;  da« 
her  ist  die  Anzahl  der  dem  Gebilde  L  angeh'lrigen  Punkte  P, 
d.  h.  jener  Bfittetfonkte,  welche  nicht  sogleieh  Doppelpunkte 

n.(n~l)_(it-l)(ii-2) 

=(«-iJ^  OT  =  O—  • 

Hiernach  hat  also  , 
ein  Aggregat  von  ^  geraden  Linien    1  Punkt  P, 
«IM        n  4     »        »3  Punkte 

9»  ff  f»      ß  »»  »»  ö  ff  ^» 

Q.    S.  W. 
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Setit  mao  «]«o  sw  AbUlmwg 

80  lat  in  unserem  Falle 

folglich  die  Gleirbuns:  (a)  des  znr  Richtang  •  mtMigm 
ters  der  (»•-*l)teii  OrdnuQg  jetzt  /olgende: 

0»  +  5^  

Diese  Gleichung  ist  yom  (ii--^l)ten  Grade,  und  j^eMrt  , 
Linie  der  («— l)ten  Ordnung  an.   In  dieser  Linie  Hegen  alle  Mit-i 
telpunkte  von  L;  sie  geht  also  durch  alle  Punkte,  in  welrbeBÄ 
Best^ndtbeile  von  L  einander  durchschneiden«  uod  enth^Ji» 

glffteh  die  -"1^/^*'^^^  Punkte  P.    Mm  liat  abo  nur  «i 

solche  Linien  der  (ri^l)ten  Ordnung  zu  zeichnen,  um  die  PmHi 
P  zu  erhalten.  ^  i 

Man  kann  aber  noch  leichter  zum  Ziele  kommen.  Bezeicboei  , 
wir  nämlich  die  Grössenreibe  F,,Fa,...Fi,,  indem  wir  nicht  vonf» 
sondern  überhaupt  von  einem  Gliede  F^  derselben  sn  liUes  ae*^ 
fangen,  durch 

FfftF pii  >F|pfi—...F(>+ii_i, 

webe!  also         mit  Ff  einerlei  Ist»  und  bemerken,  dass 

d(F^F^i .... F^-i)  =  F^.  c/(F^i.F^,... F^4^i) 

+^Ht  'F^..^.F^^  .dF^ 

ist,  so  erhalten  \vir  aus  (I)  die  Gleichung: 

4-  ^«H-i  •  Ff^% ....  F^-i .  (cotn—  eotkf), 
Wud  nnn  u^Jk^  ai^enemmen,  so  folgt  bletnna 

Der  zur  Richtung  «=^p  gehörige  Diameter  der  (n— l)ten  Ordoung 
ist  bieroacb  ein  Aggregat,  bestebend  aus  der  geraden  Lioie 


u 

und  aus  der  Lioie  der  (ii— ^ten  OrdouDg,  welcher  die  GJbichuAg 

oni^hrrrt.   Die  f/inie  F(,=0  ist  ein  ßestandtheil  von  L,  und  ent 
hStt  daher  n—l  DoppeliHinkte ;  die  übrigen  Doppelpuskte  so  wie 
die  Puulcte  P  müssen  also  io  der  Linie  (11)  liegen. 

Hiernach  reichen  svrei,  nach  der  Vorschrift  des  Sstsss  fl^ 
gebildete  Linien  hin,  um  die  Punkte  P  zu  bestimmen.  Ihrer  Glei- 
chong  zufolge  wird  aber  eine  Linie  (11)  auf  folgende  Weise  ge- 
fanden! man  betrachtet  irgend  welche  n—'i  LMen  oder  Bestand* 
theile  des  Gebildeif  L  als  ein  besonderes  4ggr^^t»  und  sncbt 
für  dieses  einen  Diameter  der  (7? — 2)ten  Ordnunc,  und  zwar  jenen, 
welcher  zur  Richtung  der  nten,  in  das  neue  Aggregat  nicht  auf* 
geaommeoen  Linie  ?on  L  gehört. 


Ich  wende  fliiob  nm  sur  BestimmiBg  dm  Ponkt*  P  nittelct 

Zeichnang. 

Zun^ichst  tommt  es  auf  die  Gewinnung  derjenis^en  Mittel  an, 
durch  weiche  die  Auflösung  einer  Aufgabe  möglich  wird,  welche 
so  lautet: 

Das  aus  n  geraden  Liuieu  zusammengesetzte  Gebilde  L 
werde  Yon  mehrsM,  sa  einander  parallelen  Transssi* 

salen  TTT",...  durcbsehaittoi,  und  zwar  von  T  in  den 
Punkten  AiA^....  An*  von  T'  in  den  Punkten  A\A'^..A'n, 
von  7^  in  den  Punkten  Ä"yA\...A"nt  u.  s.  w.;  man 

soll  in  jeder  von  diesen  Transrersalen  TT*   jene 

Punkte  anfvsben,  durch  welche  der,  zur  Hiohtung  dieser 
Tran8rer8.i!en  gehörige  Dianieter  der  (» — i)ten  ördnniig 
gehen  muss. 

Behufs  der  Anissang  dieser  Aufgabe  bezeichnen  wir  vorläufig 
durch  O  einen  von  jenen  Punkten,  welche  die  Transversale  1 
mit  dem  uesucbten  Üiameter  gemein  hat,  eben  so  durch  O'  einen 
von  jenen  i^unkten,  welche  mit  dem  Diameter  gemein  hat« 
«.  s.  w.  Unter  dieser  VorauMietsung  hat  man  als  Anhalt  dia 
GWichnagen: 

Q^iß'A'i  0'A*^0*A'^^^^. 
O=(0*i4"i  0"A\.„0"A"nf*r^^ , 
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^Man  vrähle,  oadi  WUftfihr,  In  T  eMMn  Punkt  In  T  ehieo 
Punkt  A',  io  T*  einen  Punkt  X%  a.  8.  no  ist,  algebraiMh 
genommen» 

0"A"r=Z  X"A"r  -  A"  O",  

rührt  niiiri  die  hierau^i  sich  er(;ebenden  Werthe  fär  O/l,, 
OA^y„„  in  den  vorangebenden  Gleicnnngen  ein«  no  ergeben  sieb 
folgende  Sätze t 

tt.  n.  w. 

Die  Punkte  Ai.l^..--,  A'tA'^—'  sind  in  jedem  Falle  gegeben; 
da  nun  die  Punkte  Ä  X'....  durch  beliebige  Annahme  feHtgestellt 

werden,  so  sind  in  jedem  Falle  die  Segmeute  Al-li,  XA^^  , 

X*A't,  X*A'.i   cbenfalU  segeben,  üie  ▼erstehenden  Gleichun- 
gen sjoljon  also  direct  die  Werthe  der  Grossen  XO^  X'O'....  Ks 
ergeben  sich  aber  für  jede  dieser  Grössen  n  — 1  VVerthe,  und 
durch  diet>e  sind  in  jeder  Traa«versaleD  diejenigen  n — i  Punkte 
bestinimt,  durch  vretehe  der  zngekörige  Dumeter  der  (n— l)ten 
Ordnung  geht 

Die  Auflosung  der  vorstehenden  Gleichungen  wird  Tereinfacbt, 
wenn  nimi  die  Pnnkta  XX,.„  sa  wihlt,  das« 

(Xii  XA^  jrj.)(i)=0] 

(XA\  X*A*^.  X'A'nY '  ^= Of  (Ul) 
*  n.  s.   w.  \ 

Unter  dieser  Bedingung  liegen  die  Punkte  XX' X"         in  einer 

geraden  Linie,  in  dem  zur  Richtung  der  Transversalen  fSTf^«.. 
gehörigen  Dianipter  erster  Ordnung  des  Gebildes  es  werdet! 
daher  durch  zwei  Punkte  AA'  die  übrigen  bestimmt.  Um  aber 
diese  zwei  Punkte  zu  linden,  nehme  man,  nach  VVillkühr,  in  T 
•faieii  Punkt  V  und  in  f*  einen  Punkt  V*  an,  vnd  bemerke»  dnsn 

XAr  =  VAr—  ÜX,    X'A'r=  V'A'r-  V'X 

ist.  so  ftllt  in  die  Augen,  dass  den  Gletchongeu  (III)  gemiss 
sIein  mnss 

n.  UX=  VA,  +  £7^  +  ......  +  VAn  | 

n.V*X^V'A\i'V*A*^^..^^.'^V'A\}  ^ 
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lo  Folge  der  Annabmeu  (III)  fiiyeB.4tt  den  oUgen  GleldliDgtm 
-^v&O^i^'Or,^      breiten  Glieder  lveg»«:Qii4.iiittii  iwl.  demiMh 


•     •••■«•4     mmm,4  0»mm»9  » 


eben  solche  Gleichungen  OOr  XO',  A^'O'',.««. 
Weg«i(in)  ist  aber  Anoft.    .  >  /. 

2.(X<i  '  ^^i.« A^«)C<) rir'i^,»  +  XA^t  +  ....  +  A^„»,  " 

yg^"'      .  •!  •       1   )  »tf    .  ••  i    1'  '  •••••1.^;;  f 

Jla       ..         •.:•»'   ■  '    •         ■».  ■  8.''  W,'  '    »"   '  • 

^  Tf  •    ,  j*         .  l'i  *  «.  ili   III/    i(-  I"  '  I. *•».'•:   •••  I  •  •* 

irilhin  .t'i 


~t>^«—  -s;- .  XO^«.(MH  A'A'»  +  ••••  +  -y^.») ,  XV) 
o.n 


.  l2.(Ail|.4.-f,JCi4«^.;^XIii^».<i>  1  »b 


Die  CoefBcienten  dieser  Gleichung  lassen  sich  nun  leicht  auf 
diejenige  Form  bringen >  welche  fiir  die  AuQOsuog  am  passend- 

*  Man  zeichne  CTäC  h  Fl^.  6.^  öinen  Winkel  ZAQ  von  be- 
liebiger Grosse ,  nehme  auf  dem  eineti  Schenkel ,  Von  der  ^Spitze 
A'  ab  gerechnet ,  ein  Stück  XZ  von  beliebiger  Grösse,  und  trage 
dann,  ebenfalls  von  X  ab,  auf  jedem  Schenkel  eines  der  Seg- 
mente auf.  Angenommen,  es  sei  Af^n  Segment  XAr  anf  jedem 
Schenkel  aufgetragen ,  und  dadurch  auf  dem  einen  Schenkel  der 
Vu^iAfjt  J^ßm  mi^erey  |^  Pu^t  Q..|lmftiinrolr«  4klso  XQ 
=  sb  verbinde  man  Z  mit -09  und  ziehe  durch  Ar  die  Lisi« 
ArZfü^)  parallel  zu  ZQ;  ferner  verbinde  man  Z  mit  Zr^i),  und 
ziehe,  parallel  zu  ZZr^^),  durch  /4r  die  Linie  ArZn^^;  weiterhin 
verbinde  man  Z  mit  Zr^'^),  und  ziehe  wiedeTi  ^uvih  jir  die  neue 
Uaie  i^Zri'^^pt^AÜßl  «u  i2%ia>»'tt*.«..)#.   ..     v\  x  i.-.. 

TMl  IVL  S 
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Unter  diefier  Voranssetzaög  hat  niM  zwischen  dem  SMdiente 
XArf  der  uillkahrlichen  Länge  XZ,  oad  ^StOcfce«  *XZW 
jrZrC'},...  XZr^i  foigende  GJeichuogeo: 

«  ,  .  .    .  '  \  '    .  f  ii 

'  '  XAr.XAr  —  XZ.XZr^^), 

XAr.XZr^^XZ.XZfi^), 


•     •     •  •  • 


XÄr,XZr^(H»^)^XB.XZ^l  •• 

und  i^eon  man  diese  daidb  JtfultmlieatliNi  "fvAMuffU  «o  Miebl 
sich  der  Sati:    ~  ^  ' 

Verfahrt  man  also  in  Bezog  aul  jedes  der  Segmente  XAi^.» 
in  der  aBgegebeoen.  Weise,  benllt  aber  die  wUlUluriiche  LSnce 
XZ  unverändert  liei»  üdA  sucht  nur  die  entsprechenden  Stodra 

XZi^^) ,  A'ZJf),  ,   so  ergiebt  sich  fiir  die  Uebertragung ,  der 

Summe  gleicher  Potenzen  von  den  Segmenten  XAi^t  JC4f«>  ^ 
Norm:  .i--; 

XAi^^H^-k-XA^^  «  XZ9.{XZ{4i-^XZJ/(i  -^^-i-XZ^^), 
wobei  in  bemerken,  däss  in  der  Summe 

das  Stacl[  XZi^)  eben  das  Zeiebm  4-  odar     «i^t,  welchen 


Diese  Reductionsart  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Coefiidenten 
der  obigen  Gleiehung  (V)  flir  XO  Ohrt  daBut  daas  jeder  Coeffi- 
dnnt  durch  dnen  Anadmck  too  der  Fonn 


ersetzt  werden  kann,  wo  X  eine  einfache  Linie  von  batftfilBlfnr 
Länge  ist,  und  die  Gleichung  für  XO,  wenn  man  XZszp  setzt, 
in  Itiicksicbt  auf  Form  und  ßeschaffenheit  der  Coefficitfiten  feit 
gendn  wird:  .      ..  '.. 

0  Ä  jro«-* o«-*— i^4j[o«^-.^jro«»-i  ^ (VI) 


Es  kommt  schliesslich  darauf  an»  die  Wnnete  dhiiai  01ek» 
drang  dufch  Zeichnung  zu  finden. 

'..      .1         .  •  •  ,  • 

Zu  diesem  Ende  *  betrachtet  man  die  Gfoiebong  (V)  als  dl»» 
durch  entstanden,  dass  aus  zwei  Gleichungen  mit  swei  unbekann- 
ten Grusaeo     jf  die  eine  dienet  Qtümm  ftihnlnitt  iraidOn    lal  * 
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die  eine  dieeer  Gleiefcnogen  Tom  mten,  die  andere  vom  m'ten 
Qmim,  m  fHrd  die  atn  der  BNmliiatkNi  MVförgelMnde  Gleichanff 
▼om  m.fii'ten  Grade,  oder  auch  vom  (m.m'— 1)ten,  wenn  der  CoeP 
ficient  des  letzten  Gliedes  =0  ist.  Man  hat  also  vor  Allem  die 
Werthe  von  m  und  m'  so  festzusetzen«  dass  m^m'  entweder  sit  —  l, 
oder  doch  =fi  wird.  Die  Coefficienteo  der  einen  and  der  eederee 
HWiiHiiig  sind  Aber  so  an  wldUiv»  datt  «Beirilit  ier  filbiia^ 
tWn  alt  <VD  einerlei  wird. 

Jede  jfmm  ewfl  Ifleielimiffeii  betraefctet  iiieii  boii  ale  einer 
kiauMft  l^lnie  ngelitfrig»  in  der  Weise  lÄer,  deae  die  Coordi- 
natenaxen  der  einen  zugleich  die  Axen  der  anderen  Linie  sind. 
Diese  Linien  zeichnet  man  so  weit  als  nr>thig,  um  die  Duich- 
achnittsponkte  derselben  zu  Gnden.  Von  den  Koordinaten  die' 
«er  DnrGbseiuiHtepnnkte  sind  die  zn  einer  Axe  gehörigen  zui^leicb 
die  Werthe  von  XO,  und  zwar  die  «  oder  die  y,  je  nachdem  y 
oder  w  durch  Elimination  entfernt  werden  moas»  am  die  Gieiclinng 
(VI)  als  Resultat  zu  erhalten.  * 

Die  oSthigen  Constmctionen  gestalten  sich  in  delr  Anwendung 
ziemlich  einfach.  Zunächst  ist  klar,  dass  man  die  willkührliche 
Linie  ÄZz=p  lUr  alle  Trans versaleo  TTT" unverändert  bei- 
behalie»  kenn.  Ferner  Icano  man,  weoi^  XOz=:y  gee^irt  wird, 
iie  die  elM^  der-  Mden  tNetefarnfgee  «ohende  nebnen 

eo  daaa  man  filr  alle  Transversaler^  auch  inU  einer  einzigen  Pa- 
rabel ausreicht,  und  nur  noch  die  zu  jeder  Traoiferaalen  geliO- 
rige  zweite  Imunrne  Linie  aa  t^ea^ima^p  bleibt 

Zur  Erlänterang  mag  die  Belra^tong  einiger  Fllle  (olg&u, 
Breter  FniL  Wenn  i^ssZ  ist,  so  erbitt  nun  mm  (VI) 

(  '  "O=jro%— p.oy  ;' 

In  diesem  ITaJle  ist  das  Prorluct  pM  durch  ein  Qnadrat  zu 
ersetzen,  nnd  es  sind  dann        und  — h  die  Werthe  von  XO. 

•  •.  '\.      •  . 

Zweiter  Fall.   Wenn  n=: 4  ist,  ae  wird 

Diese  Gleichung  ist,  wenn  man  JIO=y  setzt,  dae  lUenHnt  der 
EHadneliea  Ten  «  «ne  den  Gleiebnngenc  . 

ven  wnleben  die  swelle  elneni  Kreiee  MgehBi«,  deMen  Mittel- 
pwbt  .efae  eelcbe  Lege  bat,  dein 
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Der  Kreis  geht  amrish  ilcn  Scheitel  der  Fambd;  den  ab  dia 
Coordioaten  gesfthU  warden;  daher  ist  '      •  ' 

.  (lar  Bfuii|ia  das  IMaaa-  ^ 

Dritter  Fall.   Wenn  ft=s5  ist»  also  nach  (VI)  die  aui^a- 

luäeuüe  uleicnung       >  ' 


80  siod  die  Hülfsgleichungeo: 


(. ,    .    '  t  •     . .  '  •  ' 

die  zweite  .g^Oijt  wi«4^  einem  Kraiae  aa»  ▼oA.'dMen  Mib 
telpunkt 


,die  Absehe  Qc).  =^j^. 


'I./  •  1        '  ...    .1..  •  I 

„  Ordinate  (y)  =| 


iat»  und  deaaen  Radina 

'V Verlar  FalL   Dia  an  n=56  gehörige  Glaichnag 


Ist,  wenn  man  XO=y  setzt,  das  Resultat  der  Elimination  von 
:r  ana  den  Gleichungen 


0=«*— ftary — p.c.  j:  —  p.d.y 
II.  a.  w. 


.  .  .( 
<  *  •  •  •• . 


<  1 


!•*»  ' 


•  ■ 
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In  TaC;  11.  ¥\e.  1.  ist  ein  Aggregat  von  vier  geraden  Linien 
Aj^%  3Bf,  CO,  JDiy  vetauMeaeUt, .  ivelche  alle  einander  durch- 
•dbnekleM.  Ein  solches  Gebilde  hat  neun  Mitti^iinkte»  uotst 
diesen  aber  nar  drei,  welehe  nicht  augleicb  DoppeiiNinkte  sind. 

Behufs  der  Bestimmung  dieser  Punkte  sind  zvrei  Diameter 
dritter Ordnung  de«  dlebiides  zu  UuJfe  genommen,  und  zv^ar  jene, 
>relche  zn  den  Richtungen  de^  Linien  iM^  vnd  i^iB*  geboren. 
Der  erste  von  diesen  Diametern  besteht  aus  der  Linie  AA'  und 
aus  dem  zur  Kichtung  von  AA'  gehörigen  Diameter  zweiter  Ord- 
nung des  Aggregates  der  Linien  JiB\  CC,  DD':  der  zweite 
heeielil^  aus  der  ühife  BB'  rnid  aus  ilett  snr  RichrangW*  Btt 
geh5rieen  Diameter  zweiter  Ordnung  des  Aggregates  der  Linien 
AA',  Cfy,  DD.  Die  erwähnten  Diumeter  zweiter  Ordnung  sind 
Hyperbeln,  und  zwar  sind  «o  und  a'cc'  die  Zvreige  der  einen,  ßß 
nnd  p'ß'  die  Zweige  der  anderen' iffy^bel.  1)lese  hvperboHschen- 
Zwei|;e  durchschneiden  einander  in  den  Punkten  rrP",  und 
diese  sind  die.  eesocbteo  drei  Mittelbunkte  dev  YoraosMetsten 

Mildes.        ^"        \  '  ,  ■  • 

•»  •         ..■«..  .     «  .  I'     •        «.•••:     .  IM 

Um  die  genannten  H^'pIftAeln  graphi.sch  zu  bestimmen  ^  sln^t 
zunächst  die  zu  den  Richtungen  AA'  un(\  /fi?^' gehörigen  Diame*^ 
ter  erster  Ordnung  aa'  und  66'  gesucht  worden,  nach  Anleitung' 
der  Sätze  .(IV)  fiSr  den  Fall  »=3.  Der  Diameter  aa'  giebt  in 
jediri-'sii';d[^'  parallelen  Tr^vers^len  dee  GebUde;B  ;(J^#,  CC, 
DD)  unmittelbar  den  Punkt  JT  an,  von  weichern  ab Mie  v^schie^ 
denen  Segmente  gezählt  werden;  das  Analoge  gilt  von  dem  Dia- 
meter 66  in  Bezug  auf  die  Transversalen  des  Gebildes  (AA', 
CC,  DD^. 

Angenommen,  das  Gebilde  (BJS*,  CC,  DD)  werde  von  einer 
nAA'  parallelen  Transversalni  in  den  Punkten  ii|  A^A^  geschnit- 
ten, so  hat  man,  weil  JIT  in  an'  liegt. 


(V) 

0=  XO^  -  ^.  ( JCili«  -I-  JLA^*  -t  JMi*)  • 

Sind  nun  die  Punli:te  Am  A^tA^  von  einander  verschieden,  so  sacht 
man  durch  Zeichnung  nie  Hypotenose  L  des  rechtwinkligen  Drei- 
eckes, dessen  Katheten 

XAg  od  ViXA^^i-ÄA^*) 

sind,  snshft  femer  den  sechsten  Theil  V  Ten  L,  nnd  besUanil 

endlich  die  Hypotenuse  X  des  rechtwinkligen  Dreieckes,  dessen 
ICatheten  einander  gleich»  Jeder  aber  s=sl/ly^,  so  wlid 

jrO>-i«ssO,  d.  I.  JTO^dbi. 

Fallen  von  den  drei  Punkten  A^A^  zwei  zusammen,  d.  h. 
gebt  die  Transversale  durch  einen  Doppclpunkt  des  Gebildes 
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,  (ßB\  CC\  DW),  80  ist  keinerlei  Zeichnung  nutbig.  Wenn  n 
Heb  ÄA^=zÄA^^k  ist^  «o  Ut,  ohne  RückBidit  auf  V 
^i  =  2As  folglich 

Da«  in  Bezug  auf  den  Diameter  des  Gebilde»  (BB, 
DD*)  Bemerkte  gilt  avcb»  matali«  rntttandis,  für  w 
(AA\  CC\  DO). 

■  * 

'  In  B«sag  auf  die  Lage  der  Punkte  P  P*  P"  M  nocb  Fol 

des  zu  bemerken.   Durcb  die  Linien  AA!,  ßB*,  COr  DD^ 
den  drei  FläcbeMtücke  bestimmt,  zwei  Dreiecke  und  ein  Vi 
welcbe  neben  einander  liegen,  so  dass  keines  als  Theü  des 
deren  genommen  werden  kann.   In  jedem  dienet  F. 
liegt  aber  einer  von  den  Punkten^  P  P  P". 

An  einem  Gebilde  von  fttnf  geraden  Linien ,  welcbe  alte 
ander  dsrebeehneiden,  und  zwar  in  10  verschiedenen  Pri 
lEMia  laan  sechs  solcher  Flächenstücke  unterscheiden,  we 
9eb«i  oder  ausser  einander  liegen,  und  io  jedem  dieser  Fläch 
•tfeke  hat  einer  von  den  seclu»  AlittelpoolcteBa  welche  d«p 
hUde.  mkoimen,  «eine  Steile. 

.  ^ehdi^e«  gilt  von  disr  Lage  der  Mtftilpmkfa  eUet 
4^  ?bpi        iiBd  mehr  genden  Lioie«* 


V  • 


I  1  •  •* 


» 
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  •         ,  I 


BliUse  Bemerknnseii  fiber  loxodro- 
^1  «pisebe  SreieciLe  Im  AJU^emeiiieii. 

dein  Ueranigvber. 


1 1 


In  meiner  .»Loxodromischen  Trigonometrie.  Ein  Bei- 
Sur  Kantik.   Leipzig.  1849."  habe  ich  uur  solche  ioxo- 
AMlacbe^DraM«  betTtcbtet,  die  anrder  ObcriUtohe  4m  Et^ 
«IBpMilds  von  einer  loxodromiscben  Linie  und  den  beiden  zwischea 
deren  Endpunkten  und  dem  positiven  Pole  des  ErdeUipsoids  lie- 

Sniden  Meridianbogen  begränzt  werden.  Die«  Ist  nna  mit  Ab- 
dit  geacbehen,  weit  nnr  solebe  loxod^omiacbe  DrMecbe  in  der 
Nautik  zur  Betrachtung  kommen  und  für  den  praktiachen  Gebraadi 
in  derselben  von  Wichtigkeit  sind,  ieh  aber  dabei  auch  die  Ana- 
logie mit  der  Nphäroidischen  TricoDoroetrie  im  Auge  hatte,  wo 
man  sun&cbat  auch  nnr  solche  Dreiecke  zu  betrachten  püegt, 
welelM  auf  der  OberflScbe  des  ErdeUipsoids*  Ton  einer  geedätischea 
oder  kQrzesten  Linie  nnd  den  beiden  zwifeM:ben  deren  Endpunkten 
und  dem  positiven  Pole  des  ErdeUipsoids  liegenden  Meridianbo- 
seo  begränzt  werden.  So  wie  man  aber  nameotlicb  in  neuerer 
Zeit  belwiiiitlicli  vieb  tterkwOrdige  Untereocbmigen  fiber  Ten 
drei  eeodätischen  oder  Icürzesten  Linien  Itegränzte  Dreiecke  an- 
gestellt hat»  so  fahrt  auch  die  Betrachtung  von  Dreiecken,  welche 
auf  der  Oberfläche  des  ErdeUipsoids  von  drei  loxodromiscben 
Linien  eingeechloseeii  werden,  zu  manchen  nicht  gimz  uninteree«> 
Mten  ResoUaien,  die  aber  ftr  4lewNill||clie  PMude  -Mne^eM« 
tnng  haben,  nnd  daher  der  Tendenz  meiner  obeo  genannten,  na* 
mentlich  auch  filr  wissenschafllich  gebildete  Seeleute  l»estimmten, 
und  deshalb  vorzugsweise  uur  das  auf  der  See  Anwendbare  ge- 
IMatf  2hMI>fimi  tatea;  Des  thiiiBtliifcBa  Itthnwn  wq 
wiH  ici\  aber  in  den  voriiegeadi'AiAatw-  ehi^j» 
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«oldier  aligemelocreo ,  von  drei  londmilfdbw  IMm  of  4« 

Oberfläche  des  Erdellipsoids  eingeechloieeiieii  loxodroiiiisd|ei 
Dreiecke  entwickele ,  und  werde  mich  freuen,  wenn  dadurch  vA- 
leicht  einer  oder  der  andere  Leser  des  Archivs  diesem  Gegen- 
stände weiter  nachzugehen  veranlasKt  werden  sollte,  da  mir  scUmI 
jetzt  das  wirklich  in  der  Praxis  Anwendbare  näher  liegt 

Es  mögen  daher  jetzt  A^,  Ai,  drei  durch  loxodrotniscW 
Linien  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids  verbundene^  und  di- 
her  dio  Spitzen  eines  allgemeinen  loxodromischeo  Dreiecks  dih 
btcliei](J(;  Funkte  sein.  Die  Längen  und  Breiten  dieser  Punkti 
sollen,  indem  ich  alle  in  meiner  ,,Loxodromiicbeii  Trigootj 
inetrie"  gebrauchten  Bezeichnangen  wenlyten»  in  aame 
Weise  auch  hier  beibehalten  werde,  respeetiTe  durch  B^^ 
X(|,  Bii  Lg,  bezeichnet  werden.  Den  von. einer  loxodromt 
sehen  Linie  mit  den  sämmtlioheii^ Meridianen  eingesehlosseoet 
Winkel ,  welcher  nie  grösser  als  180"  und  stets  so  genpmi»«j 
wird,  ddss  er  von  den  Meridianen  aus  nach  der  l$eite,  nach  w«j 
eher  im  Aeq[uator  dieLiHni^n  vonO"  bis  300"  gewählt  wetdiäü,  J^^Jj^ 
loxodromischen  Linie  aus  nach  der  Seite  des  positireii  Potf 
ellipsoide  hin  liegt  bebe  leb  a.  a.  O.  S.  17.  Nr.  4  den  Ours 
nannt  Nach  diesem  Begriffe  soüea  im  Folgenden  die  dee  m» 
dromiecben  Liniep  ^der  Dielnnsei^ 

AiJi%=iSf,t  A%Aqzs:si9  AqAi^m^ 

entspracbenden  Curse  respectiTe  dnreb  6^  8|,  8«  i>€<^^^^^ 
werden.  Die  Langen  sollen  in  der  Ordnniw  £|»  im  v« 
f  enden  aufsteigend  oder  wapbjfend  geordnet  sein*  ^  , 

.  /In  Tnfi.lLFig.2.  iet,  w^  wirnpa  dietüngen Von  4q  m  p^cj 
dbr  Seite  ma  2^  und  hin  gezählt  denli^n^.Mydi  d«t*CiiM 
«igMtfobaft.llM  bsndkemieeheii.  Unie.  offenb^  - 


■■         .■»•••  . 


/i4<i  4i  4i  =  ®a — . 


  I      .    '  "     *  '       .  " '  III 

afto ,  wönn  na^  \fk  bellen  FüUen  addm':.  ' 

•■»•t  .      »,!   /.^  T^iTr  I.../   -Iii*  «I  .• :  r  •»••Ii     «l  •  • 

oder,  tf^n  -Mr  der  KAmi^Wiegei^^  ditf  »Winkel  *den^  I 

weiche  Eieenschaft  also  daaiiallgeikieioe  ioxodromisebe  DrtiM^ 
nit  dein'dmeftDffeieeice  ^«Aiein  JMit  . 
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lekeD  Trigonometrie.  8.  32/': 
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AI«»  bt,  wM  am  Mgleiifr  auiA  AMtiiM  MMt 

und  . .  »     ••■  I 

oder  • 

wo  man  auch  die  Ajialpgie  (]ie8eftl0Meo'€ileu[!6ang  mit  dotr  bekau»  « 
tan  Fornel  d«r  ebenmi  TrigoDomcMe  sogleich  erkooneo  wM. 

Ferner  iet  «ich  der  Fomel  08)  neiBec  MliOxedroaUck«  * 
Trigonometrie^  S»  d9.**s 

•   '  *l 
I  

(t-^eMn^x)(l^o«ing4 
.  ä*Vl^eoin£i)(l+f.inB,)/ 

•1 

,       '  T— 

i^-Il^stang^  j  tuig(4&04.j^^ 

^  2    (1— esui^^(l  -i-  eoin^o) 

1 

A,-A»lpi|ge,^  ling(4(^+Jilk) 


I.J'I.  -  1  — 


_1  ,  (i4-gsinigo) (l~e8in£?i)| 
S  ^'  (l-€oin^  (i-|-€sinJBi) 


aleo  dorcb  Addition^, ^  • 

»aiig(46«+ Jä,) 

•  .  (1  -f  gsin  Bi )  {l—e  h'wB^  I 
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1  ,— 


.  •   /    1  ,(H-e8iD/g(l-esinJgo)\ 


) 


.  1  > 


i^\l-^««iBjBQ)(l4.#«lB4l)J 

Für  0sO»  d.  b.  Ar  den  Fan  der  Kiig«!«  Irtt 


1»  I      V  >t 


,  -.Ii.  M»  ' 


tug  (460-1-1 
i^-Aattag^l^   .  ,q  ■  I-  5 

l  ,»      -  \» 

ma4  wmm  mut  «ddiit: 

-tiiig(4lP>+|Ä0    "           li>g(4fl<»-f  ^B.) 
Osstangaol^  Y  +  taDg^il  «  'i»*- 

« / 

4  t 

•l-tnf^l — '■  1  , 
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Ossein  (6^--i6^M  6^|taiig(4t^-^ 

.  ^-J-  «io  (Ö^  -     cos^e,  I  iäüf  (450 + ^  Äg) 

-I- «inCai- a«)cM6^  ltMig(46«  +  ^i7i>. 

Für  c=0,  d.  i.  liir  den  Fall  der  Kugel,  Ut  auch  nach  der  Fomel 
63)  meiuer  «»Loxodfoiuiscben  Trigooometrie.  41." 

■  ,V\     •  "«.l      t.      _  _ 

. .  ;V  '«<  =af— «(Ifc-iTt)  MC  6k  , 

woraus: 

also  nach  dem  Obigen: 


0=  T^^ain  reo  -  öi)  l  Ung  (450  4. 

+  -^P^siD  iS^-e^  1  tang  (450  +  Iß^) 

0  .j»fn{  .1.10« 

I     —^T^  «in  (^»-  ÖD)|tae«(45o + J^i) 


-siD  (80  —  e^)  i  taDg(45o  -I-  ^  ^a) 
felgt 
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Wir  wollen  jetzt  auch  den  Ftlcbeninhalt  lozodromiaclMf  Dfef' 

ecke»  die  auf  der  Oberfläche  einer  Kueel  liegen»  bestimmen,  und 
In  dieser  Beziehung  zuerst  bloss  sokne  t^xodromische  Dreiecke 
betrachten,  welche  ¥uo  einer  loxodroroiscben  Liiüe  und  zwei 
durch  deren  Endpunjcte  und  den  positiven  Pol  der  Kugel  gebei 
^R^ncIridMMg^o  «ingeMhlMeetr  W4*dep.  ^  '      '  ^  >  •* 


ber  Flächeninhalt  der  der  Breite  c$  eiit^prtC^Jen  spUäri* 
sehen  Calotte  ii^t  nach  bekannten  KlementarsÜtzen  von  der  Kugel, 
wenn  wir  den  Ualbmes^r  der  Kugel  w  ie  frflher  durch  a  bezeichnen : 

3a*«^2a«.  lnl^&e9(2a*«  (1  —ein  o) 
ss2a«ff  (1— cos  (900  —  ü))=4aSff  sin  (450—^0)«. 

Sind  nnn  cd,  (3  die  Länge  und  Breite  des  Endpunkts  (in  dem 
Sinne  der  Richtung  genommen,  nach  welcher  die  Längen  gezählt 
werden)  der  das  loxodromisöhe  J^reibck  von  der  obigen  Beedial^ 
fenheit,  dessen  FlächeDihb&lt  wii*'  durch  5  bezeichnen  wollen, 
theilweise  bekränzenden  loxodromischen  Linie ;  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  BetracJitung  sehr  leicht,  das«  mit  desto  grusseiif 
GeDuigkeit,  je  nSher  ^»  and  ^3  der  Noll  kommen. 


ist  LSsst  man  nun  \t5  sich  der  Null  nähern  und  geht  so  den 
Grinsen  Aber»  si^  ^rhAlt  man  i^j[|der.^iStcile  die  tileiduing 

gg=2a«sin(46o-jü)*^. 

Weil  nun  aber  nach  der  Formel  26)  meiner  „Loxodromischen 
Trigonometr|e.   S.  28."  Im  Falle  der  Kugel,  d.  h.  fiir  a=:6, 

lit»  M  ist  naek'  dm  VoihOTgebendeB 

S:  '      SS  Wmü (45«—  « <•))*  — ^  > 
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wo  natürlich  6  eine  constante  Grösse  ist.  Also  ist,  wenn  Ä  Ä 
die  Breiten  der  beiden  Endpunkte  der  das  lox.idroraUche  DniecK 
iJieilweise  begränzeoden  loxodroniischen  Liole  siod«  J'^LZZ. 

♦  f .         «  .  -  B  ' 


«  mit  lute^.dfiii  pUgeo 


i<n  if   •  • 


alii(45«-55)V  i 


4^ 


CO0GI 


2(8e€8-«*liiigc$> 


Ist: 


I 


Mso  ist  aber 


II  •» I  •  •  •  •  .1 


sin  (450—^0)« 
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tang  (45*^  -f  \  B{i 


•  4%   .  — 


/    8ecödtt  =  l  '1 — - 


I  4 


••»1  •♦»!•»%  1-  ilioY  ..i«  ..   "i.».  mI!  t  .  I,«..  '•*••'...''  ■»  « •  M'ili«  i»l 


.^T:  J;'?^^.  ...Uug(45o  +  iB) 


•  '  •  I 

1 


■  ^            cosÄitaDg(45ö  +  2^i) 
taug  0 1   Y  — 


iCf  Ipt,  aber  mch 

cositaiigcis»  -f  |£)  taSaio(45o  +  \  B)* 

■i  Um  ndi  Mi  Obigem* 

'        1    •      «W(45o  +  2^i) 
Sss2a*taiigei  5  
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oder  ,      t'.\-o'r.  1  .      .  i 


co.(46<»-jA) 
S=2a*teDgei  j  


% 

Bmt^Anen  X>r.Jet^t  den  Fl&cheninhaJt  de«  loxodr 
Dfeittkt 
beiden 

;\<M-,      cos     taug  (450  +  0-^ 
Frsa'tangeil 


izelclitiea  wir.Jetftt  den  Fl&cheninhaJt  des  loxo< 
kMÄoAtA^  in  fäf.  II.  Fig.  3.  durch  F,  so  let  io  dem 
io  der  ilgor  dargeetelitoo  FfiJle  nach  den  VoiImi 


I  j 


t^f  ^R^l  rnTT-i  1  ' 

....   •  eoei?otaiig(4Öl'+^^j> 
aleo,  wie  eogleicb  in  die  Aogea  i&Ut: 


1 


tang(45«  +  2Ä4) 

+taogek  I  =  r  

.    I      .     .    taog(46o  +  s^)[ 


! ..  .     .  .  •  « 


Nach  dem  Obigea  verschwindet  aber  der  genae  aweite»  *^ 
geaogeae»  Theii»  and  es  ist  also: 
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* 

.  Aach  findet  man  mittel»!  de«  Obigen  sogleich: 
F=2a«  (taog  6©  1  —  f  

-flmga^l  ?  

+(angej  ?  


Fs3i^(tng««l  i  

eoe(45«-|jB^ 

co8(45»-.l^)| 
+Il«gö,|—  

coe(45o-5.Ä.) 
^uage^l  2  

eeiC45*-|Äi) 


lo  dem  iweiten  dw  beideo  io  der  Figur  daigesteUteD  Filto 
ift  aaf  guii  Iholiche  Weise :  * 

ce«Hlii.g(45»+,^Ä,) 
#^»«»tMga  J .  •  f  

ttmS^  taiig(4öo^^Ä) 

+*»tange,i  Ii  IL-!: 

•••B,tmg(46-+|.B.) 

Th«UlVI.  '  M 
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cosÄ2tang(45"»  +  j/f.) 

— o*tang04 1  Y  

cos  i^o  taug  (45*"  -f  2^0) 


also,  wie  «osleich  erbellet: 


„4        ^  ,cosBt  ^  ,cosBn  .  ^      ^  ,cosß^. 

-^4(*ttaoge«l  1 — 

taiig(46'>  +  iBoJ 
+tange»l  1  ^] 

teiig(45*  +  5-Ä,)| 

taiig(46o-|-^Äj) 

+  tange.l  ^  

taiig(4&o  I  .^  //o) 

alaot  weil  nach  dem  Obigen  der  aswelte  Thell  ▼encbwbdet: 

Aucb  Gndet  man  mittelet  dee  Obigeo  sogleich : 

F=-ao»Hangö.)  

«0(45» 

+  taDge,  

m 

sin(46«'  +  ?iBo) 
+t8Dge^l  ±  

oder 
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3S 

2«'^|taiig  e.l  Y — 

co8(45»  -  ISiV 
4-tangejl  =  

ca.(45«-Ji?p) 
^tangatl  T  

Folglich  ist,  wenn  man  nur  immer  das  Zeichen  «6  aiinilit,  daaa 
poMÜF  wird^  aUgemeio: 


8iD(45<'  +  2i?i) 

•lü(45'>  +  ^iB35)| 
^^taDg^il  «  

«io(46«+^Äo) 
+  tange,l  1  

«in  (45« +2 


3« 
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-l-taDgetI 


^  

cos(46» 

cm(45* 

1  

CM(45* 

€08(45« 

1  

Audi  is  t 


odw 


Weil  niah  dem  Obigen 

tong#,=:  ^ii:^  


1 


taogö,  =• 


leiig(4»*»+^Ä.) 

I  j  

taDg(45o+^Ä^ 
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tMg(45o+g^^o) 
I  1  


'iMi,  M  Ut  auch 


.iii(45o+iÄ^ 

"  1  

»in(45o  +  öA) 

tang(45o+ -  B^) 
tang(46o+ijJ,) 


I 


8iii(46<»+iA) 

'  r~ . 

taDg(45o-|'^t)| 

^teiig(45»4-|^ 
taiig(45H^,) 
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Fa=J:2a»|(to-A) 


l«ln(ÄH5^  Bo) -Isln  (45  H I  iJi) 


lsin(45„  f  i«,)-Uin(45°  +  i 


ltjiiig(45"+^^)-ltang(45"  f  ^^,)| 


ltaiig(45»+yB,)-lt80g(46«+|Ä,)  / 


Durch  diese  bemerkenswerthe  Formel  wird  also  der  Flächen- 
inhalt des  Inxfxlrumischen  Dreiecks  auf  der  Kugel  bloss  durch 
die  Läiigendiflerenzen  und  die  Breiten  seiner  drei  Spitzen  ausgedrückt 

Ich  will  jetzt  diese  Betrachtungen,  ungeachtet  ihres  theoreti- 
sehen  Interesses,  nicht  ueiter  fortsetzen,  weil  sie  eine  praktische 
Anwendung  nicht  darbieten ,  bemerke  aber  noch .  dasa  sich  auch 
der  Flächeninhalt  eines  allgemeinen  loxodromischen  Dreiecks  auf 
der  ObernSche  eines  Ellipsoids  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 
bei  loxodromischen   Dreiecken   auf  der  Kugel   ermitteln  lassen 


nnd  ich  will  daher  die  Mittheilung  derselben  lieber  einem  spStem 
besondern  Aufsatze  vorbehalten ,  wenn  es  mir  gelungen  sein  wird, 
dnrch  das  Vorhergehende  das  Interesse  der  Leser  für  diese  üo* 
tersnehungen  vIeHeScbt  einigemanssen  in  Auspruch  zu  nehmen. 
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lieber  die  Aufstellung^  de»  JHewtisehes 
Uber  einem  auf  der  Erde  ffesebenen 

Punkte. 

Voo  den 

Herausgeber. 


Der  Gebranch  des  Messtisches  erfordert  bekanntlich  fast 
immer,  denselhen  so  aufzustellen,  dans  ein  auf  doni  Tische  gege- 
bener Punkt  lothrecht  fiber  einem  auf  der  ErJo  &;ogebcnen  Punkte 
sich  befindet,  dabei  aber  auch  zugleich  der  Tisch  horizuntal  steht, 
mid  eise  darch  den  auf  dem  Tische  gegebenen  Ptaokt  ^eheode 
gegebene  gerade  Linie  auf  dem  Tische  nach  einem  zweiten  auf 
der  Erde  gegebenen  Punkte  gerichtet  ist.  Zur  Lösung  dieser 
Aufgabe  bedient  man  sich  bekanntlich  des  einfachen  Instruments, 
welches  man  einö  Einlcfttb  »Gäbet  oder  Eioloth- Zange  zu  nennen 
pflegt.  Wer  aber  mit  der  Messtiscb- Praxis  gehörig  Tertraut  ist, 
wird  mir  hoffeiillic!»  darin  beistimmen,  d«is8  auch  ungeachtet  des 
Gebrauchs  der  Gabel  oder  Zange  die  genaue  Lösung  dieser  Auf- 
gabe immer  mit  Schwierigkeiten  verbunden  ist,  und  dass  man 
sicA  meistens  mit  einem  blossen  „Beinahe*'  zu  begnflgen  ge- 
zf\'ungenist.  Aucbsngtja«.  A.  schon  liühm  in  seiner,  praktischen 
Feldmessern  immer  noch  zu  cnipfeblciidcn  (■  rCind  liehen  Anlei- 
tung zur  Messkunst  auf  dem  Felde.  Dritte  Auflage 
von  J.  G.  J.  CSromerer.  Frankfurt  a.  M.  1807.  S.  101.: 
»»Den  Messtisch  in  dem  Punkte  T>  auf  der  Krde  so  aufzustellen, 
dass  derselbe  zu  gleicher  Zeit  horizontal  stehe,  wenn  der  Punkt 
6  auf  dem  Tische  über  B  auf  dem  Felde  und  die  Linie  ab  des 
Tisches  in  einer  bestimmten  dnrch  bü  gehenden  Vertikalebene  liegt, 
sei  eine  allerdings  nicht  ohneÜebunu  und  grosse  Auf- 
merksamkeitaufsulosendeAafgahe."  Der  Grund  der  Scb  wie« 
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rIglEfit  dioMrAvIisabe  liegt,  wieeinMergleicliflbfTstelil,  MgMin 
dem  Umstaiule»  daas  sich  der  Tisch  nach  der  gewöhnlichen  Eiti- 
richtungnurumseinenMittelpunkt,  d.  h.  hiosRcentrisch,  nicht  auch  ex- 
(tentridcb  drehen  lässt,  und  es  bat  daher  nicht  an  Vorschlägen  gefehlt, 
diesem  Uebelstande  durch  yerschiedene  besoodere  EiorichtuBgea  dei 
Tieehesabzuheiren.  Man  hat  das  Tieehblattin  eincroRahmen  verachiei^ 
bar  gemacht,  ein  V'orschlag,  der,  wenn  ich  mich  recht  erinnere, 
zuerst  von  Bui^ge  gemacht  vrorden  ist,  und  sich  bei  mehreren 
älteren  Messtischen,  die  mir  vorgekommen  sind,  in  Ausführung 
gebracht  fiodet;  ia  man  bat  sogar  Torgeaehlagen,  den  Meeetiecii 
nach  Art  einer  Znllniannischen  Scheibe  zu  gebrauchen,  d.  h.  alle 
Winkel  mitteist  des  Diopteriineals  oder  der  Kippre^el  an  den 
Mittelpunkt  des  Tisches,  lo  weichem  ein  Stift  eingeschlagen  wird» 
«aaatragen,  und  dieselbeo  dano  durch  ParalMInnii  ndileiat  d«r 
dazu  errorderllchen  bekaonten  elnfaebeo  Werkaenge  (M.  s.  a.  B. 
Neueste  Versuche  zur  Erleichterung  der  praktischen 
Geometrie,  von  Voigt,  Conrector  in  Q uedlioDurg.  Leip- 
aig.  1792.)  oder  mit  ÜClife  eines  dreibeioigen  Zirkels  CSl.  s.  z.  B. 
Beiträge  aur  Beförderung  ^eoaetriacher  und  geogra- 
phischer Messungen  für  diejenigen,  welche  derglei- 
chen Geschäfte  zu  leiten  haben,  von  Tabor.  Frankfurt 
a.  M.  Ibü4.)  an  die  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkte  zu  über- 
tvagea.  Wie  unpraktisch  Vorschläge  «er  letateten  Art»  und  wie 
wenig  forderlich  dieselben  der  grossen  Genauigkeit  siod,  weidie 
sich  bei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Messtiscne  allerdings  errei- 
chen lässt,  übersieht  ein  Jeder  auf  den  ersten  Blick,  und  solche 
kfinstliche  mechanische  Einrichtungen,  wie  die  ersteren,  halteiich 
flir  eben  so  wenig  praktisch,  da  sie  der  so  überaus  nuthigen  ond 
wichtic^en  Festigkeit  und  Solidität  des  Tisches  schaden,  und  doch 
auch  nicht  alle  von  ihnen  gehoffte  Bequemlichkeit  und  Sicherheit 
darbieten.  Dass  der  Tisch  bios«  um  seinen  Mittelpunkt  drehbar 
fffll  und  bleihet  scheint  mh'  euie  Einrichtung  an  sehi«  die  aian  nie 
«nd  nimmermehr  verlassen  darf,  wenn  mau  nicht  der  Genauigkeit 
der  so  vielen  schHnen  Arbeiten,  welche  sich  mit  dem  Mcsstische 
auj!>führen  lassen,  wesentlichen  Eintrag  thun  will.  Aber  dann 
freilich  bleibt  immer  die  Nothwendigkeit  einer  zweckmässigen  L9* 
sang  der  fraglidben  Aufgabe;  denn  sich  mit  einem  blossen  „Bei- 
nahe'' zu  bei;nägen,  und  sich  bei  der  ziemlich  allgemein  verbrei- 
teten Meinung  zu  beruhigen,  dass  eine  einigerraa-ssen  excentiische 
Aufstellung  des  Messtisches  der  Genauigkeit  der  Operationen 
nicjit  schade,  aeheint  mir  wenigateps  deinWeaen  einer  atrengeo 
Wissenschaft  nicht  aogeroessea  so  sein,  indem  man  gar  nicht 
wissen  kann,  wie  weit  bei  oft  so  complicirten  Operationen  kleine 
Fehler  in  der  Aufstellung  des  Tisches  sich  fortpflanzen.  Ich  stehe 
nicht  an?  die  Ueberzeugung  auszusprechen,  dass  eine  stets  genau 
richtige  Aufstellimi:  des  Messtiscbes  über  dem  eigentlichen  Sta^ 
tionspunkte  der  Genauigkeit  und  Sicherheit  der  Operationen 
(z.  Ii.  hei  Aufnahmen  aus  dem  Umlam»e)  mit  diesem ,  he- 
soudert»  bei  seinen  neueren  schonen  Eiuricbtungeu  zur  Ho* 
fiaontalstellnog  der  Plaachette,  sur  feinen  Uorizontalbewegung, 
bei  den  neueren  Verbesserungen  der  Kippregel,  dass  man  z.B. 
nicht  das  Ocnlar  nebst  seinem  Fadenkreuze,  sondcru  vielmehr 
das  Objectiv  mittelst  einer  feinen  Schraube  beweglich  einrichtet, 
«.  s.  «r«,  in  vielen  Besiehungea  so  aosaeseidinaten  und  der  geo- 
metrischen Schärfe  sich  so  sehr  nähtrodm  Iiistnimente  wcaeweh 
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förderüeh  sein  wird.  Ja  ich  glaube  mit  Recht  sa^en  zu  können, 
das«  sich  bei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Me8sti8che  mit  einer 

K wissen  Eleganz  arbeiten  lässt,  und  eben  uiu  diese  Eleganz 
i  den  fll«tmciiaHbeitni  wm  «rhdlMii,  habe  kh  mlchL  wie  ieh 
nicht  ieupe,  idemlieh  lange  damit  iiesehftftigt,  ein  zwecknfissiges 
und  vOllig  Hicheres  Verfahren  zur  richtigen  Aufstellung  des  Ti* 
sches  autzutinden.  Manches  hat  sich  mir  seit  dem  öfter  wieder- 
fceitsii  NaHidenkeD  Aber  «lieMB  Gegenstmkl  darp^eboten;  aber  «id* 
Kch  bin  ich  bei  etoem  Verfahren  stehen  geblieben,  wdches  idi 
im  Folgenden  in  der  KOrze  beschreiben  will,  ohne  dass  ich  es 
nir  nCthig  halte,  mich  auf  die  Erläuterung  seiner  Gründe  einzu* 
iassso,  da  es  an  sich  so  höchst  einfach  ist,  dass  die  Grunde  ein 
Mm  sogleieh  iMlhst  ttberseben  wird.  So  ebifach  die  Sache  auch 
•a  sich  i»it,  so  halte  ich  sie  doch  Rlr  hinreichend  wichtig»  um  die 
Mittheilung  des  in  Rede  stehenden  Verfahrens  an  diesem  Orte 
zu  rechtfeftigen,  und  glaube  überzeugt  sein  zu  dürfen,  dass  ein 
Jeder,  wer  dieaeli  Verohrin  bei  eciaeD  ArbeHen  mir  einmal  In 
Anwendung  gebracht  hal^  es  nie  wieder  verlassen  wird.  Es  seilte 
mich  fast  nicht  wundem,  wenn  dasselbe  schon  bekannt  wäre,  was 
mich  aber  nicht  hindern  kann,  es  hier  mitzutheilen,  da  ich  wenig- 
stens mich  nicht  erinnere,  in  der  mir  zu  Ciebote  stehenden  ziem- 
lich reichen  Literatur  deaaelbeii  «cbea  frfiber  EnrXhiwng  getbaa 
gefunden  zu  haben. 

Der  Mittel^mnkt  des  Tiscbblattes  muss  genau  bezeichnet  sein, 
wozu  aber  zwei  kleine  sich  durchkreuzend  Bleistiftlinien  völlig 
Marelehen.  Uatea  am  .  Stative  iwiechen  den  Füaeeo  dee  Tische^ 
rodglichst  genau  im  Mittelpunkte  der  Drehung  des  Tisches,  und 
also  übereinstimmend  mit  dem  auf  dem  Tisi  nblatte  bezeichneten 
Mittelpunkte  desselben,  den  wir  im  Folgenden  der  Kürze  we^en 
M  nennen  wollen,  muss  ein  Häckcben  oder  eine  andere  derartige 
einfache  Einrichtung  angebracht  sein»  nm  daran  ein  fiiat  bia  auf 
den  Erdboden  leleheadee  Leth  aufhingen  aii  kOnnen. 

Der  Stationspunkt  auf  dem  Erdboden  ael      und  A  aei  ein 

zweiter  Punkt  auf  der  Erde,  nach  welchem  von  A  ans  die  gerade 
Linie  Aß  gerichtet  ist.  Ein  auf  dem  Messtiscbe  gegebener  Punkt 
sei  a  und  ab  sei  eine  von  denselben  ausgehende  gerade  Linie, 
welche  gleichfalls  auf  dem  Messtische  geeeben  ist.  Man  soll  den 
Ti»>ch  so  aufstellen,  dass  das  Tiscliblatt  horizontal  Ist,  der  Punkt 
a  sich  lothrecht  über  A  befindet,  und  die  gerade  Linie  ab  auf 
dem  Messtische  der  Linie  AB  auf  dem  Felde  entspricht,  oder 
die  Uaie  «I  anf  dem  Tleebe  iiaeb  dem  Punkte  B  auf  dem  Felde 
orienUrt  l»t 

Dies  an  bewerkatelligen»  stelle  man  den  Tiacb  mittelst  des 

im  Mittelpunkte  der  Drehnog  hängcuden  Lothes  so  auf,  dass  der 
Mittelpunkt  M  der  Planchette  lotbrecht  üher  A  steht,  und  bringe 
das  Tiscbblatt  mittelst  der  bekannten  drei  Messing  •  Schrauben 
aur  feinen  Horuontabtellung,  die  bei  der  bler  ▼erbabenden 
Operation  wo  möglich  nielt  fehlen  dürfen ,  und  des  Ni- 
veaus in  horizontale  Lage,   zwei  Erfordernisse,  denen  mit  der 

9r5ssten  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  zugleich  entsprochen  wer- 
en  kann.  Hierauf  lege  man  die  Kipnregel  au  ab  und  orientire 
den  Tisch  mittdat  der  Mikremeteracliraube  oder  der  Schraube 
ebne  Ewie  ganaa  nacb  B,  Dann  lege  man  die  Klppr^el  an  oM, 
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und  trage  die  Linie  aM  von  ilf  aus  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
dieses  Punktes  an  die  Kippregel  an,  wodurch  man  in  der  Rieh- 
tang  der  Kippregel  auf  den  •MesstUcbe  einen  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  von  M  ebenso  \vei»  von  M  wie  a  entfernten  Punkt 
a'  erbält.  Diesen  Punkt  a'  iothe  man  mittelst  der  Gabel  auf  den 
Erdboden  ab,  wodurch  man  auf  letzterem  den  dem  Punkte  a'  eot- 
sprerbenden  Punkt  Jf^  erbSIt.  Nun  nebne  man  den  Memitwcli 
weg,  stelle  ihn  vannittelst  des  im  Mittelpunkte  der  Drehung 
hangenden  Lothes  so  auf,  dass  der  Mittelpunkt  M  der  Planchette 
lotbrecbt  über  A'  steht,  und  bringe  das  Tischblatt  mittelst  der 
bekannten  drei  Schrauben  und  des  Niveaus  in  horizontale  IjaMp. 
Edidlicb  lege  man  die  Kippregel  wieder  an  ab  und  orientire  &i 
Tisch,    ohne    denselben    sonst    im    Gerinq^sten    zu  verrücken, 

Senau    nach  so    wird    man    jederzeit    zugleich    das  Loth 

er  in  den  Punkt  a  gebrachten  Gabel  mit  aller  irgend  erforder- 
ncbeo  Genanigfceit'ilber  dem  auf  dem  Brdbodeo  geßebeneo  Slatlona* 
punkte  A  einspielen  sehen,  und  hierdorch  also  eine  völlig  genaue 
Aufstellung  des  Tisches  bewirkt  sein.  Angenommen  wird  hier- 
bei, dass  der  Punkt  B  eine  merklich  grosse  Eotfernung  von  dem 
Ponkte  A  habe,  was  man  aber  bei  Operatiooen  mit  dem  Mess- 
tische,  namentUeh  bei  Aawendang  der  mit  einem  Femrohr  \  er- 
aebenen  Kippregel»  ansanebmen  gewiaa  immer  ▼oUkommen  berecb 
tigt  aein  wird. 

Bemerken  will  ieb  flbrigeos,  daaa  man,  nacbdem  man  den 

Mittelpunkt  des  Tisches  lotbrecht  Ober  yl  gebracht  nnd  das  Tiscb- 
blatt  horizontal  gestellt  hat,  wenn  man  mit  völliger  geometrischer 
Strenge  verfahren  wollte,  eigentlich  erst  durch  M  eine  Parallele 
mit  ab  auf  dem  Tischblatte  ziehen,  die  kippregel  an  diese  ParaU 
lele  legen,  den  Tiaeb  nach  B  orientiren,  und  dann  weiter  wie 
vorher  verfahren  müsste.  Das  Unpraktische  dieser  Procedur  liegt 
aber  zu  sehr  auf  der  Hand,  als  dass  ich  darüber  noch  ein  Wort 
verlieren  sollte,  und  auch  durch  das  erstere  Verfahren  wird  man 
aicb  hoffentlicb,  wenn  nvr  der  Punkt  B  ziemlieb  weit  entfernt 
ist,  was  die  zuletzt  erreichte  v(dlkommen  richtige 'Stellang  des 
Tiachea  betrifft,  ateta  vollkommen  befriedigt  liodeo. 

Freilich  aber  wird  man  gegen  das  angegebene  Verfahren  so- 
gleich zwei  Einwände  machen. 

Erstens,  wird  man  sagen,  ist  das  zweimalige  Aufstellen  des 
Tisches  auf  demselben  Stationspunkte  zeitraubend.  Uieraut  kann 
ich  nichts  weiter  entgegnen,  als  dass  nach  meiner  Erfahrung  die- 
ses zweimalige  An&lellen  des Tisebes  auf  demselben  Stationspunide, 
in  der  Weise  n&nlich  wie  es  oben  gelehrt  worden  ist.  nicht  zeitraubender 
ist  als  das  gewuhnliche  Verfahren  durch  mehrfaches  Probiren  und 
das  dadurch  nOthig  gemachte  «"»ftere  Verrücken  des  Tisches,  dass 
aber,  wenn  ancb  selbst  das  vorgeschlagene  nene  Verbbren  etwas 
mehr  Zeit  als  das  gewöhnliche  Kosten  sollte,  man  dafllr  durch  die 
vriflii;  rocjcirechtc  und  sichere  Proccflur  liei  dem  neuen  Verfahren 
und  die  grössere  Genauigkeit  des  Endresultats  vollkommen  ent- 
schädigt wird. 
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'  f^-&ireitens,  wird  raan  einweaden,  entspricht  das  UebertrageateBM- 
ferniing  üiV/ nach  a'vf/an  der  an  aiff  liegenden  KippregerDur  wenig 
einer  gesunden  Praxis.  Auch  dien  zuzugeben,  bin  ich  im  Ganzen 
geneigt,  glanbe  aber,  du«  sich  diesem  Uebelstande  durch  eine 
neue  Einrichtung  der  Gabel  vollkommen  abhelfen  lässt.  Icli 
würde  nämlich  der  Gabel  etwa  die  in  Taf.  II.  Fig.  3.  dargestellte  Ein- 
riehtung  geben.  An  der  gewohnlichen  Gabel  ist  ein  Lineal  oder 
•eine  Regel  angebracht,  die  iu  ihrem  Mittelpunkte  o  und  in  zwei 
andera  zwecInnSssig  gelegenen  Paaliten  ß,  ß'  drei  ganz  lüeine  TOllig 
gleich  lange  Spitzeil  ,  mit  denen  die  Regel  an  die  Kippregel  ao- 
selcgt  werden  jkann,  hat,  und  eine  hinreichend  weit  getriebene 
|j|f|asseii>tbeiluDg  trägt^  die  ihren  Nullpunkt  bei  a  hat  und  von  da 
äa  nach  y  und  /  hUk  aiirfgetraigen  ist  Der  Püokt  tf,  in  welchem 
das  Loth  hängt,  muss  bei  dem  CSebrauche  der  Gabel  an  der  hori- 
zontal gestellten  Plandirtte  ^enau  vertikal  unter  der  Spitze  o  lie- 
gen. Der  obere  Arm  der  Gabel  muss  aber  in  einer  Nuthe,  an  der 
eigentlich  die  Regel  befestigt  ist,  etwas  verschiebbar  sein,  und 
sich  mittelst  einer  oder  besser  zweier  Scbraolieii,  die  io  der  Flgor 
angedeutet  sind,  in  der  Nuthe  feststellen  lassen,  well  ohne  diese 
Einrichtung  die  Spitze  a  nicht  ir^'nau  an  den  Mittelpunkt  M  der  l*laa- 
cAette  würde  gebracht  werden  können,  was,  wie  sich  gleich  nach- 
her zeigen  wird,  erfordeflieb  ist.  Der  Gebraucb  dieser  Einrich- 
tiiag  der  Gabel  bei  dem  in  Rede  stehenden  U(  hortraizcn  von  aM 

§h  a'M,  wobei  naturlich  die  Re^el  an  der  wwdM  ii-^teii  Kijij» 
til  und  die  Spitze  a  an  dem  Mittelpunkte  M  des  Tiscbblattes 
en  muss,  unu  dem  darauf  folgenden  Ablothen  des  Punktes  a' 
den  Erdboden,  wodurch  man  auf  letzterem  den  o'  eotsprecben- 
den  Punkt  A'  erhält,  wird  einem  Jeden  sogleich  erhellen,  ohne 
dass  ich  darüber  noch  Etwas  zu  sagen  brauche.  Die  richtigen 
V  erbälLuisse  der  einzelnen  Theile  der  Gabel  zu  den  Dimensionen 
der  Plancheilt'wird  jeder  gescfaidcte  Mecbaiiücus  gleichftÜs  selbst 
aa  treffea  wissen.  Nur  auf  den  folffenden  ^nlct  darf  ich  aiclit 
imtfrlaaajBii  iK>eh  admerlLssiii  zu  macheo. 

'^^^ei  dem  Abletben  eio^  aiif  dem  Tische  gegebeoeo  Pnnlrtes 

anf  den  Erdboden  sind  nämlich  oft  die  Füsse  des  Tisches  und 
andere  Theile  des  Stativs  hinderlich.  Dieser  Fall  kann  also  auch 
eintreten,  wenn  man  bei  dem  in  Vorschlag  gebrachten  neuen  Ver- 
fahren den  l^uukt  a'  auf  den  Erdboden  ablothen  soll,  um  den 
nenen  AaCsteUungspunkt  A*  des  Mittelpunkts  des  Tisches  zu  er- 
halten, aber  auch  nur  dann,  weil  das  neue  Verfahren  sonst  das 
Ablothen  keines  anderen  Punktes  auf  den  Erdboden  in  Anspruch 
nimmt  Diesem  Uebelstande  lässt  sich  aber  bei  dem  neuen  Ver- 
Mten  sehr  IMit  l>egegnen,  wena  maa  anr  an  der  an  aJf 
genden  Kippregel  einen  anderen  PnalLt  als  a*  aufsucht,  welcher 
sich ,  ohne  jenes  Hinderniss,  bequem  auf  den  Erdboden  ablothen 
ISsst,  und  bei  zweckmässiger  Einrichtung  des  Stativs  des  Mess- 
tisches gewiss  immer  gelunden  werden  kann.  Bezeichneu  wir 
diesen  ihiakt  durch  o*,  und  lothen  ihn  auf  den  Erdboden  ab,  wo- 
durdi  wir  auf  letzterem  den  Punkt  A"  erhalten,  so  brauchen  wir 
nur  an  der  Skale  der  Regel  der  Gabel ,  die  an  der  Kipprcgel  liegt, 
die  Entfernung  des.  Punktes  a!'  von  a\  d.  b.  die  Linie  a"a',  zu 
messen ,  und  eine  derselben  gleiche  Linie  anf  dem  Erdboden  tod 
an  anf  dar  anf  dem  Erdboden  gegtlienen  Linie  A/Ü'  nach  der 
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gpMfftgiB  Riehtang  hin  abmaeMeii,  so  Ist  der  Endpinikt  dieser 
^gemessenen  Linie  der  eesuclite  Punict  A\  wie  auf  der  Stelle 
erhellet  Also  auch  dem  bei  dem  gewühnlichen  Verfahren  Öfters  eintre- 
tenden UebeUtande,  dass  die  Fflsse  des  Tisches  oder  indaft 
Tbeile  des  Stativs  einem  genauen  Ablothen  der  Punkte  aaf  den 
Tische  auf  don  F>dbo(len  hinderlich  sind,  wird  durch  das  neue 
Verfahren  so  gut  wie  ganz  abgeholfen,  was  demsaUMO  Tieliekht 
aoch  zu  einiger  Empfehlung  diraen  wird. 

Idi  gUmbe,  das«  num  dem  hier  beapreeheneB  Cr^enstude 
in  neuerer  Zeit  zu  wenig  Aufmerksamkeit  geschenkt,  ana  sieh  M 
sehr  bei  dem  Glauben  benihigt  hat,  dass  nicht  sehr  grosse  Ezeen- 
tricitfitsfehler  bei  der  Aufstellung  des  Tisches  der  Genautgkett 
der  Operationen  keinen  wesentlichen  Eintrag  thon*).  Ich  halte  daa 
Me8sti8ch  bei  richtiger  Aowendnog  und  recht  sweclunässiger  Eln- 
•  richtungfürein  sehrgenaues  geometrisches  Constmctions-Iostniment» 
und  bin  daher  der  Meinung,  dass  man  alle  Quellen,  aus  denen 
Fehler  ents|4ringen  können,  8o?iel  als  irgend  möslicb  zu  ¥er8to- 
pfen  suchen  moaa.  Ein  kleiner  Mehranffrand  von  Zeit»  wenn  dei^ 
selbe  sich  wirklich  ergeben  sollte,  darf  dabei  nicht  in  Anschlag 
gebracht  weiden.  Leider  wird,  wenigstens  in  einisen  LSndera, 
der  Messtisch  jetzt  bei  Weitem  nicht  mehr  so  häufiff  in  Anwen- 
dung gebracht  wie  frfiher,  und  droht  fast  ganz  darcD  aaden  In* 
etromente,  namentlich  durch  die  Boussole,  verdrängt  n  werden. 
Ohne  niaoche  von  der  Boussole,  bei  welcher  allerdings  namentlich 
Excentricitätsfehler  in  der  Aufstellung:  nicht  vorkommen  kunnen, 
dargebotene  Vortheile  irgend  in  Abre<ie  stellen  zu  wollen,  vermag 
Ich  die  Einflihning  diese«  InatramentB  anf  Kecten  den  MeeetiaeiMe 
doch  nicht  Älr  einen  Fortschritt  in  <!eo  VermessungsgeadiSften  zu 
erkennen,  und  wilnsche  sehr,  dass  der  Messtisch  wieder  allge- 
meiner in  Gebrauch  kommen  möge,  wie  dies  auch  in  manchen 
Lindern,  so  viel  ich  weiss  z.  B.  in  Siichsen  und  Hessen ,  aneh  in 
Oesterreich,  mit  Recht  immer  noch  der  Fall  ist.  Die  obigen  Zel* 
len  haben  ihren  Zweck  erreicht«  wenn  nie  dain  Einifes  lieiantrap 
gen  geeignet  aein  aoUten. 


*)  In  dem  Handbnrh  dea  Feldmetsent  und  Nirellirent 
la  den  gewöhnlichea  Fällen  von  Grelle.  Berlin.  1826.  8.  S. 
8f.  heissC  e«  s.  B. :  „Da  e«  aber  auf  eine  eolche  GenanigkelC  seltea  a»> 
kommt,  indem  es  in  den  meisten  Fällen  nnr  einen  annerkilchen  UalSlP* 
schied  macht,  wenn  der  Punkt  anf  dem  Hesstitehe  selbst  am  eines 
Fuss  seitwärts  über  dem  surehörigen  Punkte  am  Bodes  üegt,  so  ist  die 
BialodteaBge  eigeotiich  ia  der  Ref^l  nldift  ailkig,  nad  Wf  Onfctaaefc 
▼emrsacht  nur  Aufenthalt"  eine  Ansicht,  {der  ich  darchau«  nicht  bei« 
stisBisa  luuui,  denn  die  Naiur  des  Messtisches  erfordert  geomeCnscIis 
Geaaaigfciit.  IMe  «o  sehr  grosse  Genauigkeit  und  Sorgfall  erfordsmdsa 
Umfange  -  Messungen ,  die  man  doch  öflMS  al^  na^^lMB  kan»  haha 
ich  schoB  oben  bMoadsrs  berrorgeliohea* 
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IV. 

V^er  die  Bewefrung^  einer  mahnet- 
nadel  unter  dem  Kinflume  eines  nii« 
liecrSiizien  galranisdien  Stroins. 

VOB 

Hemi  D«ctor  J.  Oienger, 


J.L 

If5  (Taf.  n.  FIf.  4.)  sei  eine  HuDetiiftdel,  deren  Mitte 

O  sei,  ON=OS—i;  In  i2  stehe  auf  der  Ebene  der  Figur,  in 
der  allein  die  Nadel  sich  drehen  könne,  ein  unbegranzter  Draht 
senkrecht,  in  welchem  ein  positiver  eairanischer  Strom  ab^värtN 
steige.  Ist  N  der  Nordpol  der  Nadel,  ihr  Südpol,  so  sucht 
der  Strom  deo  Pol  N  senlnrecht  aaf  NR  nach  aussen  (rechts), 
des  Pol  S,  seokrecbC  auf  RS  nach  aussen  (links)  zu  bewegen. 
Iit  |i  eine  KoosCaote»  so  ist  die  in  N  wirkende  Kraft  bekannwdi 

gldeb  ^*  die  i»  &  wiriwwie  Ist  dar  Wfadnl 

den  am  Bade  dar  Zeit  I  die  Nadel  mit  dar  Linie  OR,  dia  wir 
als  Axe  der  x  annehmen,  bUdat«  glaich  a,  uad  nahoMB  wir  OB 
als  Axa  der  jf  an»  so  ist  ^ 

wenn  ORssa  gesetzt  wird. 

* 

IHa  KaMdlaalaft  daa  Pnnklaa  ü  iMas.  Iria«:  mtmAt  Ui 
dia  GMchnng  dar  Liaia  BN: 


.  46 

die  Gleichling  der  im  Pnakte  N  darauf  Senkrechten  smiH 

if-fcina=^-^jj^^(a:— icosa).  (2)  j 

Fällt  man  vom  Punkte  O  auf  diese  letztere  Linie  eine  Seokrecbtil 
so  ist  deren  Länge: 

I 

  P—alcoatt  Iff— iicosg) 

V/»  +  a*  — 2a/cosa        V^/*T^»— 2a/cosö 

Man  zerlei^e  nun  tlio  in  IS  wirkende  Kraft  in  zwei  andere,  ^owu, 
die  eine  P  senkrecht  auf  ON,  die  andere  Q  nach  OiY  getkkiet, 
ist  Das  Moment  der  ersten  in  Bezug  auf  O  ist  PI.  DieseilH 
ment  wird  auch  gefunden»  wenn  man  die  Knft  ui  iVmsMSplUU 
mit  der  Länge  (3),  d,  h.  es  ist 

fi   /(/— geosa) 

V^a«-!-^  — 2a/oosa '  V 4- o*- 2  a/  oMa 

~  acosa) 

«•  +      2o/casa*  ( 

Um  das  Vorzeichen  zu  bestimmen,  setze  man  a=0,  so  tft  (ts 
Moment: 

Da  dasselbe  die  Nadel  ruckläufig  (d.  h.  umgekehrt,  wie  die  Zei- 
ger  einer  Uhr)  zu  drehen  strebt,  und  a>/,  so  ist  das  obere  Zei^ 
cheo  zu  wählen,  so  dass  das  Moment  (Krilftepaar) ,  welches  ii 
If  die  Nadel  tecbtiSufig  zu  drehen  strebt,  ist: 

(U{1 — flcostt) 

Ganz  eben  so  findet  mau  für  das  Kräftepaar«  das  in  ^  die 
rechtläufig  zu  drehen  strebt: 

—  fil  «cos«) 
oH^HhääAroeä' 

Das  Cresammtmoment»  das  die  Nadel  rechtlfinfi^  sn  drehes  ftiebli 
ist  also 
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Da  die^e  Grösse  negativ  ist,  ho  sucht  also  die  Nadel  sich  rück- 
iMg  zn  bwregen,  d.  £  doi  WMel  «  tn  vergrussern.  kt  sonil 
&  das  TrägheitsrooiMBt  «Iflr  Nadel,  iD  Besag  auf  O,  so  ist  die 
(ÜHcbnog  der  Bewegung: 

,dßa  2|ü/(o^l^ecege     _    ^ft/(c* — P)acaaa 

[  *ai«  ""(«»  + ia)«  —  4i^/«cee%»—(e«-i»)»+4aV8iii«^ii' 

Ikniis  M^t 

bl  die  Wifilteigeecbwindigiceit  (  =  yP  im  Anfange  der  Bewe* 

m§«  für  H-elche  o=y  sei,  Null,  so  ergiebt  sich 

it     */aa\*_  _    gg/(a^— (sing— siny) 

iad^  weiche  Glelcbong  die  Winl^elgescliwindiglceit  ^ 

feroe  sie  a  zu  vergrussern  strebt)  gegeben  ist.  Daraus  folgt  nun 
aoSchst,  dass,  wenu  l=-a,  d.  h,  wenn  der  Punkt  R  aut  dem 
Umfange  des  &eise8  ist,  den  die  Pole  der  Nadel  I>e8chreiben, 
[^Itbe  Bewegung  Statt  hat,  wo  auch  anfänglich  die  Nadel  eich  be- 
ende, so  dass  sie  also  in  jeder  l^agc  in  \\uhe  bleibt,  was  aucli 
MS  (4)  folgt.  Ist  ferner  a>/,  d.  h.  der  Punkt  R  ausserhalb  des 
Preises,  so  folgt  aus  (4),  dass  die  Nadel  anfügt  sich  nach  rechts' 

«bewegen  (rOdüSnfig),  wenn  ]f<^«  und  ans  (5)  folgt,  dass 

imer  a>y  sein  wird.  Ist  dageffen  a</,  d.  h.  R  ionerhalb  des 
MijiwiBiaDgs ,  so  wird'  die  Nai&l  sieb  anftnglicb  links  liew  egen, 

i^eoDy^^g-,  und  immer  a<y  sein.  Aus  (5)  ergiebt  sich  ferner« 


<>^,  die  Nadel  swisehen  tesf  and  a=ff— y  hin  -  und  herschwank^ 

ja  letztem  Falle  wird  aber  der  Draht  die  Bewegung  der  Nadel 
bemmen ,  wenn  nidit  y  schon  negativ  Ist.  R  liegt  oabel  immer 
ttf  der  Liaie  OA. 

Aas  (5)  folgt  nun 
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'  V"«-<*=(5c:i9rpwiiaiS5S^) 

nrormus  die  Zeit  t  bestimmt  viird.  Ist  a>/,  so  ist  die  Zsill, 
wdcbe  Ton  einer  äussersten  Lage  zur  andern  ▼ersdiwindet: 


Für  den  beeeedewe  Fall,  deee  ysO,  let  dieee  GMIiee: 


y 


(7) 


y  ^  'J  4/    7  2'a7^h;r" 


(70 


Aus (5)  folgt,  dass  die  rückkehrende  Bew  egung  der  hiogehenden 
gleich  ist,  ja  dass  die  beiden  Hälften  jeder  dieser  Bewegungen 
gleieh  eind,  d.  b.  die  Bewegung  ist  der  eines  Pendehi  ilnS£ 


{.  2. 

Im  Vorstehenden  nahmen  wir  den  Punkt  R  (Draht)  (Taf.  II. 
Fig.  5.)  als  fest  ab,  und  nntefsacbten  seine  Wirkung  auf  eine 
bewegliche  Nadel.  Nunmehr  wollen  wir  die  Nadel  IfS  als 
änderlich  betrachten,  während  der  Punkt  R  seinen  Ort  Sndm 
könne.  Wir  nehmen  die  Axe  der  Nadel  OH  als  Axe  der  y,  und 
•die  darauf  Senkrechte  OF  aiö  Axe  der  a  an;  zugleich  mögen  x, 
^djeJKeoidinaten  des  Pttnktes  H  sein.  Die  Gleicfaimg  der  Linie 

die  Gleichung  der  bn  Poolrte  If  dannf  Senkiecbten: 


Fällt  man  vom  Ponitte  O  aus  mi  diese  eine  Senkrechte«  ee  leC 
deren  Länge: 

3  ±— — 


1+  v^*«+«-«>»* 
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I     INa  Kta»,  (Ha     /V  BnkfMht  nf  MUt  whkt.  M 

j  vT*» 

Das  Drehuugsmonient  derselben  in  Bezug  auf  O  ist 


(8) 


iasofern  als  die  ßewegunsf  wie  die  Zeiger  einer  Uhr  als  recht- 
iäafig  angesehen  wird.  Zerlegt  mao  die  Kraft  in  iV  in  zwei  andere« 
Üe  eine  setikrecht  anf  ON,  d\»  andere  nach  ON  sericbtet,  und 
Mracfatet  man  die  Ksifle  als  pcwitiv»  welche,  die  Ikoordfaialen  so 
Tergrtissern  streben^  ao  findet  man  die  ersteret  wenn  man  (6[) 
dvch  /  dividirt,  ao  daaa  die  beiden  sind: 

Hr  die  fai  5  wirkende  Kraft  erhftit  man  eben  ao  das  Drebange^ 

< 


«d  dh»  beiden  Kfiflei 


(11) 


fteal  man  dieielleanitate  «wamett«  ao  erliiltman  als  Wi#- 
dea  Fnnkte  Jlmf  die  Nadel: 

a)  das  Kräftepaar 

treUea  die  Nadel  vechtliaflg  an  dsebeB  strebt; 
»)  die  Kraft 

welche  den  Punkt  O  parallel  der  Aze  der  x,  naeb  der 
der  poaitiven     an  bewegen  strebt; 


c)   die  Kraft 
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welche  dun  PimM  O  MnIM  mit  der  Axe  der  «,  nach 
der  Kicbtung  der  posifiven  if  su  bewegeo  strebt 

Faest  tnan  die  Kriifte  (13)  und  (J4)  zusaniraen,  so  erbalt  man 
eine  cinEige  Kraft  P,  die  mit  der  Axe  0F  dea  Winkel  ß  macht, 
bestimmt  durch; 

[«H</-y)*J[^«+(/iy)*J  '  ^^^^ 
Man  überzeugt  «ich  leicht,  da«8  das  Gesagte  gilt,  wo  «ueh 


Hieraus  lassen  sich  nun  folgende  Schlüsse  ziebeo: 

I)  Die  Nadel  NS  «ei  nur  beweglich  um  eine  auf  der  Ebene 
der  Figur  senkrechte  Axe,  und  «s  betiude  sich  der  Punkt  il  im 
Räume 

« 
* 

FCNH»  60  ist  /2^.r2_,y2<o,  «>0,  also  geht  IV  von  Ä  weg, 
und  .S  geht  gegen  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

BNJ}E,  80  ist  ^_-;r2-3,a<0,  ^>0,  also  geht  N  gegen  Ä, 
und  S  kommt  von  R  im  Anfange  der  Bewegung ; 

EDSO,  so  ist  ^-a:2~y2<0,  3r<0.  also  kommt  N  von  ä"  and 
O  geht  gegen  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

GSCF,  M  ^.^^-^^O.yK^^^^  also  geht  iV  gegen  R.  und 
o  Kommt  von  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

cm,  so  wt  ^'-«•-y«>  0,  y>0,  also  gebt  N  gegen  /?,  und 
1$  kommt  von  R  im  Anfimge  der  llewegSi^; 

NOD,  so  ist  /Y^xt-yt>o,  y>0,  also  kommt  yon  Ä,  und 
^  geht  gegen  R  im  Anfange  der  Bewegvng; 

DOS,  so  isi  l^-ar-'^y^^O,  y<0.  also  geht  iV  gegen  M,  and 
^  kouunt  von  R  im  Anfange  der  Bew^ong; 

SOC,  so  Ut  /2--a:*^~y2>,0,  3/<0,  also  kommt  N  wob  B,  md 
^  i;ebt  gegen  R  im  Anfange  der  " 


Liegt  R  auf  dem  Kreise  um  O  selbst,  so  ist 

slso  hat  keine  Bewegung  Statt;  dasselbe  bat  6tatt,  wenn  R  aot 
der  Ase  der     liegt.  - 

II)  Die  Nadel  sei  senkrecht  aufgehängt  an  einem  Faden  mm 
also  nur  beweglich  parallel  mit  der  Axe  * 

Durch  die  Pole  ^  und  .S  (Taf.  II.  Fig.  6.  )  .lebe  man  die 
Bosammengeborigen  Hyperbeln ,  deren  Gleichung 
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«tl  and  60  liege  K 

1)  iimerbalb  der  Uyperbelo  AJSB,  CSD,  eo  bt 

abo  wird  die  Nadel  (der  Punkt  O)  sich  nach  der  Seite 
der  negativen  x  Hinks)  bewecen,  a.  h.  acbeinbar  Ton  R 
abgestossen  werden,  wenn  K  sich  im  ersten  und  vier- 
ten, angezogen,  neun  er  «ich  im  sweiten  und  dritten 
KoordinateDw1nl[el  befindet; 

2)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln,  aleo  im  aubegränzteo 
Räume  AN  BD  SC.   Alsdann  ist 

also  geht  O  nach  der  Seite  der  positiven  x  (rechts),  d. 
b,  die  iNadel  wird  scheinbar  angezogen,  wenn  R  sieb 
hft  ersten  und  vierten,  abgestossen.  wenn  er  sieh  im 
tfveiteo  on<i  dritten  Keordinntenwinl^ei  beindet; 

9  aar  eber  der  Hyperbeln  #elbet,'  m  bt 

also  bat  keine  Be^vegung  Statt. 

III)  EtidÜch  nehme  man  an,  die  Nadel  scbwimme  aar  Was- 
ser, könne  steh  also  in  ihrer  Ebene  frei  bewegen  und  unterencbe 
ilie  BewegungsricbtuDg  des  Punktee  O.  Es  Üege  nun  U 

a)  Inn^ftalb  der  Üyperbeb  ANß^  CSD,  «nd  awar: 

1)  im  ersten  Koordinatenwlnkel ,  so  ist  cosj?<;0,  $in/}>0, 
d.b.  O  bewegt  sieh  In  den  zweiten  li^oordinatenwinkel ; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  i.st  co8^<<0^  8in|3<0, 
d.h.  O  bewegt  sieb  iu  den  dritten  Koerdinatenwinkel ; 

3)  im  dritten  Roordinatenwiokel,  so  ist  cos^<0,  sin/3>0, 
d.  b.  O  bewegt  sieb  in  den  zweiten  Koordiuatenwinkei; 

4)  im  liierten  Koordinaten winkel,  so  ist  cosg<0,  sin/?<0, 
d.  b.  O  bewegt  eicb  in  den  dritten  Koorainatenwinkelj 

6)    zwischen    den    beiden    Hyperbeln,    also    im  R<iunie 
ANS  DSC,..,,  und  awar: 

1)  im  ersten  Koordinatenninkcl,  so  ist  s«in|?SO, 
d.  b.  O  bewegt  sich  in  den  ersten  Koorainatenwinkel ; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  ist  co^/3>0,  sinj^<0, 
d.  b.  O  bewegt  sich  in  den  %ierten  Kooriiinatenwinkcl ; 

3)  im  dritten  Koerdinatenwinkel,  so  ist  cosii3>0,  sin|3>0, 
d.  b.  O  liewegt  sieb  m  .den  eisten  •ifcesrtliiMMünnriiMcei » 
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4)  im  vierten  Koordioatenwinltel,  so  ist  co8^>0»  0in^<O, 
d.  b.  O  bewegt  sieb  In  den  vierten  Keorainatenwlnkel ; 

c)  auf  den  Hyperbeln  vnd  zwar: 

1)  iiD  ersten  Koordinatenwinkel,  eo  tet  coi^SbaO,  shi/ls], 

d.  h.  O  bewegt  sicfa  gegeo  N; 

2)  im  zweiten Koordinateowinlfel,  seiet eei||t«fl^eiD^ls—>], 

d.  h.  O  bewegt  sich  gegen  S; 

3)  im  dritten  Koordinatenwinkei^  so  Jet  cbsjSssQ,  ein^ssl, 

d.  h.  O  hewci^t  sich  gegen  iV; 

4)  im  vierten  Koordinatenwinkcl,  soiet  Coe^ssO«  etD^lss— I» 
d.  h.  O  bewegt  sich  gegeu  S;  ' 

d)  auf  der  Axe  der      und  s^ar  i 

1)  aur  dem  positiven  Theil,   so  ist  coe^st»  eln/lsKI^ 
d,  b.  O  bßW9ffit  ekh  nach  F; 

2)  auf  dem  negativen  Theil,     so  ist  co8/?=rl,  eio/9^» 
d.  b.  Q  bewegt  sich  nach  F,  wie  so  eben: 

«)  anf  der  im  der  jt;  und  swar: 

a)  innerhalb  der  Hyperbeln  ANB,  CSD; 

I)  im  positiven  Tbeil  der  Axe  der  v>  «o  ist  cosi}=~l. 
aini^ssO,  d.  b.  O  bowegt  eioh.aacft  Ei 

S)  im  negativen  Theil  der  Axe  der  ^,  so  iet  po^cs— f» 
isinß=0»  d.  b.  O  bewegt  eich  nach  ^; 

0  aiKischea  dfo  beiden  Hyperbeln*;  . 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  y,  so  ist  cpei?=l, 
anßsiO,  d.  b.  O  bewegt  eich  nach  F; 

2)  im  negativen  Theil  der  Axe  der  v,  so  ist  coe; 
siiiß^O,  d.  h.  O  bewegt  eich  nach  F. 


Ans  diesen  Angaben  wird  man  nun  leicht  die  ecbeihbare  An- 

siehnng  oder  Abstossnng  ableiten  kOnnen. 

Filr  den  Fall  II)  ^ird,  ie  nach  der  Lage  von  Ä,  dieSpannnns 
des  Aufhängcfaden.v  vermehrt  oder  \  erniiiidert  (14).  Ist  Ä  dSo? 
lieb  im  er«ten  oder  dritten  Koorditiatenwinkel.  so  wird  dieselbe 
▼arnindert  um 

ist  aber  R  Im  zweiten  f»der  vierten,  so  wird  sie  vemclirt  nm 

4^/VIV  

(ar«K/-y)«)(a:«+(/  +  ^)»)* 

worin  natürlich  ein  (Jewicht  anzeigt,  gleich  der  Bhiwirinms  den 
Drahtes  auf  einen  l*ol  in  der  EotfenuDg  1.  ^ 
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Ut  im  Falle  der  Fomel  (7)  y  nahe  an        •  >       «o  ist 

ahMr— ab/  beiaabe  hnmer  Noll,  m»  wird  alao  ODgelkbr  aetaeii 
kOnoeo: 

—  2g/(a*~^)(»iD«— ainy)   ,    2tt/(a*  -  P)(tAna  -  siny) 

-  Vi^sioaaiiijr  >=  (H* +1^)1  ^ ' 

Daraus  folgt,  tiass  die  Zeit  eioer  Scbwioguog  von  eioem  Aenaaer- 
•ten  sum  anderen  ist: 


Ca 


V  aln« —  aiof 

*•       '    .  .  y  

wenn  C  eliio  KooataBte  tat  Daraoa  folgt ,  daaa  die  Schwingunga- 
dauer  im  Verhiltoiaa  ni  V*«'  -atebt ,   ein  Satz ,   der  bekaantlieh 

nach  der  Lehre  vom  Pendel,  die  für  diesen  Fall  anwendbar  ist» 
zeigt,  da.ss  die  wirksame  Kraft  im  iinigekt'brten  Verliältoiaa  au  a 
steht,  wixa  eben  der  Satz  ist,  von  dem  ivir  ausgingen. 

Für  den  Fall,  dass  /  klein  ist.  so  dass  man  l*  gegen  a^ver* 
nacblSaaigoD  kann,  giebt  (7)  ebenialla 


VI  VI/ 


Valiw— aioy 


M      !•  .'1  •■    }  J'  U. :! 'I  •:'»'.  Ii  »»•»«•-»)..  .!    .  .//. 

"  1-'  i'ir--'-'  .nT-:>ll  '.      -     '^'1       «  .;  tifH 

.(•!,..;:•     . ,         .Hi»  II  ■.  .' 

.1  tt.  n.  >.tt  MI        i!  •»  ffln   .     !      >'  - '  /    •  •  .--^Vt;,'  r 
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Heber  die  Perlodleiiat  der  Aeeimal- 

brttiAe. 

Von 

-  Uemi  W.  i.««fC, 


In  meinem  Leitfaden  für  den  Unterricht  im  jirakti- 
scheD  Rechnen  Süd  in  der  Arithmetik,  erster  tursus, 
(aotha  1850"  habe  ich  in  einem  Excurse  fiber  die  PeriodicitSt 
der  Decimalbrüchc  eine  Tabelle  derjenigen  Primzahlen  mitgetheilt 
welche  alt»  Nenner  eines  geroeinen  Bruchs  eine  Periode  von  be- 
ntimmter  Stellensahl  geben.  Die  bei  der  Hemnsgabe  meinen 
Leitfadenn  begonnene  Arbeit  habe  ii-h  rort(;o$ot/.t ,  wobei  mhr  ein 
Auszug  aujs  den  lJurckhardt'schen  Tafeln  der  l*rimza!ilen,  welcher 
mir  durch  die  Güte  des  Herrn  Professor  Dr.  Jacobi  mitgetheilt 
wurde,  sehr  zu  statten  kam.  ich  erlaube  mir  daher  diese  TalieUe 
in  grosserer  Ausdelinuni^ ,  als  ich  sie  in  meinem  Leitfaden  gege- 
ben, hier  niitzutheilen ,  nachdem  ich  die  wenigen  nothwendigMi 
Sätze  vorausgeschickt  habe. 

1)    Giebt  der  Bruch  -  eine  Periode  von  k  Stelleo  und  be- 

n 

xeichnct  man  die  Periode  der  0«cimalsteUen  mit  P,  so  int 

10*-l=fiP. 

Es  müssen  daher  alle  l^ictoren  von  JO*— l  eine  Periode  von  k 
Stellen  geben,  (^iiie  Periode  von  einer  Stelle  giebt  daher  iQ  1  —O, 
also  3  und  9.  Um  die  l'rimzahlen,  welche  eine  l^eriode  von  % 
3,  u.  s.  fv.  Stellen  geben,  zu  linden,  braucht  man  nur  die  Factoren 
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10*—  I  , 

— y —  aurzosuchen.  Eine  Perlode  von  2  Stellen  giebt  da- 
her nur  ]l,  von  3  Stt;Ilen  37  als  Factor  von  III,  von  4 
Stellen  lOi        Factor  von  Uli,    von   5  Stellen  41  und  271  als 

faetoveo  von  llJll.     Bei  6  SteUen  kann  man  — g —  dnrcb 

3,  11  und  37  di?idiren.  D«r  Quotient  91  Ul  =7x13»  die  ein- 
»1^  Prinaablen,  ireiche  eine  Pefiode  von  0  Stellen  geben. 

Für  sieben  Stellen  müssen  die  Factureu  von  11  III  11  gefun- 
den werden.  Da  aber  nur  eine  solche  Primzahl  n  eine  Periode 
ttn  p  Stellen  «eben  kann ,  welche  um  1  verringert  durch  p  tbeil- 
biriat.eolat 

>lgliefa 

nssmp  -f  1 . 

Ift|i  dne  ungerade  Zahl,  m  ebenfalls  eine  ungerade  Zahl,  so 
ist  M|»  eine  uneerade,  folnlcb  mo  -f- 1  eine  gerade  Zahl,  die  nicht 
Factor  von  Uli....  sein  kann.  Man  braucht  daher  flir  m  nur  ge- 
rade Zahlen  lu  setzen.  Ist  (hmti  ms 2c,  so  kOnnen  mr  eolehe 

Mnsnblen  Fsetoren  von  (p  eine  nngemde  '2ahl)  sein, 

welche  die  Form  2ef)  ^  l  haben.  Für  sieben  Stellen  also  niusste 
der  Versuch  mit  allen  Primzahlen  von  der  Form  14^  -f  1  bis  zu 
V^UlTITT  gemacht  werden.   Hieraus  ergab  sich 

3a»X4M»c=]llU]l. 

vir  die  Perioden  von  gerader  StellenzshI,  s.  B.  8,  kann  ■  ^ 

durch  11  und  lOt  ohne  liest  dividirt  werden,  daher  nur  10001  io 
Factoren  73  und  137  zu  zerlegen  war. 

Für  11  Stellen  giebt  es  139  PrimsableB  von  der  Form  i9r-fl, 
IM  welchen 

21649x513239=:  11111,111111. 

Für  13  Stellen  werde  die  UutetMichung  dadurch  liedeu- 
teod  erleichtert,  dass  von  den  Zahlen  von  der  Form  "iOr+l  schon 
5^}  und  79  auf^int^en.  Der  Quotient  265371653  ist  nach  einer 
durch  162  DivuNooen  gescbebenen  Ermittelung  eine  Primzahl. 

In  der  uacbfolgenden  Tabelle  sind  die  mit  f  beselchneten 
Zahlen  nodh  nicht  «s  Primsahlen  ermittelt 
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PeriodeDMiil.*  ZaU. 


1 

a 
m 

1  !• 

• 

V 

A 

V 

7  l.'t 

# 

•  IT 

72.  1:17 

0 

in 

oUVl> 

II 

lu 

1K 

Ol.  Z^tUUIUI* 

Iv 

17 

»  9 

]fi 

to  * 

3541,  27961. 

43,  193:3,  10838689. 

Cm 

1111 1    111111     liiiil  IIIIII 
illlJ  ,  lliili«  illill,  illlil. 

OK 

lUlAlUlUUUUlUUUUIUUUUl.  I 

7M7    iilia!yM1777ll91  « 

28 

28L  121490440. 

3101.  ar. 

ao 

211.   241.  2161. 

31 

2791.  398105020I04303515267327Ö21,? 

32 

353.  449.  641.  1409.  69857. 

*>   Bei  17  Hind  die  Uotercochung«!  mit  aU«a  PriimahlMi  bMttOOOO 

•bne  Erfolg  gewesen. 

**)  Bei  19  haben  die  rnteriuchiingcn  aller  PrinnhleD  bia  100000 
imineii  Erfolg  gehabt. 
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Periodeosay.  Zahl. 

3a        e;.  13446282101 13298373? 

34  m  4013.  21993833369? 

7L  18676184387477604363631? 
»II 


37-40  1 

41  83.  1231.  X. 

42  127.  2689.  459691.  (7*.  11«.  13«). 

43  173.  a-. 

44  89.  1112470797641561909? 
46  299700000299700299999703? 

46  47.  136.  2531.  54079718449161  ? 

47  ?  •  '  *  • 
40  iOWOMQOOBOOU 

^  t  . 

80  S5I.  6061.  717061202106779201? 

61  ' '  613.  14GfK)5889217l  12709610099496907? 

02  621.  1900381970777332243781? 

63    *  107.  X. 

54  999999999000000001? 

.  .   .  1321.  X.  .  . 

60  784L  127522001000160503761? 


57 


60.  m063a040306fl00ES77^         /.  . 

•■■  f 

ob  '     '     61.  1655730049181983^901641.  ■ 

»1";  ,  -r  '  . 


I 


1  • 


•        •         •  4   ■  •  ■  I  • 


*  •  •  • 


9       >  • 


•»  •  «  ■  .  •     '  • 

..  .    •   !:  I 
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VI. 

Kfne  allcemeine  Aiillösun§r  der  Mei- 
dmnseii  üm  vierlai  Cfrrades. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  W.  Schlesicke, 

Lehn«  MB  G^oMiwB  sn  Liiekan« 


In  ThI.  XIL  Nr.XlI.  des  Archivs  bt  bereits  eine  Aufldstingder  Glei- 
chungen des  tieften  Grades  gegeben  worden ,  welche  im  Wet^ent- 
lichen  darauf  beruht,  dassa:=t<-|-v gesetzt  und  in  der  00  transformirteo 
und  nach  ti  geordneten  Gleichung  die  Summe  dee  zweiten  and  des 
vierten  Gfieoes  $im  venwliwindend  angenommen  wurde.  Dem  am 
angefährten  Orte  angewendeten  Verfahren  lie«t  aber  die  Voraua- 
Setzung  zu  (irunde,  <lu8S  das  zweite  dWed  i)er  gegohenerj  (ilei- 
chuiig,  wenn  ein  solches  vorhanden  war,  bereits  fortge^^chafft  sei.  Es 
Ifisst  sich  indeee  die  gaoae  Rechnung  vollkommen  in  derselben  Weiee 
auch  ohne  vorher^egangeneFortschaffuiig  des  zweiten  fjlliedes  in  völli- 
ger Allgemeinheit  anstellen;  nur  ist  man  in  diesem  Falle  genu- 
thigt,  ausser  der  gewöhnlichen  Hülfsgieichung  des  dritten  Gradee 
■eoi  eine  andere  ▼om  aweiten  Grade  au&alüeen.  Dennoch  acheint 
die  allgemeine  Methode,  welche  In  dieser,  flbrigene  der  früheren 
durchaus  folgenden,  Abhandlung  gezeigt  werden  soll,  an  Kinfach- 
heit  die  aus  den  Formeln  24)  und  25)  in  Tbeil  Xil.  Nro.  XII.  sich 
ergebende  ebigermasaen  zu  fibertreffen,  und  zugleich  vrhrd  aus  der- 
selben erhellen,  dass  die  Fortschaffong  des  zweiten  Gliedes  we- 
nigstens  zur  AnflOsoDg  der  GleiehoDgen  des  vierten  Grades  unwe- 
sentlich ist 
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Die  gegebene  Gleicbong  des  vierten  Gra^e»  sei; 

Seiii  man  in  dieeer  Gleichung 

«»  •  • 

<o  crhilt  nan 

4.  i. 

4-  (49t^3ao?^3ft0  ^  e)ti(  s=0. 
+  ü«  +  ap»+6r«icc  +  rf^ 

Die  willkabrlichen  GrotMien  ti  und  e  wollen  wir  nun  so  zu  bestim- 
men encben,  daee  in  der  Gleicbang  3)  die  Snmme  derjenigen  (viie* 
der,  welche  die  angeraden  Potenxen  ven  «  enthalten»  verachwin- ' 
dd;  so  daaa  also 

*  t 

oder  -  •  - 

iit  IMeeor  Gleiehmig  Wird  ^enflgt,  wenn  iMiifl  fintweder 
icsO  oder  (io<Hi)M«-f  4p*-l^3ae>-«-^9-H;==0 

•Mimmt.  Die  erstere  dieser  AullÜ8uiiKeo  würde  nach  2)  x-^t 
geben;  mithin  wflrd«  man  ddrch  «lieselbe  in  die  gegebene  Glei- 
chung Ar  die  nnbekannte  GrOsse  nur  ein  nenes  Symbol  einfiHhren, 
ohne  dass  man  an  etwas  wesentlich  Neaen  gelangen  konnte.  Wir 
werden  ilaTier  die  zweite  AuA^nS  aoanwenw*  veifuchen  mfiai(en 
md  daher  ^ 

5)  (4o-f  a)i<*-|-4i^-f  3af>4-2*e-|-es0 

ueehnieo.  Hferami  eigiebt  eich 

^   » 

« 

mmI  wenn  ouui  dieeen  Avedntck  in  die  Gfekhong  3)  ehvfllhrt: 
/4c»4^3ea«+26ei-cV    .ß.  .       .  .JtHZa^^H 


=0, 
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oder,  indem  man  mit  (iti-a)^  multipliotrt: 


fiotwickeit  man  aber  diese  Gleichiuig,  so  erhfilt 

8)   64dö  +  9CüF*+ (48o^  -|- 326)p*    (8a*  +32fl6)c»J 


oder»  wie  auf  der  Stelle  erhellet: 

« •       II  . 

1  4       8  1=^*>' 


«< 


d.  l  wenn  pan      ..       *  .*  , 


■ettt: 


2 

tl)  ae— |'4»--4ii=|l, 

13)  + y=0.**) 


*)  El  möge  noch  Wnerlct  werden,  daia  ma  dte  Qlelchwig  8)Mcb 
aef  ma»  aadere  Porm  brlngea  kSaaM;  Mlirt  maa  aiaiHäi 

4e«^Se»s«»a, 

M  arlilll  m      B)  '         i     *    I    «  ' 

ein«  Gleichanct  welche  allerdin(n  etwa«  eiolMher  Ut,  in  welcher  ab« 
dat  sweite  Glied,  welelMtoe  ia  f)  MiH,  aaeh  Yadtoant  NinniC  wn  b 

dieaar  Gleichung  a  al«  vcrsehwindend  an,  ao  erh&IC  nan  die,  mit  Glri- 
chnnr  9)  in  Theil  XII.  ^^o.  \n.  äbereiaetiainieode «  gawöhaliche  HalC«' 
glaicnnng  de«  dritten  Grade«. 

**)  Die  oben  in  10)  durch  w  bezeichnete  Grö««e  erhält  uiau  uffea* 
bar  au«  dem  Coefficienten  von  u*  in  der  transformirten  Gieichnng  3), 

wem  OMB  daaaelbaa  nit  |  mailipllcirt.  Baaaidu^  aMa  aimllch  dii 

Coefficienten  der  einxelnen  Glieder  diaaar  WMumg  dar  Baiha 
dareh  K»,  F«,      aad  F;  «o  daat  ahm 
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Sornitz  sind  wir  zu  eiaer  Gleidiuog  des  dritten  Grade«  gelangt, 
auf  welcbe,  w«il  in  deraelbeo  das  «weite  Glied  fehlt,  zur  Bestim- 
roung  Ton  m  dier  (gewOhnlichea  Aafidsungsmetboden  för  Gleichun- 
gen dieses  Grades  unmittelbar  anlro^v^n(let  werden  kennen.  Hat 
man  vermittelst  einer  dieser  Methoden  co  bestimmt ,  so  erhält  man 
V  eoe  der  Gieiebung  10)     '    '        '  ' 


«•   •  •  *  o 


••  • 


Hieraae  felf^t 


oder»  weiin  wir 


16)  .=jj-äa±^| 


». 

«. 

I. 


ist;  so  wird  aas  Gleicbaaf  7); 
Kea  ist  aber 


•  ••• 


,8       .    .  8 


F,*  = 


=0. 


welche«  wieder  die  ohtge  Gleichnng  9),  oder  weno  man  dis  obfto 
branchlcn  Zeichen  «iafübrt,  die  Gieiebung  13)  ieU 
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16)     4»  +  n=  +  2V^Ä.  • 
FflIiNB  wir  mm  ab«r  Ar  •  8«ineo  Wertli  ais  14) 

in  die  Gleichung  13)  ein  und  setzen  auch  (Hr  8  and  f  ihre  eot- 
sprecbenden  Werthe»  so  erhalten  wir  die  GleicliuDg 

17)  ife»+(26-ja»)Ä«+(^a*— «^+4iü+6*-4rf)i5rj 

ssO. 


Diese  Gleichung  ist  keine  aildere  ab  diejenige,  wekbe  wir  eiM- 
ten  haben  wflmn,  wenn  wir  nach  Fortscbaffiing  des  zweiten  Glie« 

des  in  der  j^poehenen  Cleirhnn!»  1)  des  vierten  Grades  nach  den 
in  Theil  XU.  Nro.  XII.  gegebenen  Formeln  gerechnet  hatten.  Aus 
der  Beecbaffenkelt  im  letsten  GBedee  Aeaer  Gleicbnug  Tolgt  aber, 
dase»  wenn 

ist,  ein  Werth  der  GrSeee  k  ebenfalle  ▼erachwiiidet;  daae  dage- 
gen, wenn 

ist,  es  jederzeit  einen  reellen,  positiven  und  nicht  verschwinden- 
den, Werth  der  Crteae  ifcciebt  Nehmen  wir  mm  anerat.  Indem 
wir  sonSchat  den  letitra  fall  betracbtea,  an,  ea  ▼erachwinde  die 
Grteae  ^ 

nicht,  so  erhellet,  dass  sich  unter  der  gemachten  Voraussetznag 
auch  aas  der  Gleichung  13)  jederzeit  ein  Werth  (Ur  m  wird  finden 
lassen,  so  dass 

Ist.  Denken  wir  uns  den,  dieser  Bedingung  p;enucenden,  Werth 
von  00  zur  Bestfmmunj:;  der  GrSaae  k  In  14)  gewählt,  ae  erhalten 
wir  offenbar  nach  15)  zwei  reelle,  von  einander  verschiedene, 
Werthe  für  r.  Scf/en  ^dV-  näralkb«  WOZU  wir  aacb  dem  Bialieri* 
gen  offenbar  berechtigt  sind. 
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so  erhalten  wir  nach  15) 

19) 

oder 

AoH  der  Gleidiviig 


4t?  +a 

effKebeo  sieb  demmteh  ehenHüli  sirei  reelle  von  einander  ver- 
schiedene Werthe  Rlr  i^.  Ee  ist  nimlieh,  wie  man  eeglelch 
findet : 

t 


oder»  wenn  wir 


•i 


MtseD; 


*J0)  6-|a«=/l, 
21)  go^^abi-€szB 


und  folglich 


23)  »s= 


1  4S»-F2ilSj^i 

-2V  —  T"^ — ' 


mithin  nacli  9,  UO»  23) 


24)   «  = 


|-ja±«+yV  g   \ 

-4«±«J-2  V  ö  


Somit  sind  wir  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  2?  oidit 
verschwindet,   zur  Bestimmung  der  vier  Wurzeln  der  tregeheneni 
Gieicbuog  des  vierten  Grades  gelangt   Dieselben  sind  sämmtiickl 
von  einaader  verschieden,  wenn  keine  der  GiOeseii  ^ 

verschwindet   Sie  sind  sämmtlicb  reell,  aobald 


4g)3  +  ^  ^        45'  +  2^ö-£f 


ist;  dagegen  sämmtlicb  imaginär,  wenn 

■  • 

5         "^^^    —        8  'S'' 
ist  Femer  eind  swet  reell  end  swei  imaglnir,  wenn  «enlvred« 


oder 


 g  .<ü,    —  g  >0 


kt  £ndlicb  sind  swei  derselbeo  reeü  and  gleich,  wenn 

oder  « 

ist;  die  anderen  Iieiden  Wurzeln  sind  dagegen  reell  oder  ioia^* 
när,  je  nachdem  respective 

 ^  >0  end  ö  — <^ 

ist.  Uebrieen«  kann  man  sich  davon ,  dass  man  in  jedem  Falle 
wlridich  eile  Warsehl  der  gegebeoen  GldchiM  durch  die  eKge« 
Fennelo  24)  erhilt,  vSliig  in  deieelbeo  Weise  flberseeges,  * 
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les  in  Theil  XII.  Nro.  XII.  gezeigt  i»t,  weshalb  ^vrr  li'u  r  diese 
^&t«reucbung  iugiich  übersehen  zu  kounen  glauben.  Zum  »chlusse 
mm  wir  nur  noch  deo  Fall  zu  betracbteo»  weon  die  GruMe 

^schwindet    In  diesem  Falle  ist,  wie  wir  das  bereits  oben  ge 
fkm  haben ,  ein  Werth  von  It  und  mitbin  auch  von  4d  -f  a  Null. 
^ürdieMBNWeHfa  van  4o4«' Irt  offeDbar  eine  Auflösung  der 

I  der  oben  darebgefiibrtol  Welse  unstottbalt,  weil  aowobi  die 
MtM  (4o-f  a)i^,  ftb  auch  die  GrOsae 

if  Äich  Terschwindet  Wir  sind  daher  trcnothigt,  zur  Bestimmung 
«atr  aaf  die  Crleicbong  3)  zurückzugeben,  welche  aber,  weil  so^ 
roU  das  zweite  als  daa  Heile  Glied  deraatban  fVvaicb  Terscbwln- 
■I,  die  aiofiMbafa  Gaatalt  / 

1 

>«ier,  wenn  wir  auch  hier  för  a  eeiaaa  Werth  —4-0  eiafabrao, 
Ii  f  am  .    .  • 

Mbaait,  and  mitbia  wie  eine  qaadratiacbe  Gleichung  aufgelöst 
erden  kann.   Behalten  wir  die  oben  20)  fär  6— g-a' gebraucbta 
Beieicbiuiog  bei  und  aaUaa  wir  ferner 

M  eAaltea  wir 

26)  ««+^a>4-C=0. 
Att  diaear  Gleichung  arglebt  aicb 

TlicU  \\L  & 
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und  demnach  sind  in  diestm  FaUe  die  Tier  Woniin  des  gutehe 

uen  Gleicbaog : 


Aus  dem  Bisherigen  ist  ersichtlich,  dass  die  im  Obigen  darge- 
stellte Auflosungsmcthode  der  Gleichungen  dee  fierteD  Graoee 
in  einem  bestimmten  Fülle,  wenn  uäraücb 


iet,  ebenfalls  danmrfllhrt»  die  GrUese  4«-fa=0  lo  eetieii,  gani  ia 
der  Wdee,  vrie  es  die  Fortschaffung  des  «weiten  Gliedes  der 
g^^benen  Gleichuni;  erfordert.  Hier  aher,  wenn  auch  dasselbe 
ffeschieht,  ist  der  Lrfolg  ein  anderer.  Mit  dem  zweiten  Terschtvin- 
det  oSmlicb  auch  zugleich  das  vierte  Glied  der  Gletchviig.  Dae 
Allgemeine  bleibt  daher  Dichts  desto  weniger,  dass  die  gleichzei- 
tige Fortschaffung  derjenigen  Glieder  der  Gleichung  3),  weiche 
die  ungeraden  Potenzen  von  u  enthalten,  bewirkt  wird,  und  die 
übliche  FortschaffuDg  des  zweiten  Gliedes  erscheint  als  ein,  dem 
allgemeinen  untergeordnetes«  specielleres  Verfldiren ,  welches  nur 
in  einem  gewissen  besonderen  Falle  direct  zum  Ziele  führt  Zu- 
gleich scheint  es  der  Beachtung  werth,  dass  die,  mit  3  muitipli- 
zirten,  Wurzeln  der  durch  das  obige  Verfahren  erhaltenen  kubi- 
scben  Hfllfsgleicbnns,  gewisse  Werthe  des  sweiten  Diünential- 

2aotieDten  von  der  l^anlnien  der  gegebenen  Gleicfaong  des  vierten 
Irades  darstellen. 
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Heber  die  Aliel*8eheii  FwiktlMieii« 

Von  äem 

Herrn  Professor  Dr.  X  Dienger 

■n  der  pol^tecbBiach«»  Schale  m  Gsriivah«. 


Iii  den  ntefcfofprendflii  ZeUeii  mXku  AddUioiitlleorene  die- 
ser Funktionen  nachgewiesen  wcfilett»  mit  Zagrandflegaog  der 

Aberschen  Abhandlung:  Remarque  sur  quelques  proprio« 
t^8  i^^nerales  d'une  certainc  sorte  de  fouctions  trans*. 
cenaaotes.  (Crelles  Journal  Bd.  III.)«   Einige  Aoiveodungeo 
wl^  weitere  AnefllliniDg  feigen. 


{.  I. 

£•  eei 

ferner  eeien  9ti(a;)»  9^(0;). swei  gnue  Funktionen  von  xi 

g)i(x).9>a(a;;  =  <3p(;r) 
nleo  ebenfalle  dne  eoicbe  Funktion;  a  eine  konntnnte  GrOeee; 

^o»  Oi»*«»n«>  Co,  C|t......Cai 

entireder  nHe  oder  dodk  einige  ven  IbneB  .finMevliek ;  endiieb 
nnn: 

6* 


Digitized  by  Google 


68 

#t«)=(«(a;))»<>>,(*)-(ei(a;))»?P.(*)=-^(*-*i)(*-*«)-(*-'*^).  ®  i 

1 

•0  werden 

den  als  konstant  vorauegesetsten  Koeffizienten  in  und  tpJx)  < 

abbSngen,  und  eben  so  A  von  x  nnabbSngi^  sein.  BezeicMl  j 
non  X9  irgend  eine  der  GrOaaen  eo  wt  identisch:  ' 

/'(:re)=0,  (3) 

worin  ar«  eine  Funktion  von  den  Grössen  a  und  c  ist  Eben  fre3 ' 
aber  die  Gleicbuog  (3)  eine  identiscbe  ist,  liat  OMUi  lieksnntficb  < 
auch: 

Diese  letztere  Gleichung  Hesse  sich  ohnehin  auch  leicht  nacb- 

weisen..  Denn  man  gebe  den  GrSssen  Oo»  Oi,  Co«.Ci*..-  dit 

wUilcffhrlichen  Zuwächse    und  sei  x't  der  da 

▼ergebende  Zuwachs  von  x«»  so  ist  offenliar  auch 

d.  b.  * 

also  nach 

woraus  leicht  (4)  gescblpsseo  wird. 

Die  Grösse  FXpe^  enthält  n„>     » ....Oh;' ,  Ci,U..e« 
nebst  o;«»  abo  Icann  (4)  auch  folgendennassen  daigesteilt 


wenn 


f  •••••• 


die  Differen/ialquoticnfen  von  IXa-g)  in  Bezug  auf  jr,,  o^,., 
sofern  diese  explizite  in  F{xe)  enthalten  sind,  bedeutet 
Gleichung  luinn  auch  unter  der  Form: 

dargestellt  werden,  wenn  d  das  vollständige  Differenzial  in  ßezu- 
auf  diOiGruiMeo  oo»  fli  »..«q>,C| insofern  sie  ezpllxile  in  >\j;«> 
enthalten  sind,  beseiehnet 
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Au      folgt  aber: 

d.fl(a:e)=2.Ö(ar.)9ifj:.).^.ö(a;i^)-2öi(a:«).9,(ure).(J.ei(dr,),  (6) 

•Im  mm  (6)  uBfl  (5): 

F(3-.).öx,==2[öi(x.)9>,C»«)«.<k(«»)--^a:.)9)j(j-e)a.d(:re)].  (7) 
Nach  0)  ist  aber: 

tö(jr,))«9>j(Ä.)-(Öi(jre))W*«)=0, 


te  entweder  + 1  oder  —  1 ,  je  nachdem  die  BescbaffcDbeit 
der  bezfiglicben  Fonktionen  diess  zulässt.   Hieraus  ergiebt 
weoB  man  beachtet,  dass  (ffiix).<p%(.£')=z^(je): 

,.        •  ' 

Seilt  aiaa  dies«  in  (7),  so  erhlUt  nao: 

Hieraus  folgt,  weon  /^a)  irgend  eine  ganie  Funlctioo  vpn  ist:. 

„ffl(j.)a.fl.(jf.)—   u^') 

weon  man  sur  Abkürzung  setzt: 

so  dass  k{x)  immer  eine  ganze  Funktion  von  x  ist. 

Beziebt  sich  nun  das  SiimaiatieDaaeicliea  £  auf  die  Werthe 
Xif  JH»*'**^rf  so  folgt  au«  (9>: 

Setaea  wir 


7« 

•0  folgt  au«  (10): 

f 

Nach  einem  bekannten  Satze  (siehe  die  Aon&erkuog  am  ScUmwe) 
ist  aber: 


 1  i 

*(art-«)nar«)  """"  FTT)  * 


und  eben  so  weiss  maa«  dass  der  Werth  der  Grosse  £ 
gleich  iait  dem  Koeffizienten  von         in  der  nach  laiiendeQ  Pt 

tenzen  von  o  vorgeDommenen  Entwicklung  ^^^^ 

1  ff'  I 

dem  Koenizienten  von  —  in  der  ähnlichen  Entwicklung  von-p^^ 

Bezeichnet  man  nun  allgemein  durch  tL^f^x)  den  Koeffiztenteo  ro^ 

^  Hl  der  nach  fallendeB  PotemMo  von  w  ▼oigeeommoDe«  Balwki 

long  von  ^{a:),  HO  ist  also 


Da  aber 


und 


*^(a?-i)fX«)""^' 


da  der  Neoner  mindestens  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  aaf  4 
ist,  so  bat  man 


«ad 
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 TOO 

2[f»(a)a.gi(tt)-^i  (ct)d.e(a)]f(tt) 

9(a)         Ö(«)V^)  -  6k  (a)     V*  («) 

wie  man  leicht  fiheraiebt   2^tzt  imu  nun: 


(ä  —  a)  * 


•0  orUlt  wmm  Ueraiw: 

+  HiM  +  +  •M^r) 

V(«)  \Bia)\r 9>i  («)  -  öl  («)V9to(«)/ 

+ K .     A^)  ,   (^»)  Vyl(^)  -f  Ol  (^)  Vy^)\ 

+  C.  (I). 
Die  CtrüMeo  t«  becHnraen  sieb  aus  (8). 

Dieses  Theorem  lehrt  also  die  (algebraische)  Suuime  einer 
Reihe  tranazendenter  Funktionen  durch  einen  logaritbmisehen  und 
algebraiscben  Ausdradr  finden.  v 

Man  %vird  bei  der  vorstehenden  Differenziation  und  Integration 
kaum  einen  Anstand  haben.  Zum  Ueberfluss  könnte  man  die 
(Grand-)  Gleiehung  (5)  aneh  so  ansdriicken,  das«  man  in  La- 
grange's  W^ise  die  OtliaeD  sSmnittleb  ab  Funk- 

tionen derseiben  Gitae  »  betracbtoto,  wo^nidi  dann  die  obige 
CMeiehang  biesse: 


n 

2  


woraus  «ich  (I)  unmittelbar  ergäbe. 

Elin  Amtaod  konnte  darin  gefunden  werden,  ob 

wie  Torauegesetzt  wurde. 
Allein  eei 


•o  iet  Ai  =ILt(«)  und 


4im 


ist  oben  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dase  Xt 

SlSt""      iJ®n*"'**'.?*^^°  ^'(-^'^   ^ür  einiffe  dieser 

Crossen  Null  wäre.  iNimmt  man  aber  zuerst  an,  diese  Warthe 
Mien»  statt  gleich,  nm  anendlich  wenig  verschiede«,  so  itird  die 

Formel  (I)  .raraer  noch  gelten,  und  da  x^,  ar,  auf  ihrer  swei- 

ten  ^eite  nicht  vorkomraeo.  auch  noch,  wenn  diese  Unterschiede 
WuU  werden.  Ist  aber  o:,  =  0:^4,  so  folgt  aua  (8),  das«  auch 
r«sibfi  Min  muas.  Ist  also: 
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ao  ist 

3. 

Set»t  «aD  in  ^U); 

/(jr)=:(ar^)Jl(ar), 
wo  also        ebeofalls  eiue  ganze  Fonktioo  von  a;  ist,  und  folglich 

SO  ist,  waU  /((O^ssO:  i  > Vo.:>  / 

worin  den  Grdssen  m  und  6  die  obigen  Qedeiitiingen  zukommen. 

1.4. 

Wird  fix)  so  geiNUilt»  dasa  dar  Gtad  voa  niedriger 
ist  als  der  von 

iK*)=»4(«)-Vä(*).  * 

so  hat  die  GrSsse 

ifix)  ^  W)  V  Vi  Cor)  -  ^{x)Vv%  (xy ' 

wenn  sie  entirfekeU  wird,  die  Potenz  t  Mit  Dean 
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ist  von  demseibeo  Grade«  wie 
folglich  enthftlt 

/ 

bei  der  Entwicklung  nach  faUenden  Potenzen  keine  positive  Po 
tenz  von  or,  also  enthält 


bOehstens  die  Potenz  —  •  Da  aber  tob  niedrigere  (Me 
iat,  als  V^^(i)>  so  enthftlt  also 

die  Potenz  ^  nicht. 

In  diesem  Falle  hat  man«  wenn 

W,«i^(a:i)  +fllit,t(«i)  +  ........  +filr«r^Xr) 


$.  5. 

Seilt  man  nun  in  Verbindnng  von  %.  Z.  and  {.  4.  veraas,  da« 

vnd  der  Grad  von  4?*(i(;r))*  niederer  als  der  von  ^(x),  fo  ift 
wenn 
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»«l«l^(*l)  +  '»t»2t(^  +  --  +»rM'(Är)ÄC.  (V) 


^  6. 

Differenzirt  man  die  Forniei  (IV)  (n-l)raal  nach  eioander  in 
Bezug  auf  a,  setzt  aUo 


(fixyj^  Ton  Dlederm  Grade  als  ^x),  ao  tot 

flH«lt(^)  -I-  -i-  IHrMK'r) 

+  (VD  • 

da  die  ConsUnte  im  Allgemeineo  von  dem  Werthe  toh  a  abhän- 
gen kann. 

Ist  endlich 

und  ist  X  eine  belieldge  rationale  Punktion  «en  4P.  ae  wird  man 
satsen  Idhinen: 

worin  A(a:). — .  (.{pc)  ganze  Funktionen  von  jr  aiod. 

Genflgen  am  ,  ..../.(^r)  der  Bedingung .  welcher 

/Id?)  in  {.  <k  genflgen  tanaa»  so  folgt  aus  $•  ^  und  $.  6.: 
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Man  setze  in  {.  3. 
so  ist 

(12)* 

eine  gaaie  Fnnktion  vom  Grade  2i|-|-L  Ist  nm  noch  A(ir)asjr*, 
so  wifd,  so  lange  anH-3<Sn-f-l,  tlni<2n-1»  also  m^ii-l,der 
Sati  %.  5.  gelten,  also,  flir 


worin  allgemein  u  dareb  die  Glelcbnng 
bestiniiDt  wiid. 

« 

bl  aber  jw^ti»  so  tritt  {.  a*  In  sein  Recbt*  mspn^r'und 
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+  +  «M+l^C^nH-l)  =  C+  Ar. 

Setzt  luan 

•o  ist,  da  I 


auch 


» 

•  •  *  • 


•  ». 

t  I 


daher 


8  C»((p2(ar))« 


woraot  leicht  folgt,  daas 
Ana  (13)  folgt 

Denaaeh  erhilt  maa  aoa  (IX): 


78 


WWI1I 


t.  9. 


Man  setze  in  §.  7. 


1  1 


Ferner  sei 


und  endlich  seien  6{x)  und  so  beschaffen,   dass  die  erste 

lauter  gerade,  die  andere  lauter  ungerade  Potenxen  von  4r  sal- 
halte.  AUdauu  wird  man  setzen  können: 

und  also,  wenn 
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II 


'S 


Da  aber,  der  Annahme  nach, 

ei(-a)=- 6^(11).   6(o)  =  Ö(-a); 
«0  ist  die  aweite  Seite: 

IMa  Vonaielm     oed      bMtinmn  «Ich  «oa: 
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also  da 

so  ist  e'«s^f«,  and  da  auch 
nod  folglich 

wo  ff«  durch  die  orate  Gleichiiag  (16)  bcafiiiinit  ist. 

Die  hier  betrachteten  Funktionen  aind  sogenannte  ellip- 
tische  Fnnktionen  der  driCtoa  Art 


§.  la 

Seist  man  In  vorigen  Paragraphen  a=oo  und  also 
so  ist: 

h^^)  -¥         -I-     -^  »M^)  -  C.  (XU) 


K«  hier  betrachteten  Fanhtioaen  sind  elliptische  Fnnktionen  der 
ersten  Art. 


i.  Ii. 

•  •  •  *     '  • 

Bezeichnet  man  durch  K„f(a)  den  Koefßzienten  von  a-"  io 
der  Entwickluni?  von  f[a)  nach  rallenden  Potenzen  von  a,  so  erhält 
man,  wenn  map  beifle  Seiten  der  CületclMBg  (XI)  oach  fallenden 
Potenaen  voh  a-  dnMcfcelt  vnil  .setst        i  - 


t(*)=yyF==^,  9{a;)=(l-a;^(l-c«j:«): 
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Die  hier  Torkommenden  Funktioneo  «ind  elliptische  Funküo 
der  iweiten  Art.  (Archiv.  Theil  XIII.  S.  12.). 


Mas  setze  le  j.  i. 

9>4  (or)  ==  («  -  lila«  j-i )  , 

M  hat  man  zur  Beatimnung  yon  0!%,  ^•••..jr^  die  Glelcbimg: 

+(a?— m|)      Wa)  ••••  (»^—w»»«)  =Q,  (10) 
4cm  iVuraelo  jene  GrOaaeo  «ind.   lat  also 

/*  Bx 
«/  («— a)V  9)(ar> 

M  bat  oiaa : 

V9(«)   '='Vd(«)\^g»4(a)-Vvsi(«y  ^ 
wwio  e«  darcb  die  Gieichang 

i>ettimmt  wird. 
Setzt  man 


M  irt  dar  sweite  Theil  der  Gleiahvag  (17): 
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C  -  -«=r— ?=log  (eja)\[^±V^V±(a)\ 


also  ist 


wo 


)  +  't<Hxt)  +  +  f j.  i/'  (*»») 

V— »(«)  V-sK«) 


9(0;)  =  —  C;r— »Ii  )  {x —11%) ...«.  («— «iH«)  > 


während  f«,  f2>*"^s"  ^^i®  ^hen  angegebene  W#Im  so  bo- 
•thnmen  aind. 


Im  Voratebenden  worden  ({.  1.  ff.)  als  Fvnktio- 

nen  der  Grussen  Oq»  ai,*.an\  Cq,  e^,..6M  angeaebeo.  Nnn  bann 

man  umgekehrt  einige  der  Grüsisen  :rj ,  >r.2,...  als  gegebene  Ver- 
Snderlichc  ansehen  und  aus  ihnen  die  Grössen  o«,,  Oi,..;  Co»  ei„ 
zu  bestimmen  suchen.  Mao  sieht  leicht,  dass  es  der  Allgemein- 
heit keinen  Abbruch  thut,  wenn  man  eine  dieser  letztem  gleich 
1  set/.t,  so  dass  noch  m  4- n -f  1  solcher  Grössen  ubriu  bleiben. 
iSei  m  ^11  \  1=^1'',  und  nebiiicii  wir  r  (§.  1.  (2j)  gleich  odor  grösser 
als  r',  so  kann  man  sämmtliche  r'  Grössen  Oo»...  o«;  Cq,..  Cm,  von 
denen  eine  gleich  1  Ist,  bestimmen  dnrcb  die  r*  GleicBongen: 

«(«k)  V^M^=  «iöi(«i)V  ya(«i). 

In  denen  die  Grössen  ig,   I  fr'  beliebig  gleich  itl  gesetst 

werden  kOnnen.  Man  aetie  s.  B. 

Ci  =:£a  =    ... =£r,  =  +  1 ,  er,+i  —  Sr,+a=»»«=«r'=—l; 
so  hat  man  sur  Beatimmnng  von  oio»  Oi,,*^e^,  c^,.-: 
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»(arr.)V^<?),(:rr.)  =  ö|  (arr. )  V<Pa(arr,).  V  (18.) 

« 
« 

Diese  Gleichimgeo  geben  dod  die  Werthe  reo  Oo',«!,.*.,  «ö»  «i**** 

▼eUatStidig  als  Fimlctioiien  von  arj,  Xa,... j-r(r^rO,    und  der  in 

fp(x)  nnd  (pi(x)  enthalteiieo  Koeflizienten.  Setzt  man  diese 
VV  erthe  von  «o,...,  c©,...  In  die  Gleiciiane  (2),  so  wird  ilire  erste 
Seite  dnrcb  (a;— jr|)(«^-;ra).M(dr— r«r')  tb^llNir,  and  man  §ndet: 

(e(u:))V,(j:)-.(^.(.r))V,(x) 

Setzt  man  ovn: 


so  sind  5f^,  fi»*-3fc  die  Wurzeln  der  Gleichung 

«=rO,  (19) 

welche  vom  Grade  s  =  r—r'  ist.  Es  wird  somit  immer  möglich 
sein,  diese  Grössen  zu  bestimmen.  Die  na<^ii folgenden  Grössen 
(^1)  t|,  Cs,-.f«  ergeben  sich  ans  den  Gleiehangens 


md  man  findet  (§.  7.),  wenn  man  setst: 
•2»       wai  hl  {.  7.  nnd  denselben  Bedingungen  genflgend: 
wo  F  sich  ans  f.  7.  erglebt. 


(20) 


(XV) 


84 

Adinfich  kann  man  in  die  abrigen  Formeln  sabatHuiren. 

Sei      der  Cxrad  von  fiCx),  ^der  von  o^C*^)' 
von  80  iat  der  Grad  der  Funktion  F(^)  (§.  1.)  entireder 

9n-|-^  oder  Sm-f^a;  er  ael  s.  B.  s=3ni-^ ,  alao 

und  folglich 
mithin  auch 

alao,  dn 
auch 

Der  klelnate  Werth,  den  alao  $  haben  kann,  iat  1"—  1,  «renn  9 

gerade,  uod  ^  ^  ^»  weoo  ^  ungerade  iat  Mao  aiebt,  daaa  dieaer 
Werth  yon  m-t-n  gar  nicht  abhftogt. 

14. 

Wir  uollen  ferner  annehmen,  man  mache  die  Voraussetzung 
des  §.9.,  und  nehmen  wir  an,  in  Oi{x)  seien  gerade  r  KoeP 

fizienten,  also,  da  einer  =  ]  zu  setzen  ist,  ihrer  r  —  1  zu  bestim- 
men. Beilfiufig  bemerken  wir  auch,  daaa  in  §.  9.  Alle«  daaaelbo 
bleiben  würde,  wenn  man  annähme.  In  ^d?)  aalen  nur  n^amde 
und  in  Bi^x)  nur  gerade  Potenien  von  ». 

Sei  nun  r  gerade,  =2n. 


Digitized  by  Google 


85 

6(j:)= Oo  +  aiar«  -f ....  ^  <i»_iar»— «  +  a:^, 

^^^'^•••^^•-i^^l*  werdcD  ao....  4^...  bestfanmt  durch: 
«(*i)-f-^(xi)V^)=0, 

WWD  die  fti— l=r— 1  GiOsmd  j^j,  j:%,..'j:%n^i  gegeben  ao- 
gesehen  werden.  Ist  diese  Bestimniuog  gesdielieD,  so  hät  man 
ie  S-  7: 

(22) 

woraus  leicht  folgt: 

Sei  zweitens  r  uegerade,  =2ii-f  1. 
AlsdaoD  setie  mao: 

Ö|{a:)=6o+64«*  + .... 
beetumne  ferner  oq»—  ^o— •  durch  die  Gleichungen: 


se  erhält  man 


Setzt  raan  nun  die  Wertbe  von  jpg^  a^t...»Xr^,  y  in  die  Formeln 
(Xl.>,  (XIL),  (XIll.),  ee  erhält  man  Theoreme  «her  die  ellipti- 
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sehen  Funktionen.  Dabei  ist  zu  bemerken,  das»  h^^^ — - 
sscr-i= — ^  genommeo  vmrde,  xr^y,  and  er  ans  der  GMehaog 

e(f)=*rft(y)VW) 

bestimmt  wird. 


f  15. 

Setzt  iTian,  um  eioiBeispiel  zu  wählen,  im  vorigen  Paragrm' 
phen  r=:3,  m  ist 

also  irerden     und     durch  die  Gleichungen 
bestimmt«  woraus  folgt: 

_  a?!  V  y  (jTg)  -f  (p{x{) 
Zar  Bestimmung  ▼on  f*  hat  man: 

Denken  wir  uns  oti,      unendlich  klein,  so  wird 
also  (24)  aiod  «i,  ji^  die  Worieln  der  Glelchuig 
d.  h.  von 

Diese  Gleichung  bat  noch  eine  dritte  Wurzel  2»  und  es  ist 
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ttd  ftr  J^>  4%  uDondlich  klein,  aach     9(y)scl,  ist  ^sl. 
Beseichoet  man  nun,  zur  Unterscheidung: 

,  durch  l    _ss-  ,  ,  .  ^ 

V9(x)  ?  i^^l,  «t  und  ji^  nicht 


w  findet  man  nach  (XiL).  (Xlil.)  und  (XI.): 

-  m 

+  c. 

worin: 


Nu  ist  aber: 
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Demnach  Ut  der  Koeffizient  von  ^  gleich  60»  und  folglich  werden , 
die  obigen  GleichungeD  definitiv  bu: 

iFi(X|)  +  f\(a:»)=;/'j(y)+C.  . 
fforio 


flo,  6q  bestimmt  durch  die  Formeln  des  §.  15.  Die  Formelu  (XV!.) 
eDthalteri  die  Addttionsthcoreme  für  zwei  elliptische  FuoktioDeo 
der  verächiedeuen  Arten. 

Da  (%lr  Xjrsia^2  —  0  auch  crq  =  ^=sO  Qod  v=0,  so  sind  dii 
KoiiBtantcn  in  diesen  Formeln  Niul»  wenn  man  0  als  uattre  GiiaM 
der  Integration  nimmt.  Setzt  man  x^Biüip,  so  ist 

v^i-p^siny«'  ^»<^>-;/  \rr^riiasj»»' 


ParDBch  stellen  sieb  diese  6leiebniig«a  mA  dsr: 

(27) 

c*  siny*  Vi — c'sinf* 
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worin  ^  bestfanrnt  iat  darcb: 

(30)   

Die  Gleichung  (30)  ist  oichts  ADderea  ab  dl«  GleldraBg  (i)  Ii 
Archiv  TheU  2LL  S.  366.  C  {.  4. 

Die  Integrale  in  (*28)  gehören  au  deo  in  Archi?  TheU  XIll 
8. 12.  iL  betrachteten  und  swar  zn  der  dortigen  GMmg^J^vMti 

die  in  (29)  zu  den  dort     19.  ff.  betrachteten.  ^ 
Bezeichnen  wir  den  Werth  von 


V(l-a:»)(l— c^x») 


durch      so  ist  (Archiv  Theil  XI.  S.  395.  ff.  J.  2.)  j-srrsnr, 
c  der  Modulus  ist,  während  die  obige  GrSsae  9  nichts  a 
ala  die  Amplitude  von  e  iat  Bez^bnen  wtr  dnreb  vi » 1%, « 
waa  aus  (31)  wird ,  wenn  man  Xi ,  x^,  «  an  die  Stelle  yon^ailA 
80  glebt  die  Gleiebung  (jT)  «der  die  .erate  (XVL) :  . 

wlhreiid  ain^ssamp,  afai^s=anei,  ahif%ssnkt%;  alao  nach 

snricnrjdnrft-fsnr^cnridnrj  ^ 

I 

was  absolut  die  Gleiebung  (1)  des  6.  5.  n.  a  O.  Iat  Von  dies« 
auagebend»  iat  die  ganze  dortige  Theorie  leicht  an  entwidMla.  | 

Da  aber  fiir  Xi,  keine  besonderen  Bezeichnungen  festge- 
gestellt  wurden,  ao  gilt  die  Pormel  (32)  i^t  alle  nuglidiet 
Wertbe  von  Xx  und  xny  so  wie  von  c,  waa  die  Herleitaig^ 
Formeln  der  (.  6.  und    il.  aebr  erlelcbterf. 

Die  Grösse 

V  ain^ 


1  — c^sin'«^' 


wurde  in  Archiv  TheU  XUI.  6.  i.  ff.  $.  18.  durch y  'aoVdv  ^ 

zeichnet  ,  worin  c  den  obigen  Werth  hat.  Diese  letztere  üru&ü« 
fand  sich  dort 
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aUo  giebt  (^b)  oder  die  sweite  GleiohoDg  (XVI.;: 

WM  eben  die  Gleichung  (1)  in  §•  19*  a.  a  O.  ist 

Aach  hier  Ut  keine  Besch  ränkung  Cur  die  Wertbe  vorbaudeo. 

£ben  so  gehört  endlich  F^(x)  (XVI.)  zu  den  mit  J  in  §.  23. 
a.  a.  O.  beaSelMtMi  rnvIrtlMUHi  te  arfttm  Aft;  im 
ist  ale: 


Ut  alao 


HO  Ist  «ie  gleich 


e-f  c>snW(o,6) 


nach  (4)  des  angefahrten  6.  23.  Die  Gleichung  (29)  drückt  dann 
ebenfiuui  eine  Snmminiogsiormel  dieser  Grossen  aus,  deren  Ent- 
wicklung nicht  schwer  ist.  Dass  hieraus  die  Theorie  der  drei 
Arten  elliptischer  Funktionen  fliesst»  ist  klar.  Das  Gesagte  mag 
aber  fär  den  Augenblick  genügen. 

Es  bleibt  uns  zum  Schlüsse  noch  die  in  §.  1.  TersprcMsbeiie 
EntwieUoiig  der  w  (11)  ateheodeo  Glekbuog  fibrig. 

Der  schQBate  Beweie  kt  wMlw,  4m  LI  oh  vi  II«  in  «eioem 
Journal  de  M  ath^m.atlqves  pures  et  appliuuees, 
tome  XI.  pag.  462.  gegeben,  der  auf  das  Folgende  heraus- 
koramt  Man  habe  die  Funktionen  ^(d?)  und  q>ix),  so  beschaffen, 
dass 

=is^  +  oj^as»- '  -4- .... 

* 


92 


dass  abo,  wenn  bt,...  nicht  Noll  sliid,  ip(s)  tob  GndAS-l 
ist,  wenn  }U{jc)  vom  Cfrade  m.  Sei  dod  ^  Irgwid  «iaeGrOtM, 


bestimmt,  daas 


und  bezeichne  die  Summe  der  Wurzeln  dieser  Gleicbii^ 

80  ist 

also,  da  diese  Wurzeln  von  ß  abhäogen: 

£Sß  =  -bo'  (34) 
Uiffereoxirt  man  aber  (33)  in  Beaug  auf  ^»  ao  iai 


Damnaeb  in  (34): 


Bx   gas 

S^-""i^'(j-)  +  ^<p'(a:)* 


Da  /3  ganz  wilUtührUch  ist,  so  setzen  wir  es  =0,  so  ist: 

^|^i=6o.  (5») 

oder  wana  9(0;)  =  1«  also  6o=0; 
Sei  Btto 

und  habe  F(x)  die  Wurzeln  jti,  jc^t».»apr,  ao  ist 
mid  die  Gleichung  (37)  heisbt  eigentlich: 


I 
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<U     «|,~..«r  die  Wurxeln  von  ^(;c)=0  «iod.  OieM  Ut  aber 

,  l  .   \   . 

,  I  1 


also  wenn  das  Zeiebeii  17  sich  bloss  auf  die  Wondn  von  ff 

^(«-«)**(«)="ji)' 
WM  eben  die  zu  beweisende  Gleichang  Ist 
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iDtegrallbns  quibuflAam  di 

Ancior  Christianas  Fr.  LindmaD» 

Lactor  SirangnMtmU. 


1. 

In  Tom.  VI.-praec.  pag.  1Ö7.  seqq.  Cel.  Arndt  integralia  defioita 

•  0 

tfactat»  «bl  uss  nnm.  iotegro.  Beneicio  tbeorematla 

qaod  in  Tom.  IV.  praec.  pag.  119.  commemoratmn  et  in  Calc  in- 
tegr.  Cel.  Moigno  pag.  45.  quoque  inest»  illa  iotegralia  panllo 
brevius  inveniri  videntur,  ita  ut  sequitor. 

Ct  mailniam  geoeralifatsro  conseqnamor,  pro  ISiBf  pooamv» 

l((Sin9))=:/Sin9 
et  pro  l(— Sin9>)  itidem 

i((-Siii9))s  £SiB9:fc(3&  <f  1)  »  V-=T*). 
El  tbeoremate  (a)  habebinna 


TM«  Caachj,  Coon  i*Aaai^  ds  TBoolc  poljtecimique,  pag. 
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O 

oede  beneieio  tbtoremtti»  ootisninii  iDveniemos: 


n 
1 


0  0  ; 

»TT 


«2/  '/((-SiDy))rfv 
0 

Ex  theoremate  uoper  citato  sequitur ,  ut  sit 
0  0» 

/nn 
/((Siny))dy. 

Onom  Tero  •econdiuii  tbeorena  («)  sit  (iii=nnm  Integro): 

/^i((k\o,f,))df  =J^  i  U^i" (2fii»— 9))))d9 / ((— Sin»))«/?-, 

y  = J'^iSHi^i,  »-9))  d9=f^i  ((SiDy))  ; 

•am  0  0 

babebimus  * 


•)   Vide  Gninerl  Archiv  Tom.  1\  .  pag.  liü. 


M 

dum  est  ii=iiiiiii.pars3m 

/ttnn  />?r 
liiSm<p))d<p=mJ  l((ßiü<p))d9-^m J  /((Smg>))d^ 

o  a  0 

dam  est  ns  Dvm.  imp*=:2m-f  1 
0  o  o 


sUtit  enim 

0  a  X 

q>l{{Sm<p))d<p> 
ti  est  r  =  Dum«  integro,  sscundttm  tfaeoreraa  («)  it 

y^(än9))il»=(ar+l)jf/^ ^(Siiif))il9-y*V((»8nf)>rff .  .-(r) 

Praeterea  est*) 

P p/((Siii9))d9=|^idtifc;r»V^~l, 
0 

9 

Siad  ioreDiendaiDtegralia,  in  quae  integrale  quaeeitumAelrflNitani 
.  est,  formulae  {p  et  (y)  adbibentur ,  addeodo  et  repntudo,  codfliei- 
entes  termini  narum  fonnaUnun  priorii  fai  piogrecsieiie  arithme- 

tica  esse  obtinebimus: 

*)  VMe  Groaert,  AicMr.  I.  e. 


Digitized  by  Google 


97 

(«es Dum.  par.ssim) 

(ii  =  Duiii.  iinp.=2iii-f  i;  " 

o 

IL 

In  Tom  X  praec.  pag.  341.  Gel.  Oieiiger  proposnit  inteffrale 
I  f^^a^^»  ^l'**^"  casiia  taotum  est  Hpecialis  integralis  gene- 


o 

Vttod  hoc  modo  inveoiri  poteat.    Tennini  denominatoria  aunt  in 

I  x^n 

fngicsaione  gaometrlca,  eujaa  anmoia  eataK-| — '—^  ,  quaroobmi 

0  CO 

PosHo  ar«"=jf,  ideoque  ci;r=gjyij-'*<fy,  habeblmu« 


£x  cogoita  vero  foriuula*) 

-j^  =  »Coto«,  1>«>0 


0 

■•Söitur,  ut  Sit 


VM.  d.  gr.  Moiga«,  Cale.  ialegr,  pag.  00. 

TIttü  XVI. 
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Forniiila  (t)  differentianda  respectu  ip«iiis  a  prodil 


1 

Hic  posito  prodit 


2  a 


1.  ,        Sip^  •  '  Sip 


Si  ponimus  a=n— 2,  inveoimu« 

ubi  necesse  est,  sit  n>2,  quia  alloquin  a  evadit  s<Ol  0 
Sch  10 milch  hanc  formalam  proposuit  in  Tom.  XII.  praec.  pi§.^ 
abt  coDtendit  fieri  dod  posne,  quin  qoantitaa  |i  ait  fractio  propi 

negatlFa.  Qiiod  per  n  deaignat,  idem  est  atqaa  —  ~  ia  Umä 

mea.  At  veru  ^iiuiii  2(fi--l)><i>ü  esse  dcbeat,  ut  antea  denn 
atratnm  eat»  nihil  prorsua  impedire  Tidetur,  quominus  iu  foriuu 
(A)az.gr.  «=»  ponaCnr,  duminodo|iit  ii>9.  Haäe  sapposftia  dil 

Codem  modo,  qoo  Integrale  (i)  inTCtttiUD  eat  oegnoocert  «n 
quo  licet 


^    l— a^«+ar*  — ...-|-(_J)•-l;pa(•-l)• 
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Saiarer«  cfimm  termiiii  detwaiioatorte  «iot  in  proftreMiooe  geo- 
■wnc^  CUJUS  saiuma  est  =— | — —  •  evadit 


{«iMtitimido  jf  et  f^molia  cogDitia*) 

y   TfT-ffiSS'J   inr^^Cota».  1>«>0 

li«^  hacproii=Diim.par..  illa  pro  *  ssotmi.  tmp.,  iovesiteri 

(»sBiiiD.  par.) 

n^niim.  imp.  [2(»-l)>a>0, 


III. 


^acillime  iDveninntar  iotegralia  (a^C^ 

Smui^cltfz=z  —          (1),  y  Coanyf/yÄ— jj—  (2) 

«  • 

iu:te  mnitiplicata  per  ^<^<fu(c=rqaaat.posit)»  integratioae  ab tts:0 

bidij^ue  ad  u=äo  lacta,  Uubuot : 

e~*^att  y   Cos  uydy^J  d«. 

Mme  infegrationam  pmmtato,  benaficio  formalanini 


«)  m.  M«igoo  I.  c 


Digitized  by  Google 


100 


inveniemos 


j  ■»=Siü!*,.te«.;''  («. 


o 

PmUo  cscO  io  formula  (4),  habebimas  formoiam  cogoitam 


Si  mv  pro  «  in  formula  (l)  «ubstitoitur,  differetitiatio  res|>ectu  m 
dabit 


y**y  CoBmuydy = 


a  Sineru  2 


floc  quoqae  integrali  per  e-'^du  multiplicato  et  iotegratione  intra 
limitM  »sO»  ttsssao  institata,  prodlt: 


""«■y  II  •   2— 

Ordine  integratioirani  pemalaDdo  et  foimola  (4)  teeofdaiida 

tinebimiui 

.  — — ^=s^'^*»l"-VO+^)  ^) 

Posito  c=0,  /©niu  (B)  dabit,  qaia  ^^=0  proc=3(>, 


^)  Hoc  iategrale  Cel.  Arndt  «liand«  proccdent  inreiiit  in  Tom.  XL 
praec  pag«  TT. 
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»Sin*«  ,  if 


quod  integrale  etiam  hoc  modo  protiari  potMt  Per  partM  inte- 
grando  reperiemus 

qaod  Uktttk  Kmites  0  et  od  0nnituin  formulam  (6)  suppeditat. 
EoiniTero  ounm  pro  fi=®  iadetermioatus  evmdat,  lunitos 


IV. 

De  lotegrali 

Ix  da; 


6*  jr»>»  • 
Poeito  jras^lg^  aocipiiiiiM 

Cognitnm  Tero  est 

o 

et  per  parte«  iotegrando  ioveoimue 

yCoa«( 

,  1.3.6  ...(2n~5)  (2»-3)  , 
+  9-.M.2.3....(«-l)  ^'^8^ 
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3.5...(2w-5)(2>i-3)  j 


o 

iiiamobrem  existit 


l.3.5...(2yi-5)02n--3;  /*  ^rftp 

Quuni  hoc  integrale  intra  ilmites  suraitur,  prima  pars  dextri 
membri  evanescit,  quoniamSin^lt|^=Opro^=0,  «t  CosVf  i^Ag^^^ 

n 

pro  terniinus  secundus  et  qaartus  simul  suiuti  aequale« 

jBunt 

/^iiamobr< 

n 

o 

1         TT    (1.3...(2?i— 5)    2«--;^  1.3...(2n-7) 
^"^C«— 1)  2»-»  f  1.2,..(»— 2)'*'      2  *  1.2.3...(ti— 3)  + 

.  3.S....(2«~5)(2n~^3)^ 
1.2.3....(«— 2)  l 

1.3,6 „.(2n-8)  «I    1  1  .l.,J 

#i  fiinctio  F  et  ^'(a):=^/r(a)  introducuntur. 
Qoam  sit 

repcfttw 
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uode  deoique 


Quaestiones  ad  tiroDes  ezercendos. 
t.  loTenire  cooditioDes  necefwiria«,  ut  Dam.  ioteger 

diyUibilis  sit  per  3,  9,  11.  (Applicatio  Theor.  binom.) 

2.  Geonietricura  invenire  locuin  intersectinnuin  lioearum» 
quae  per  duos  angulos  trianguli  rectilinei  diictae  latoA  «ppMite 
•ob  eodem  aDgalo  aat  io  eaodem  ratioiieiii  Mcest 

3.  lo  venire  triaogolnin  Mqoieramiii  nulmaiii,  qaod  in  sm- 
meoto  eirculari  dato  describi  poesit,  ßto  «t  Tertex  uniiis  aDgoll 
Id  «o  puncto  jaceat,  abi  cborda  in  dnaa  partes  aeqnales  diriM  est. 

4.  Denonstrare  fornmiam  inttgraien 
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* 


Heller   die    Dnrehsclinitts  -  Curven 
a&weier  Flächen  des  zweiten  Orades  mit 
mebrCaebeii  Punkten« 


Unter  den  Durchschnittfi-Curven  sweier  PItchen  des  sfreiton 

(jrades,  die  ihrer  Mannigfaltigkeit  wogen  eben  80  schwer  einen 
Ueberblick  gestatten,  als  sie  sich  in  Folge  ihrer  doppelten  Krüm- 
mung einer  klaren  Vorstellung  entziehen,  bieten  dicieuigen  noch 
du»  ni«l0f6ii  Anhalispankte  dar,  welche  mit  der  einfaeiisten  Singu- 
larität» dem  Doppelpunkte,  versehen  sind.  Für  sie  nnmiicb  ^tt 
eine  naturliche,  d.  Ii.  eine  durch  die  Natur  der  Curve  s«^llist  gege» 
bene»  l'rojectious -  £bene  und  ein  ebenfalls  naturlicher  iMitteipuiikt 
der  Perspectire  entgegen,  wir  meinen  bezüglich  die  durch  die  Tan- 
genten des  Doppelpunktes  bestimmte  Ebene  und  den  letzteren 
selbst;  dazu  kommt,  dass  sich  für  die  Beziehungen  zwischen  der 
Projection  der  Curve  auf  die  eben  erwähnte  Ebene  und  den  sich 
schneidenden  Flächen  ein  {fasslicher  Ausdruck  findet,  der  oben- 
drein die  Classification  dieser  Cnnren  anmittelbar  liefert. 

1.  Zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  and  eine  L^bene  haben  im 
All^meinen  und  also  höchstens  vier  Punkte  gemein ,  den  Fall 

ausgosehiossen,  wo  die  Flächen  sich  in  ehonen  Curven,  in  Kegel- 
schnitten, schneiden  und  somit  unendlich  viele  l^iniktn  gleich/,»  itig 
auf  den  drei  Oertern  liegen  können.  Fine  Folge  <iie>t's  Fartiims 
ist,  dass  die  Durchschnitts -Curve  zweier  Flächen  des  zweiten 
Grades  höchstens  zwei  Doppelpunkte,  keinen  dreifachen  Punkt 


Punkt  aufweist.    Legt  man  durch  zwei  hiernach  als  mogUcb 


Von  dem 


Herrn  Doctor  Beer, 


PriTsCdooeaten  an  der  UniTmitit  so  Bunn. 


höchstens  einen  vierfachen 
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denkbare  Doppelpunkte  und  einen  dritten  Punkt  einer  solchen 
Gofre  eifie  Eb€Be>  so  roflssen  alle  Puokte,  in  welchen  diese  die 
eine  Fläche  sehoeidet^  auch  auf  der  zweiteD  Flficbe  liegen.  Die 
beiden  Flächen  schneiden  sich  (olglicb  in  einer  ersten,  mithin 
auch^  in  einer  zweiten  ebenen  Curve.  Besitzt  also  die  Durch- 
schnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  zwei  Doppel- 

t unkte,  so  be^tteht  sie  aus  zwei  Kegelschnitten,  die  sich' in  den 
eiclen  Doppelpunkten  schneiden  pder  die  zu^^ammenlailen  uudUie 
DoppelpmiKte  aolhebnen.*) 


•)  Zu  diesem  Ue.>iiUatc  gelangt  man  auf  dein  Wege  der  Rech- 
auog  durt'h  folgende«  Veriahreo,  woliei  nur  der  ailgemcinu  Fall  vor  Au- 
gm  gohnlteB  wird  K«  «eien  P  «nd  die  beiden  Doppelpunkte;  in 
ihnen  fallen  nUdann  die  Tangential-Gbenen  der  beiden  «ieli  MäneMeadca 
Hächen  zuitaronien  (2).  Die««  Tunpential  -  Ebenen  nehme  man  7.11  E!»e- 
nen  der  JTS  und  pz,  ihre  Dtircbachnitt«liuie  alvo  zur  »  -  Axe.  und  man 
lege  die  x  •  Axe  und  «  -  Axe  retp.  durch  P  und  P*,  In  Bezug  auf 
dieeee  Coordlatten-Syeten  seien  die  Gleichnugen  der  beiden  Fliehen: 

und 

Da  nun  die  X-  Axe  sowohl,  als  aucb  die  |f -Axe  die  eine  wie  die  aadere 

Fläche  berührt,  so  ist: 

Die  Coordinaten  de«  Punktee  P  aind  aUdann  s=aO,  ^=0,  ;r=^ — i-  ,  die 

1 

dee  Pnnktee  P  »=0,  «=0,  jr=— — .  Und  weil  die  Ebene  x%  beide 
Fliehen  in  P  berührt,  so  ist  tur  die  Coordinaten  diese«  Punktes 

'V-O    ^-0    ''^-0  ^-0 

jj-»'  s-"'  i^-"'  Ä-"' 

eowie  nndererseICs,  da  auch  die  Ebene  pz  gemeinschaftliche  Tanrentlnl- 
Ebenc  beider  Flächen  ist,  die  Coordwalen  des  Punktes  P*  den  folgenden 
Gleichnogea  Genüge  thon  müssen : 

^-0  ^-0 

Attseer  den  bereite  gefandeaen  erimltea  wir  hiernach  noch  folgende  Be- 
diugnngeni 

-:^*=<>.  -:S?+*'=*«  -^*+*=«-  -:$P+''  =^- 

•0  dass  die  Gleichnagen  der  beiden  Fliehen,  wenn  nur  die  nöthigen  Con- 
itanton  heibehniten  werden,  h»  folgende  ibergehen: 
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Dmiben  wir  um,  wm  dlem  Obigen  gemlM  aoeh  gestitlil  hä, 

die  Durchschnitts  •  Curve  avreier  FI&iieB  des  zweiten  Grades  ait 
einem  drei  rächen  l^uiikte  versehen,  so  schneiden  sich  in  diesen 
drei  \  erschiedene  Aeste.  Wenn  daher  durch  den  sinsulä- 
ren  Punkt  eine  Ebene  gelegt  wird,  welche  zwei  dieser 
Aeste  schneidet,  so  uiuss  sie  die  letzteren  ganz  entbalteo, 
da  aoaat  einer  Ebene  und  swei  FlieiieB  den  aweitea  Graden  fltof 
und  nicht  mehr  Punlcte  -gemein  wären.  Die  beiden  Flaches 
adineiden  sich  hiernach  ia  einer  eiienea  Curve,  mithiaaiich  ia  ci* 
ner  zweiten  ebeuei)  Curve,  die  aus  dem  dritten  Curvenzweige  und 
einer  vierten  Geiaden  bestehen  mu^s.  Diese  Gerade  liegt,  da 
die  soeben  angestellte  Betrachtung  auf  je  zwei  der  drei  Aeste 
übertragen  werden  kann ,  mit  einem  jeden  der  letzteren  in  dersel- 
ben Eliene,  d.  Ii.  nie  geht  durch  den  ninfnilKrea  Pttnkt.  Die  Durch- 
scbnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  Itann  nie  ei- 
nen dreifachen  l^unkt  besitzen ;  weist  sie  einen  vierfachen  Punkt 
auf,  so  besteht  sie  aus  vier  geraden  Linien,  Hie  sich  in  demselben 
Punkte  schneiden.  Von  diesen  (jleraden  kann  ein  Paar  oder  beide 
Paare  imaginär  werden.  Wir  unterscheiden  dem  Obigen  gemäss 
folgende  Arten  der  Dnreliachaitta  -  Cnnrea  aweler  Fiiehca  dei 
aweitea  Graden: 

1)  Die  Carve  besitzt  keinen  mehrfachen  Pnnirt. 

2)  Sie  weist  einen  ehisigen  Doppelpunkt  oder  eineii  emzigeo 
vierfachen  Punkt  auf. 

3)  Sie  hat  zwei  Doppelpunkte  und  besteht  alsdann  aus  zwei 
reellen  oder  imaginären  Kegelschnitten,  die  sich  in  den  Doppel- 
punkten schneiden 


Für  die  Gleirhung  einer  Fläche  drs  xweitMi  Gmde«,  di«  4m 
schnitt  Ton  /opd  P  •ofnininC.  ergibt  eich  kiemnt: 

.  di^Xd'      .  eile*  ,  .  A+;.A' 


Vergleichen  wir  die  linke  Mte  dicMr  €leidb««g  mit  dca 

9  =  (  V«  -ri-      .y+aa +1 )  ( V«-r  +  V*  i^+a' »+!) 

so  leuchtet  ein,  dati  jene  auf  din  Form  von  y  gcbmcht 

jl,  a  and  a'  ro  wAhll,  duM  «ei : 


?=0  stellt  aber  aUdann  xwei  Ebenen  dar,  deren  Dorchtcbnitt  die  PaDkte 
aod  P*  enthiU,  wonns  wir  entnchmcB,  das«  eich  die  Flidies/  oa^ 
t  hl  swd  tkmm  Gniven  tchneiden. 


Digitized  by  Google 


107 

4)  Jeder  Punkt  der  Durchscbnitts-Curve  ist  ein  Doppelpunkt, 
und  die  Fliicheu  schneiden  «ich  in  zusanimenfaUenden  ebeoeo 
Corven,  d.  b.  sie  berühren  sich  in  einem  Kegelschnitte. 

Bei  den  im  Folironden  niltsotlieilten  Entwicklungen  liaben  wir 
aus  den  im  Eingänge  vorgeführten  Gründen  unser  Augenmeric 
nur  auf  den  zweiten  Fall  gerichtet,  dessen  analytische  Auffas- 
sung dl«  Falle  3)  DBd  4)  imrolvirt 

2.  In  dem  Punkte/-*,  der  den  beiden  Flächen  f  und  f  vom  zwei- 
ten Grade  gemein  i«(t,  seien  an  diese  Tanpential-Ebcnen  e  und  t' 
gelegt.   Der  Durchschnitt  von  e  und  e'  berührt  den  der  Flächen 
/  und        so  dass  die  Tangente  dieser  Curve  in  dem  Punkte 
dessen  Coordinaten  z  Miett,  durch  folgeodc  GlMcbiingea 

dargestellt  wird: 

Der  Punkt  P  tritt  DVD  erstlich  als  singulärer  auf,  sobald  die 
Durrhschnittslinie  von  e  und  e'  dadurch  unl)e:8timmt  wird,  dass  die 
beiden  Berührungs-Ebenen  e  und  g'  susanimenfailen,  also  für  die 
Flächen  iu  P  än  Contact  eintritt  Der'  sndytisdie  Ansdrock 
fir  diese  BediBgeng  ist  das  Bestellen  folgender  swei  GielclMiBgen: 

df    ^   df  ^ 
^dx    dx    dg  du 

dz     dz     dz  dl 

Wird  diesen  Gleichungen  von  den  Werthen  der  Coordinaten 
des  Punktes  P  Genüge  geleistet,  so  lässt  sich  zur  Bestimmung 
der  Geraden,  welche  die  Curve  in  dem  singujären  Punkte  P  be- 
rubren«  folgender  Weg  einsdilagen. 

Es  seien  z  nnd  c'  bezüglich  die  Ordinaten  von  f  vnd  f,  und 
aus  den  Gleichungen  /'=Ound  /*=0  ergebe  sich  z=2x,y,  z'=2*,,y. 
Für  einen  der  Projection  {xi,  y,)  von  P zunächst  gelegenen  Punkt 
(xi-i-dx,  yi  +  dyy  drückt  sicB  alsdann  die  Differenz  ^  der 
Ordbtaten  oelder  FlSeben  se  ans: 

A=(.-«0+(^-si)'fa+(^--'Iy> 
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Es  reducirt  sich  dieser  Ausdruck,  da  P  beiden Fl&chen  gemeia- 
«am  ist,  und  io  Folge  der  Gleichungen  A. 

th  dl  dt' 

btt  auf: 

^^\iU^~duy  2!  ^"  Kd^dy     dxdy)  2! 

fd:h  d-^J\dy* 

-^W-di^j-^r-^"" 


en  nun  Xn-i-da:  und  yi^dy  einem  Punkte  entsprechen»  der 
f  uüd  f*  befindlich  und  dem  Punkte  P  nScfast  anliegend  lat^ 


Sollen 
auf  . 

aelo 


Hiernach  ^iht  es  airei  durch  bestimmte  Riehtongen»  naeb 

welchen  dem  Punkte  P  ein  Punkt  der  Dorchschnitts-Curve  nächst 
anliegt.    Zivei  nach  eben  diesen  Ricbtmigen  durch  P  selegto 

Gerade  berfiliren  die  Curve.  Diese  Tanjjenten  liegen  in  den  zu- 
fiammcnfallciHlen  Tangential -Ebenen  e  und  s'  und  die  Gleichung 
ihrer  Projcction  auf  die  Ebene  Xjf  ist: 

BerQhren  sich  also  zwei  Fi.'ichen  des  zweiten  Grades  in  einem 
Punkte,  seist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchschnithi  Corve.  Wenn 

die  beiden  aus  B')  sich  erii;ebenden  Werthe  von       reell  sind,  so 

ist  der  sinunläre  Punkt  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  d.  i.  der 
Durchschnitt  zweier  reeller  Zweige,  und   wenn  ausserdem  die 

Werthe  ?on  ^  einander  gleich  sind,  so  ist  P  eine  Spitxe  oder 

es  berfihfen  sich  in  Ihm  sirei  reelle  oder  imaginäre  Curven-Aeate. 

Liefert  aber  andererseits  die  Gleichung  B')  für  imaghiire 

Werthe,  so  tritt  der  singul.äre  Punkt  als  eigentlicher  Einsiedler, 
d.  L  als  der  Dnrchaeboltt  aureier  Imaginftrer  €onrao- Zweige  anf. 

Um  In  der  Gleichung  B")  die  Functionen  f  and  f  in  EvidenB 

aa  bringen,  dlferentiire  man  die  Gleichungen  /=0,  der  bei* 

den  Flächen  zweimal  nach  x,  zweimal  nach  y  und  einmal  — *~  ~ 
und  y    Man  erhalt  alsdann,  nachdem 

dz  dz^  dz^  ^ 
tbe*  dx'*  d$  dy 
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mit  Hdlfe  der  ersten  partialeii  Difereotialien  jener  Gleichungen 
eliminirt  werden«  seche  Gleicbviigen  des  ersten  (»rades  sur  Bestim- 
maog  voo 

fPz     fPz     d*r_  rfV  fPi* 

sodass  alsdann  an  die  Stelle  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichung 
AnsdHIcke  in  DifferentiaKen  von  /  und  f  gesellt  werden  kVnnee. 

Lassen  wir,  >vas  der  Alli;enieiuheit  der  Betrachtungen  keinen 
Abbruch  thut,  die  z-AxcMnit  der  gemeinsamen  Normalen  der  bei* 
den  Fliehen  zusammeofnllen,  eo  nehmeii  die  ISleicbangeo  der 
letetereo  diese  Gestalt  an: 

/-=  o  j:«  +  6f/«  +  C2«  +  rfory  +  earx + /i^z  +  irz  =  0 , 

Da»  wie  wir  nnteretellt  haben,  weder  ^  noch  f  in  d«n  Doppel- 
Punkte  P,  dem  jetzigen  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  mit  einer 
Singularität  behaltet  ist,  so  ist  es  gestattet  für  ff  und  die  Ein- 
heit zu  setzen,  und  dadurch  erhalten  wir  nach  Ausführung  der  so- 
eben erwähnten  Substitution  zur  Bestimmung  der  Tangenten  der 
Darehschnitts-Corve  in  P  folgende  Gleichung: 

yjdai^'' day^ \d^ed^    djcdyjdx  ^  \dtf'^  djfy\da:) 
oder: 

'^^—d^^^    dxdjf     dl^     dy^  \dä:J 

Die  Gleichung  /*— /*=0  gehurt,  da  sie  nur  Glieder  der  zweiten 
Dimeoslon  enthält,  einer  allgemeinen  Kegelfläche  des  zweiten  Gra- 
des an,  auf  deren  Singularität  (der  Spitze  oder  der  Kante)  der 
Anfangs -Punkt  <lcr  roordinaten,  oder  der  singulare  Punkt  der 
Curve  gelegen  ist  und  die  den  Durchschnitt  von  /  und  aufniiuuit. 
Die  Richtungen  der  beiden  Geraden ,  in  denen  diese  Kegelfläche 
von  der  Ebene  j-y  geschnitten  wird,  bestimmen  sich  durch  eine 
mit  B")  identische  (ileichung,  woraus  wir  schliessen,  dass  jene 
Geraden  die  Durchschnitts-Curve  von  /'  und  f  berühren.  Schnei- 
den sich  also  swei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einer  Cunre 
mit  einem  Doppelpunkte,  der  duich  ilas  Zusammenfallen  der  T.tn- 
gential- Ebenen  neider  Flachen  entstanden  ist,  so  liegt  die  Durch- 
schnitts-Curve  auf  einer  Kegelfläche  des  zweiten  Grades,  deren 
Singularität  durch  den  Doppelpunkt  ^eht,  und  die  gcnieinschaft- 
Hche  Berfihmngs- Ebene  schneidet  diesen  Kegel  in  den  Tangen- 
ten des  singulären  Pai.Kfos  der  Diirschiiitfs-Curve.  Eine  Perspec- 
tive, deren  Mittelpunkt  in  der  Singularifiit  einer  Curve  der  er- 
wähnten Art  liegt,  liefert  mithin  als  Ansicht  der  letzteren  einen 
Kegelschnitt* 


HO 

3.  Wenn  die  Coefiicienten  einer  der  beiden  Gleichungen 
0=0,  e'=0  (S.  Anfanaj  der  vorigen  Nummer)  z.  B.  der  ersteren, 
veTScbwinden,  so  wird  die  entsprechende  Ebene«  also  e,  und  als- 
dano  aach  der  Dorcluiebnitt  von  e  und  unbestininit;  die  Dordi« 
schnitt« -Curre  weist  in  P  eine  Singularität  auf,  die  sie  dem  Um- 
stände verdankt,  dass  eine  der  Flächen,  nämlich  in  demselben 
Punkte  eine  Singularität  besitzt,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dasa 
/  eine  KegelflSclie  iat»  deren  SingularitSt  darchPgebt.  Obgleieli 
nan  hiernach  die  hierher  gehörigen  Curven  aidi  TOD  den  sub.  2. 
betrachteten  in  Nichts  unterscheiden*),  so  wollen  wir  dennoch 
den  Weg  zeigen,  auf  dem  sich  hier  die  Natur  der  Singularität 
unmittelbar  finden  iSsst  Es  sei  f  die  konische,  P  die  andere 
Fliehe.  Blee  erale  parliale  DiiereotiatieD  lleÜNt: 


df  df  dz      ^r.^t  l*-o 

dx    dz  '  'dx'~^*    dy  +  dz  '  dy^^* 

^^'IL  ^-n    '^t^'^P  'fj^^a, 

ISx^dif    rf^r"""'    dy  +  dx'  dy 

woraiia  sich  flir  ^  and  ^  beetfnmte  Werthe  erfi|ebeii,  wthiendf 

dx         dz  0 
die  ven  ^  und  ^  anter  der  aobestimmten  Form  aoftreten^ 

(iodem  wir  immer  ein  orthogonales  Coordinaten •  8y8tera  unterstel* 
len,  dessen  AnfnTigspunkt  in  den  singulären  Punkt  P,  und  desaCD 
z-Axe  mit  der  Normalen  von  f  in  P  zusanimenßiUt.) 

Sucht  man  nun  den  wahren  Werth  von  ^  z.  B.»  so  findet 
man: 

dx  ^       (Lx^    djcdy  '  dx    dxdx  *dx     dy  '  dx) 

las  —  ^Y-jlJ^L  '!l a.^Tv^lT'^''  *^y\  ' 

dadz  +  dydx       +  ife«  l~dx  +  d*j 

dl 

Ein  ihnlicher  Ausdruck  ergibt  »ich  fiir  Wir  setzen  imf 

Abkürzung  ^  +  ^  *         ^?  alsdann  wird  : 

dt     Xj-l.V  dt^rj-m.V 

Die  Ausdrücke       Y,  Z  ond  V  sind  in  Bezug  auf  ^  vom  ersteff 

Grade,  l,  m,  p  vom  nullten,  d.  1.  constant.  Durch  Verbindong 
der  liciden  letzten  Gleichaogen  erhalten  wir  die  neue: 

*)  IHea  leuchtet  anrh  daraus  ein,  diu  f^l/*:sO  dl«  Glelchang  ei- 
ner Fläche  de«  sweiien  Grade«  ist,  die  ohne  Kcgelfläche  %n  sein,  durch 
den  Uurclischnitt  von  f  und  p  geht,  und  die  Fliehe  f*  P  berührt: 
gerade  der  io  2.  betrachtete  Fall. 
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in 

* + * .    = (fj^i^^ä) 

dx^djf  dm  • 

dz*    dl'  dy 

BmidiDeii  wir  dem  Froheren  analog  ^  +      *  ^  ^*»  ^ 

■088  fiir'die  dnrch  j^.  beatimmte  Richtang»  nach  weicbar  man 

?•»  dem  singnIlren  Pnnkte  P  aua  fortnchrelten  ronss,  nm  an  dem 
ihn  nächst  anliegenden  Punkte  der  Durcbacbottta-Curve  zu  gelao* 
^en,  F=  V*  aeiii.  Zur  Bestimmung  der  Taugenten  der  Cnrve  er» 
halten  wir  aonacb  die  Gleichung 

Diene  Gleichung  iat,  wie  an  erwarten  war,  in  Beang  aof  ^ 
quadratisch ;  P  Ist  folglich  wiederum  ein  Doppelpunkt 

Las8en  wir  die  tlbene  xy  die  Fläcbe  p  iu  P  berühren  und 

legen  wir  durch  P  die  s-Aze,  ao  verachwinden  ^  nnd  ^*nnd 

deomirolge  auch  F*.  Unaere  letite  Glelchuog  geht  aladann  la  die 
folgende  Ober: 

'^'dx  =^dx'^  ^^dxdif  dx^  dy'  \dxj 


4  Wenn,  waa  den  dritten  möglichen  Fall  ausmacht,  die  Coef- 
Scienten  in  e  ==  0  und  e'=  0  sämmtlich  yerschwinden,  so  sind  beide 
Fliehen  konisch,  und  ihre  Singularitäten  sehen  durch  den  Punkt 
P.  Dehnen  wir  hier  das  in  der  vorigen  Nummer  für  f  beobach- 
tete Verfahren  auch  auf  f  aus,  so  gelanqen  M  ir  /ur  Hestininiuiig 
der  Tangenten  des  sitigniären  Punktes  der  Durchscbnitts-Curve  zu 
folgenden  zwei  Gleichungen: 
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AvMetdcB  Iwtiiuui  F=s  V\  so  du»  neh  F  und  F*  elimiaireo  las' 
sen  and  dadarch  eine  Glelchnng  tesoltirt,  die  in  Besog  auf  ^ 

vom  vierten  Gerade  ist  Der  glnguläre  Punkt  ist  liieraach  «in 
vierfacher,  und  die  Durchschnitts- Carve  besteht  aus  vier  Geraden» 

die  sich  in  deniselbcn  Punkte  l)egcgncn ,  ein  Resultat,  welches 
leicht  a  priori  hatte  !ie\\onnen  werden  können.  Von  jenen  Ge- 
raden künnen  je  zwei  zusammeofalien ,  sowie  ein  oder  beide 
Paare  imaginSr  werden. 

5.  In  den»  Vorhergehenden  hahen  \\  \x  «lariiethan ,  dass  es 
für  die  Durchschnitts-Curveu  zweier  i  lachen  des  zweiten  Grades 
mit  einem  melurfacben  Pnoitte  immer  eine  IconiMhe  Projection 
des  zweiten  Grades  gehe,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass  sich 
jene  (^urven  als  Ko'jclschnitte  konisch  projiciren  lassen.  Die  Sin- 

Sularitäl  des  projicirenden  Kegels  gebt  durch  den  singulären  Punkt, 
eben  wir  uns  andererseits  nacn  einer  einfachen  cj^indrischen 
Projectionsart  uro,  so  bietet  sich  ans  am  eheaten  diejenige  dar, 
deren  Axe  In  dem  allgemeinen  Falle  mit  der  Normale  der  Curve 
im  singuliiren  l^unkte  zusammenfällt,  und  deren  Projections-Ebene 
die  beiden  Tari<;i>iiten  des  singuliiren  Punktes  enthSit  Anaaer 
dem  ietzteren  liegt  alsdann  kein  Punkt  der  Cnrve  iti  jener  Eliene.  . 
Nehmen  wir  wiederum  diese  zur  Ebene  j"//,  die  Normale  zur 
:-Axe,  so  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichungen  beider  sieb 
acbneidendeo  Flächen  die  folgende: 

Fs  ff +  6jf«  dxjf  i-esn-^fyx-^gt 

ond 

In  dem  allgemeinsten  Falle ,  wo  weder  F  noch  F'  dadurch,  dass 
g  oder  ff*  verschwindet,  sich  auf  eine  Kegelflfiche  zurückzieht, 
erhält  man  durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  für  die 
Prejectien  der  Dnrcbacbnitta-Carve  auf  die  Ebene  ^y  folgende 
nene: 

mid 

Wir  können  nun  die  fragliche  Curve  als  den  Durchschnitt  der 
beiden  Flächen  <P  und  jf  betrachten.  An  die  Stelle  von  ^  tritt» 
wenn  c  oder  c'  ^^verschwindet,  bezüglich  F  oder  F\  und  wenn 
beide  Constanteo  verschwinden*  irgend  eine  dieser  Flächen. 

Wenn  im  Besonderen  g  oder  g',  z.  B.  das  letatere«  der  Null 
gleich  wild,  ao  führen  wir  die  flidie  K  nicht  ein,  aondem  be- 
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tnebten  die  Gvire  ab  Durchschnitt  der  FlSchen  ^  and  #*.  Ver- 
schvrindet  aber  auMcr  ^  aoch  noch  tft  «o  fiUim  wb  gar  ka&ne 
neue  Flache  ein. 

Verschwinden  endlich  g  und  g'  zumal,  so  fii'hren  wir  nur  in 
dem  Falle  die  Fläche  Q>  ein,  wenn  weder  c  noch  d  Tcrscbwindet, 
«od  betrachtM  danv  die  Corre  als  den  Darebschnitt  toq  4D  nad 
eiaer  der  beiden  Fliehen  F  and  /*. 

Wenn  wir  auf  die  angegebene  Weise  verfahren,  eo  können 
wir  die  fiagUchen  Cur?en  binetellen  als  den  Darcbochaitt  ureier 
Fliehen  ^  and      deren  Gleicboogen  die  felgendea  afaid! 

L  9<==:0,    II.  teA^-|-ctt«-fl-ibaO» 

tre  ^  and  k%  horoegene  Fanctienen  des  sweiten  tirades,  k  oad 

9>  alter  allgemeine  Functionen  des  ersfen  Grades  bedeuten.  Als 
all^jcnieinster  Fall  ist  alsdann  derjenige  zu  betrachten,  wo  /•  ho- 
mogen ist,  während  derjeuige  ausser  Acht  gelassen  werden  kann, 
wo  k  sowohl  als  aoch  9  Constanteo  enthdten.  Als  besonderer 
Fall  scheidot  sich  hiernach  derjenige  endlich  noeh  ab^  in  welehen 
k  |eioe  Constaate  enthält,  9  aber  homogen  Ist. 

6.  Indem  wir  sanichst  den  angemeinen  Fall  noiierer  Betrach* 
tuog  anterkiehen ,  nehmen  wir  an ,  dass  k  homogen  sei.  M^r  ser- 

legen  qna  die  Fftctoren  p  und  q  vom  ersten  Grade,  sowie  k^ 
in  die  Factoren  r  und  «,  und  setzen,  um  eine  homogene  bezeicboung 
sa  cvhalten,  9>=<  und  Ar=«;  die  €leiehungen  1«  und  IL  «chref 
ben  sieh  alsdann  wie  folgt: 

I.  <I>=;>7  +  <i=0,    II.  Ä:=r*+««+W2=0. 

Die  Gleichung  I.  stellt  eine  nicht  seschlossene  Fläche  de«  zwei 
ten  Grades  dar,  welche  vuu  der  £bene  xy  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  berührt,  und  gleichzeitig  in  den  beioea  Geraden 
»=rO,  9=0  geschnitten  \\\xA.  Die  x-Axe  ist  eine  Asymptoteo- 
tiichtung  (lieser  Fläche,  da  diese  von  jeder  mit  jener  Axe  paral- 
lelen Geraden  nur  in  einem  einzigen  in  endlicher  Entfernung  ge- 
legenen i'unkte  geschnitten  wird.  Es  wird  diese  Fläche  von  zwei 
dareb  die  s-Axe  and  die  Geraden  p  und  ^  gelegten  Ebenen  in  zwei 
mit  der  z»Axe  parallelen  Ccradrn  cjeschnitten,  die  in  der  Ebene  f=0 
liegen.  Die  Gleichung  II.  gehört  einer  Kegelfläche  an,  deren  Sin- 
gularität durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehti  und  die 
▼on  der  Ebene  in  der  Geraden  r  nnd  #  gesehnitren  wird.  Zwei 
^enen,  welehe  die  z-Axe  nnd  die  C^raden  r  und  $  aufnehmen» 
schneiden  jene  Kegelfläche  in  einem  Paar  anderer  Geraden  r'  und 
f',  die  in  einer  Ebene  liegen,  deren  Gleichung  az4  ii  =  0  ist.  Diese 
schneidet  die  Ebene  dwln  der  Geraden  n.  Die  Nator  derFlicfae 
<r^liefert  uns  die  Unterscheidung  von  drei  Fallen  :  es  kennen  nä'mlich  p 
ui»d 7  beide  reell  lind  untricieh  oder  reell  und  gleich  oder  ondlich  beide 
imaginär  sein.  Wir  wollen  diese  Falle  ein/ein  untersuchen.  Es  ^eien 
nun  erstlich  p  nnd  7  reell  und  ungleich.  Die  Fläche  <Z>  gehurt 
alsdann  im  Allgemeinen  einem  hyperbolischen  Hyperboloide  an 
und  geht  im  Besonjleren  in  ein  hyperbolisches  Paraholoid  oder  in 
einen  Kegel  i'iber.  Das  i'roduct  t%  lässt  sich  immer  auf  die  Form 
^ryq^-Sr^pq  bringen,  so  dass  sich  also  für  die  Gleichung  der 


Thea  IVI 


n 


iU 

Protection  der  UurdMchnitts-Curve  auf  die  Ebene  jrjf  die  iblgeode 
ergibt : 

wo: 

u=%q  -f  np  and  iStt'q  i-  n'p  -f 
so  daM  sich  för  C.  auch  schreiben  läset: 

Diese  (ileichung  bat  die  allgemeioe  Form  derjenigen  einer  (^jrre 
des  vierten  Grades  mit  drei  l)u|>pelpunkten.  Diese  liegen  in  deu 
Darchschnitten  der  drei  Geraden  p,  q  und  t\  denn  ffir  f=sOs.B« 
wird  die  Gleichung  durch  p^=.Ü  und  ^^  =  0  befriedigt»  so  da«s 
also  t  in  seinem  llurchschnitte  mit  p  und  mit  q  je  zwei  Punkte 
mit  derCurve  gemein  iiat,  ohne  sie  jedoch  zu  berühren,  da  auch 
p  ond  q  in  denselben  Punlcten  die  Curte  zweinisl  schneides.  Em 
▼errflcken  diese  Doppelpunkte  der  Projevtiou  ihre  Lage  nicht,  so 
lange-  <P  dieselbe  Fläche  bleibt  und  w  ie  auch  die  Ke^eliläche  K 
der  Gestalt  und  Lage  nach  sich  ändern  möge.  —  \Vir  wollen 
sehen ,  wie  die  Lage  der  Doppelpunkte  von  der  Natur  der  fläche 
0  und  Ihrer  Lag«  abhängig  sind.  Wenn  (  die  allgemeine  Functioa 
des  ersten  Grades  darstellt  und  soivohl  als  auch  q  enthhit,  so 
ist  fP  ein  hyperbolisches  l^lyperboloid.  Alsdanu  besitzt  die  Pro- 
^  jection  üusser  dem  Punkte  {p,  fA  noch  zwei  in  endlicher  Entfer- 
nung gele£;cne  Doppelpunkte.  Verschwindet  in  t  der  Coeflicient 
.  einer  der  neiden  Variabein,  so  dass  also  die  Gerade  t  einer  der 
Geraden  p  und  q  parallel  lauft,  so  uclit  (I>  in  ein  h\ perholisches 
Paraboloid  über,  und  die  Curve  behalt  aus«»er  dem  Punkt  {p,  q) 
BOT  mehr  einea  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Doppel  paukt. 
Dadurch  dass  der  dritte  Donpelpunkt,  welcher  (p,  ()  sei,  in  das 
Unendliche  rückt,  erlarifit  die  Curve  z*vei  Asymptoten,  die  den 
Geraden  p  und  t  parallel  sind.  —  Die  Axe  des  eben  erwähnten 
Paraboloioes  flillt  mit  der  Normalen  des  siagallrea  Punktes  Psu- 
samOMn,  sobald  sich  /  auf  eine  Constante  zurückzieht  In  Folge 
dessen  rucken  die  Doppclpunkte  (p ,  t)  und  (9,  t)  unendlich  w  eit 
weg,  und  die  Projectiou  l»ebält  nur  deu  einzigen  Doppelpunkt 
(Pi  9)»  wahrend  gleichseitig  Ihis  Gleichung  in  die  folgende 
dhergeht: 

pqia'pq—ii'q—Ti'p |  -k^ßp^^f'q^  +  d>^=0. 

Wir  meheo  aas  ihrer  Form»  dass  die  beiden  Geradeo  p  uad  f 

and  ein  «weites  Paar  ihnen  paralleler  Linien  p — ^>  9—^  als 

Asymptoten  der  Projection  auftreten.  Die  Grund-Curve  der  letzte- 
ren besteht  ans  awei  durch  dsn  singallrea  Pankt  gebenden  Ge* 
rnden.  —  Wenn  endlich  i  in  die  homogene  Function  des  ersten 
Grades  übergeht,  so  artet  <P  in  eine  Kegelfläche  aas.  In  der  Glei- 
chung der  Projection  erscheinen  dann  nur  Glieder  von  vier  Di- 
HMnsienen»  sie  gebOit  sise  vier  geraden  Uden  an»  die  sich  im 
Aofimgsiniskte  der  Goordfaiatsn  bsgegsen. 
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Die  CSIelefiofi^  C  liOrt  nl  einer  etf^fHebee  Gurre  dee  v(ef- 
teil  (sradei«  anzugehören,  vrenn  k  in  zwei  sich  schneidende  Ehe« 
nen  fibergeht.  In  diesem  Falle  nKinlich  lfis»t  sich  die  linke  Seite 
der  GleicDong  II.  in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades  und  folg- 
Hell  aocli  die  der  CHeiehung  C.  in  swei  Factoren  des  zweiten  Gra- 
des zerlegen,  so  dass  diese  letztere  Gleichung  zwei  Kegelschnitte 
(reelle  oder  imaginäre)  darstrllt,  die  den  Punkt  /-*  gemein  haben. 

Eine  besondere  Lage  der  Kegelflaehe  K  bedingt  eine  Heduction 
des  Grades  der  GieichuDg  C.  Fällt  nämlich  uie  Normale  in  P 
mit  einer  Seite  des  Kegele  sueMiiineo»  eo  verschwindet  io  der 
Gleichung  II.  der  Coefficient  «»  und  anetatt  der  CUeichiiDg  C 
erhalten  wir  die  folgende: 

and  dieee  stellt  eine  Curre  dee  dritten  Grades  dar,  für  die  der 

Pmkt  {p,  q)  ehi  Doppelpunkt  Ist.  Gekt  die  Kegelfinche  in  die- 
ser ihrer  Lage  in  zwei  Ebenen  fiher,  so  zerffilft  die  Curve  des 
dritten  Grades  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade,  die  mit 
jenem  den  Pnnlct  {p,  o)  gemein  hat  Wir  tlberkeben  uns  der 
weiteren  Speeiication  der  muglichen  FlHe,  um  /.ut  Betraditnng 
der  ISatiir  der  Doppelpunkte  überzugehen.  Die  Tangenten  des 
Do)j|>el|mnkte8  (p,  q)  werden  reprüsentirt  durch  Gleichungen  von 
der  Form : 

und  die  Werthe  von  It  und  sind  die  Wurzeln  der  quadrafiselMS 
Gleielmiig: 

Ans  den  CoeAcientea  dieser  Oleictiiing  ersehen  wir,  dass  die 
Tangenten  mit  den  beiden  Geraden  r  und  t,  in  welchen  der  Kegel 

K  von  der  Ebene  .ri/  gesrhnitton  wird ,  zusammenfallen.  Jenach- 
dein  d^ — 4ßy  positir  oder  negativ  oder  der  Null  gleich  wird,  d.h. 
jenachdem  K  tod  der  Ebene  arv  In  zwei  reellen  sich  schneiden- 
den oder  zusammenfallenden  Geraden  oder  nur  In  einem  Punkte, 
dem  Durchschnitte  zweier  imaginärer  Kegelseiten,  gesclmitten  wird, 
ist  /■*  ein  eigentlicher  Doppeljiunkt ,  eine  Spitze  oder  ein  isolirter 
Punkt.  An  die  Stelle  der  Spitze  tritt  in  dem  Falle,  wo  der  Kegel 
In  swef  Ebenen  ansartet,  der  Berfibrungspnnkt  sweter  reeller  oder 
baaglnirer  Cnrvensweige. 

Die  Tangenten  der  beiden  auf  (  gelegenen  Doppelpunkte 
haben  Gleichungen  von  der  Form: 

Die  Werthe  von  ^  etc.  bestimmen  sieb  dnteb  die  qoadratf- 
scben  Gieicbnngen; 

2)  a|iS— S|t-Fy=0,      3)  av^sKv-|-/}=0. 

8* 
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Um  die  Abhingigfceit  der  Natw  dieeer  Doppc  lj»aakte  von  den 
Flächen  O  und  K.  kennen  an  lernen,  bringen  wir  den  Auadrock 
K  aaf  die  Fona 

(o;*  +  %qi  +  yq*)  +  p  (Jp    dg  ^  nx) , 

80  dass  in  Folge  der  Gleichung  2)  die  Gleichung  der  KegelAiche 
übergeht  in:  - 

(2  +  M)  (2  +  «*a«)  +  P(ßP  +  <Sv  +     =ö . 

x-|-ft,9=0,  z-^(t^o=.0  aiad  hiemach  die  Projeetionen  der  beiden 
Geradrn,  in  welcnen  K  von  der  Ebene  p=0  geschnitten  wird, 
auf  eine  durch  z  und  f/  gelegte  Ebene.  VVir  folgern  hieraus,  daaa 
der  Punkt  (p,  i)  ein  eigentitelier  Do|>pel|iunkt,  eine  Spitae  oder 
ein  iflolirter  Puofcl  iat,  jenaehdeiu  eine  durch  die  Normale  in  P 
und  die  Gerade  p  j^elegte  Ebene  mit  der  Kegelflache  K  zwei 
reelle  sich  schneulendy  oder  zusamnienfallemie  oder  zwei  imaei- 
iiäre  Gerade  (gemein  hat.  Ganz  Gleichlaufendes  silt  für  den  Punkt 
(q,  ().  Von  Wichtigkeit  ist  hier  folgende  Bemerkung.  Für  einen 
jeden  Punkt  der  l^rojection  mit  Ausnahme  der  zuletzt  betrachte- 
ten Doppelnuiiktc  liclVrt  die  Gleichung  I.  einen  bestiniuit<'ii  Werth 
von  z,  80  das«}  es  nur  lür  die^c  Punkte  unentschieden  bleibt,  ob 
ihnen  ein  reeller  Punkt  der  Durcb8chnitta>Corve  entepreche.  Es 
rührt  dies  von  dem  Umstände  her,  dass  die  Gleichung,  ivelche 
durch  Substitution  des  aus  1.  gewonnenen  Werthes  von  :  in  die 
Gleichung  11.  erhalten  wird,  zur  Herstellung  der  Gleichung  C.  mit 
dem  Faeior  t  maltiplicprt  wurde.  Wenn  nun  aber  der  Keirel  K 
von  der  Ebene  p=i)  in  zwei  reellen  Geraden  geschnitten  wird, 
80  trifft  die  Gerade  (p-=zO,  <  =  ())  iVi?.  KegeHlache  in  zwei  Punk- 
ten, deren  gemeinsame  Projection  in  den  Donpelpunkt  (/i,/)  fallt. 
8ind  aber  nie  Geraden,  dfe  jenen  beiden  Oertern  gemein  sind, 
imaginär,  sn  sind  es  im  Allgemeinen  auch  die  Durchschnitte  der 
Geraden  (f}—A)/l=0)  und  des  Kegels  K,  wahrend  jed(»ch  ihre 
reellen  Projfctionen  in  den  Punkt  {p.  /)  fallen,  ^iur,  wenn  im 
Besonderen  der  Kegel  in  zwei  imaginäre  Ebenen  zerfällt ,  und 
deren  reelle  Uurchschuittslinie  die  Gerade  =0,  *<=0)  trift» 
entsj^richt  dem  isolirten  Punkte  (p,()  ein  reeller  Punkt  der  Durch- 
schnitts -  Curve,  der  ebenfalls  ein  Einsiedler  ist  IJesteht  also  die 
Durchschnitls-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppclpunkte  niebt  ans  xwei  ebenen  Curren,  so  entspricht  einsM 
isolirten  Punkte  ihrer  Projection  auf  die  Tangential- Ebene  des 
Dopjjelpiinktes  kein  reellfr  Punkt  der  Curve.  —  Das  Factum, 
dass  für  die  den  Doppclpunkten  entsprev^henden  I'unkte  der  Curve 

-  =  ^  md  ist,   bietet  ein  leichtes  Mittel  dar  die  Tao- 

9     *  .      P  * 

geoten  jener  Punkte  zu  constrnircn.  —  Wir  bemerken  noch,  dass, 
so  oft  die  Fläche  <X>  ein  hyuerholisches  Parabolnid  ist,  die  Fun- 
ction t  dadurch,  dass  man  die  z  Axc  mit  der  Axe  des  Paraboloi- 
des  ausammenfallen  lisst ,  auf  eine  Conütante  redocirt  vrird.  Pro- 
jicirt  man  also  nach  der  Richtung  jener  Axe,  so  verliert  die  Curve 
C.  zw  ei  ihrer  Dop{)olpiinkte,  und  es  bleibt  nur  mehr  der  Punkt 
\P»  q)  als  solcher  zurück. 
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7.  Wenn,  «a»  den  zweiten  der  zu  Anfang  der  vorigen 
ftmoier  aufgezählten  F&Ue  aufmacht,  die  Linie  q  mit  der  Linie 
P  zoMiBiiieiiliill,  ee  stellt  die  Glelcbuiig  I.  im  Allgemeinen  einen 
Kegel  dar,  dessen  8in»ularitüt  durch  den  Punkt  (p,  i)  geht,  und 

der  von  der  Ebene  ^  =  0  und  der  Ebene  a:t/  in  zwei  zusammen- 
fallenden  Geraden,  und  zwar  von  der  ersteren  in  solchen,  die  der 
*-Axe  parallel  sind,  von  der  /ueiten  in  den  ziKsannnenlallcnden 
Geraden  p  und  y  geschnitten  wird.  Die  Cileichungea  der  Flachen 
0  and  K  lassen  sich  durch  gehörige  Wahl  der  in  der  Ebene  jr^ 
dmh  P  gehenden  Geradenr  o  umformen  in: 

woraus  »ich  für  die  Frojection  der  Üurcbcicbuittä*Cjurve  folgende 
Gleichung  ergibt: 

In  dem  allifenieinen  Falle,  d.  i.  wenn  t  sowohl  als  auch  p  und  o 
eine  Constante  aufweist,  und  sonach  einen  Kei^el  darstellt,  ^?e- 
bort  die  Gleichung  C\  einer  Curve  des  vierten  (irade«  mit  zwei 
Singniarttiten  an,  von  denen  die  eine  in  dem  Doppelpunkte  (;>,o), 
die  andere  darin  besteht,  dass  sich  swei  Curvenzweige  in  dem 
Punkte  (p-=:0,  <=:0)  berähren;  von  den  drei  im  aligemeinsten 
Falle  zum  Vorsehein  kommenden  drei  Doppelpunkten  fallen  die 
beiden  auf  t  befindlichen  zusanimcfi.  Die  Tangenten  des  ersteren 
Punktes  fallen  wiederum  mit  den  Durchschnitten  des  Kegels  K 
aad  der  Ebfcn?  jr^  zosammen,  wie  indenFftUen  der  vorhergeben- 
den  Nummer;  die  gemeinsame  Tansente  der  s&eh  tanairenden 
Curvenzweige  ist  die  Gerade  /.  —  Gent  die  letztere  Geracle  durch 
ilen  Punkt  so  treffen  sich  die  Singularitäten  der  beiden  Kegel- 
flächcn ,  da  sich  denn  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  f.".  in 
vier  1  actorcn  des  ersten  Grades  zerlegen  lässt  und  die  Projectiou 
wie  die.Durchscbnitts- Curve  sellmt  in  vier  gerade  Linien  ubergebt. 
—  Die  FlXcile  d)  geht  in  einen  hyperboliscben  Cyllnder  fiber, 
wenn  die  Gerade  /  der  Geraden  p  parallel  wird.  Die  Axe  dieses 
Cylinders  läuft  mit  (  und  p  parallel,  und  die  GleichuDgeB  seiner 
Asymptotischen  Ebenen  sind,  wenn  t^np-^vi  ist» 

/^rr/>4  >;=0  und  «p-f-w*!  —  ^=.0. 

Dadurch,  dass  der  Berührungspunkt  {p,  t)  zweier  Aeste  auf  t 
unendlich  weit  rückt,  fallen  in  diese  Linie  zu  ei  Asyniptoton  der 
Curve,  oder,  \\a8  dasselbe  besagt,  es  x^ird  /  eine  vier|!unktig 
(i^culirende  Asymptote  der  Curve.  —  Die  Fläche  kann  endlich 
hl  einen  paraimKschen  Cyllnder  ausarten,  was  eintritt,  sobald  steh 
t  auf  eine  Constante  surficktieht  Die  Gleichung  C.  bringen  wir 
ten  anf  die  Form 

lad  ersehen  aus  ihr,  dass  zwei  der  Asymptoten  der  Curve  mit  p 
sasammen fallen,  während  die  beiden  ändernden  singuiHren  Punkt 
darcheetaeo.  Die  Gnind*Carve  besteht  in  dem  Durohscbnlte  der 
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Ebene  xy  und  des  Kegels  K,  —  Was  den  unmittelbaren  Einfluss 
des  üegels  iC  auf  die  Gestalt  der  Proiection  betrifft,  so  tritt,  weon 
tt  Ttrmwindet,  an  die  Stelle  der  Gleicbong  C,  die  folgende: 

Sie  gehört  einer  Curve  dee  dritten  Grades  an ,  die  in  (ps=0, 

einen  Doppelpunkt  besitzt,  und  von  der  Geraden  t  in  deren  Durch- 
schnitt mit  p  berührt  wird.  —  Geht  der  Kegel  K  in  zw  ei  Bbeiien 
über,  so  besteht  die  i^roicction  aus  zwei  Kegelschnitten,  die  sich 
im  Allgemeinen  im  Ponkte  P  sclineiden  ,^  wälirend  sie  in  dem 
Punkte  (p,  t)  von  der  Geraden  t  gleichzeitig  berührt  werden.  — 
Für  eine  speciellere  ünterschciduni;  dtr  hier  möglichen  Fälle  ist 
in  <ien  obigen  ßemerkaugen  eine  U  eher  blick  gewährende  Grond« 
jage  gegeben» 

8.  Die  Betrachtungen  und  Entwicklungen  der  sechsten  Num- 
mer ühertracen  sich  leicht  auf  die  dritte  Art  der  Curven,  welche 
den  Vorwurl'  dieser  Abhandlung  ausmachen,  auf  diejenigen  näm- 
lich, weiche  sich  durch  den  Umstand,  dass  die  beiden  Geraden 
I»  nnd  die  in  der  Gielehnng  I.  in  Evidenz  treten ,  Imaeinir  wer- 
den, zusanmenreihen.  Die  Fläche  <l>  ist  alsdann  im  Allgemeinen 
ein  elliptisches  Hyperboloid.  Dasselbe  wird  von  der  Ebene  xy 
im  Punkte  P  berührt,  und  mit  einer  «Seite  seine«  Asymptotw- 
Kegels  lanft  die  s-Aze  parallel.  Die  tileichong  der  Projectien 
liest  eicli  wiederum  auf  die  Form  C.  bringen,  uml  wir  ersehen 
aus  ihr.  dass  von  den  drei  Doppelpunkten,  welche  jener  im  All- 
gemeinen zukommen,  hier  nur  emcr,  nämlich  P,  reell  wird,  wah- 
rend die  beiden  anderen,  als  die  Durchschnitte  der  reellen  Gera- 
den t  und  der  imaginären  Geraden  p  und  q  imaginär  werden. 
Die  Natur  des  ersten  Punktes  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  in  6. 
erkannt.  Die  Fläche  <D  kann  nun  erstlich  in  einen  Kessel  ausar- 
ten —  ein  leicht  zu  discutirender  Fall  —  ferner  auch  in  ein  elliii- 
tisches  Paraheiefd»  wenn  nSmIleh  I  kefaie  der  Variabein  entbilt 
Wenn  letzteres  eintritt,  so  n'icken  die  beiden  imaginären  Doppel- 
punkte ins  Unendliche.  Säramtliche  Asymptoten  der  Curve  wer- 
den imaginär,  und  zwar  bestimmt  sich  der  eine  Asymptoten-Punkt 
dareb  die  Glelchangen 

nnd  der  swelte  durch  solche  ▼eo  der  Form 

Da  die  Modificationeu  dor  Projection,  welche  eine  Folge  der  Ver- 
änderung des  Kegeis  K  in  Gestalt  und  Lage  sind,  leicht  über- 
sehen werden  können,  und  überdies  in  den  Betrachtungen  der 
sechsten  Nnmroer  ihr  Analogen  finden,  so  aberheben  wir  uns  ihrer 
Angabe. 

9.  Es  erübrigt  nun  noch  den  in  ö.  bezeichneten  Ausoabme- 
fidl  in  betrachten,  dessen  Charakter  daifai  besteht,  das»  y  «bw 
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homogeoe,  k  eine  nicht  homogene  Function  des  erst'-n  (irades 
daniteiit  Auch  hier  nimmt  die  Gleichung  der  Projcction  die  Form 
C  an,  unter  der  Voraueisetaung  jedoch,  da«s  jetzt  t  homoeen, 
M  aber  als  mit  einer  Conatanten  verseben  gedacht  werde.  l>ie 
Gleichung  C.  stellt  dann  ersichtlich  eine  Curve  des  vierten  Gra- 
des dar,  die  in  P  einen  dreifachen  Punkt  be.sitxt;  alle  drei  Dop« 
pelpankte  des  allgemeinen  Falles  sind  in  einen  einzigen  Punkt 
saamnen^erflelti  Die  Corve  «vM  to  ihrem  dreifbckM  Poekt» 
▼on  den  Geraden  p ,  q  und  t  berührt.  Was  die  Bedeutung  der 
Gleichungen  I.  und  11.  betrifft,  so  stellt  d>  einen  Kegel  dar,  des- 
sen eine  Apotbeme  mit  der  Normalen  in  mit  der  z- Axe,  coinci- 
dirt  Die  Gleichung  II.  aber  kann  irgend  einer  Fliehe  des  xivel- 
ten  Grades,  die  Kegelflnche  aueg— CMeeeen ,  ansebörcn.  Wir  be- 
merken schliesslich  noch,  dass,  wofern  man  dio  im  01)1^60  immer 
beibehaltene  ausgezeichnete  Prnjections-Ehene  auf<<cl)en  will,  die 
Durchschnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  im  All^roeineD  immer  so  projicirt  werden  kaniit 
dass  die  Projection  eu)en  dreifachen  Punkt  erhält;  man  braucht 
zu  dem  Ende  nur  als  Projections-Ehene  eine  solche  anzunehmen, 
die  durch  den  Doppelpunkt  geht  und  auf  einer  iSeite  des  die 
DnrchscbBitta-Corre  aufoehmeDdeo  Kegele  senkrecht  steht,  oder 
allgemeiner  neeb:  man  hraneht  nur  als  Projections  Riehtong  die 
einer  Geraden  zu  wTihlen,  welche  den  Doppelpunkt  mit  irgend 
einem  anderen  Punkte  der  Durchschnitts-Curve  verbindet. 
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X. 

filniire  Sfttze  aus  der  Zalüenielijre. 

(iM  nach  d€D  Aonales  de  Math^raatique«  von  Terquei 

Septembre  1849.) 


Von  dem 


Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

M  dar  ftijMuMkm  Sdivle  m  OtrUrah«. 


j.  1. 

ü+l  Ziffern»  also  im  Gaaseo  «v-^jf.iu-  mi 

9(»  f  l).  J  0« = 9».  10«  9.10», 
Die  veriang;te  Summe  ist  abo 

(9».  10« +  9.10«), 

wo  i  bedeatet,  da«i  mao  «  alle  Wortbo  voo  0  bi.  n  beiiegeo  «ofi. 

o 

alao  rar  rs«,  lOsar: 

0  .  9 

=(»+i)jo«+»-.i?!:^;f=il. 

H-elcbes  die  verlangte  Aazabl  iat 
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Mui  soll  die  Amahl  der  Ziffern  fladea,  die  In  der  Reibe  der 
ZeUen  von  t  bie  if  entfaalteD  eln4 

Sei  /V^l(Kf>  und  <10H^>,  also  »liH-HA.  Vea  1  bb 

MK»— 1  elnd  ((1.)  (iifi).l(H-i— ^^i--^ — =  Ziffern;  mm  alnd  noch 

ki-l  Zahlen  voo  10"^^~1  bU  N,  jede  von  ni-2  Ziffern;  dem- 
Bacb  hat  man  im  Gänsen 

Ziffern.    E»  versteht  sich  von  selbst ,  dass  A-  auch  Null  sein  darf. 

§.  3. 

Man  schreibe  alle  Zahlen,  von  l  an,  in  eine  Linie  von  rechts 
Dach  links,  eine  nach  der  andern;  «reiche  Ziffer  ist  au  einer  ge- 
Stelle»  von  rechte  her  gerechnett 


Man  verlange  z.  B.  die  Ziffer,  welche  die  lH40äte  Stelle  ein- 
nimmt.  Diese  Ziffer  gehürt  zu  einer  sevvissen  Zahl ,  die  man  zu- 
erst aufzusuchen  hat,  und  die  so  bescnaffen  ist,  dass  die  Anzahl 
der  Ziffern  aller  Zahlen  vor  ihr,  die  von  ihr  zugehörigen  mit^e- 
tiebaet»  1810  i>eträgt.  Sehen  wir  aneret,  ob  ale  nnter  den  äh- 
ItB  ]0*l-W  enthalten  iat  Die  Snmme 

-(»+l).10H-i-12::^  giebtfttr  nsl:  189. 

Die  Zahl  liegt  also  zwischen  99  und  999;  in  der  Summe  (§.  ±) 
Bass  also  n=l  sein,  und  k  so»  daaa 

2.10»-  +  (A+l).3  =  1849» 

ih.  (ife+l)3.=ieöü,  ife=  -g-^ÖÖi^; 

demnach  ist  in  §.  2.  iV=:10^-|-552  =  652.  Allein  iV=65i,  aleo 
ifc:=5ö2  and  it=l  enteprecbeo 

2.10»-^!^ + (563)  3=  1848 

ZiSern;  die  1849ste  ist  also  die  ertöte  Ziffer  rechts  der  lolgenden 
Zill,  d.  h.  der  Zahl  663;  die  18498te  Ziffer  ist  aleo  3.  Qn  den 
Nmillea  Annalea  iat  hierin  eine  Unbeatlmmlhtit.) 
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fiian  betrachte,  die  Reihe,  deren  allgemehies  Glied 

and  deren  Glieder  man  findet»  wenn  man  hier  »sl,  %  3^^.  üfit 
woduch  man  erblllt: 

1,  2,  3,  5,  8,  13,  (1) 

Nach  den  in  Theil  VlI.  S.  434.  entwickelten  Grandslbeü 
findet  man,  daM  diese  die  Reihe  ist,  die  man  aus 

erhält,  wenn  man  darin  orscl  setzt.  Zugleich  folgt  hieraus,  das« 
drei  auf  einander  folgende  Glieder  dieeer  Reihe  durch  folgaade 
Gleichung  beetimmt  werden: 

 (2) 

Die  nichete  Frage  sei  nun  die,  wie  viel  von  den  ZnUen  der 
Reihe  (t)  die  nämlicne  Anzahl  Ziffern  habet 

Wir  wollen  die  Keihe  abtheilen  in  Gruppen,  so  dass  die  Zah- 
len der  ersten  Gruppe  mit  1,  die  der  zweiten  mit  '2,  der  dritte« 
mit  3  u.      f.  Ziffern  geschrieben  werden.    Betrachten  w  ir  nun  die 
(m-|-l)te  Gruppe  und  nehmen  von  ihr  an,  ihre  zwei  er^^ten  Glied«! 
seien  10"+ ,  2.10»  +  i4,,  wo  At  und      beide  kleiner  and  ib ' 
10*",  d.  h.  nehmen  wir  an,  die  erste  Zahl  entliaite*^ale  erste  Zifer; 
links  1,  die  /.>veite  als  solche  Ziffer  2,  so  wdrden  nach  obi|eai 
Gesetze  (2)  die  fünf  folgenden  Zahlen  sein: 

a.lO»f 5.10«  +  ^,+2J«,  8.10« +  2. ^1-14^, 
13.10-^04  -tM^,  21.Iü»^6Jt  -|-a4a; 

wenn 
oder 

4.l0*  +  /?i,  6.I0'»+Bi+^4,  l0*+«+2öi+.4,,  16. 10« +3^1+24 
wenn  Ai  -^A^IQ^,  wo  dann  Ba<10*.  Daraus  folgt»  dassdieic  | 

Gruppe  höchstens  (linf,  niipdestens  aber  vier  Glieder  bebe.  Flrf 

Glieder   wird   diese   Gruppe  haben,  wenn    -^i  +  /ia<lO"  und 
4  3 /l2<2.IO'",  in  welchem  Falle  das  erste  Glied  der  folgenden 
Gruppe  mit  1.  das  zweite  mit  2  anlangt.    Wäre  aber  zugleicb 

2Ag  +  3 so  bitte  die  Gmppe  bloss  vier  Glieder,  dai 

erste  Glied  der  folgenden  Grunne  fioge  jedeafiilb  mit  1»  «nd  daf 
niebste  gleiebfalls  mit  f  an.   Man  bitte  nimHeb,  wenn 

8ilt-|>3.4s<2.10",  aacb  ZA^  -f  Ii,  <3.10'"l5il|-f  7^  <5J0" 
_  3i<|  +       <  4.10«  1 54  +  8^  <  WO" 

>2.10 

2i4,         <;a.lO.  aocb  34  +4.4^  <  4.10«  |5.Hf,  +7^,  <  7.I0- 
_  ZAt  i- 5il,<6.10«|5il|  -f8Js<&]0-i 

ist  aber  ilt-f  ^t^^O»,  ee  ist  11^  <  10»  und  die Grappohübli« 
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^ier  Glieder.  Das  erste  Glied  der  folgenden  Gruppe  Hingt,  da 
2^1 -|- ^  <  10^4 1,  mit  1,  das  ziveite  kann  mit  1  oder  2  anfangen. 

«6  ist 

ta.lO«i-3ili+5il.=:l(M^i-f  6;  =3.10'" 4^34 + 

ist 

+^-4 1^2. 10«.  90  i»taiO«+2/4i+3^a=tO'^*+Z>i.^istO*^* 

iit 

Aus  Allem  folgt,  das«  wen«  die  swei  ersten  Glieder  einer 
t^reppe  durdi 

10«  +      2.10"  -^A^  Ai  <  10".  A%  <  10", 

dargestellt  werden  könne»»  dieee  Gruppe  entweder  vier  eder  fflnf 
ttMider  baC  und  daes  die  swei  ereteo  der  felgenden  Grippe  derch 

10M^»+ 1?„  +  Ä,,     <  10"f ».      <  I0"+» 

dargestellt  werden,  wobei  sogar  negativ  sein  kann.  Wäre  oben 
negativ  geweeen.  ee  tiüten  efeolMr  eile  Sebliiee  am  ee  mehr 
Statt  hl  diesem  Felle  hätte  die  Gruppe  sogar  fönf  GNeder. 
Da  non  die  erste  Gruppe  (m=0).  1,  2^  3^  Ob  8  lä^  also  ihre  Bwel 
cttten  Glieder  der  Bedingung 

10"-|-ili.  2.10" -l-il,.  ^i<lO«*  A^<,lt^ 

^Dugen.  so  genCigen  Hl  eilen  Gruppen  die  swei  ereten  Glieder 

«eser  Bedingung,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  oft  A%  ne- 
^tiv  8ein  kann.  d.  h.  das  zweite  Glied  auch  noch  mit  1  anfangen 
bnn ;  eine  Koiche  Gruppe  hat  dann  nothwendig  fünf  Glieder,  wäh- 
rend Jede  andere  miiiuestens  vier,  höchstens  fünf  hat  (Der  Be- 
weis ui  den  Annales  ist  ganz  ungenügend.) 

g.  5. 

Eine  weitere  Frage  in  Bezug  auf  die  Reihe  (I)  wäre  die,  wenn 
ein  Glied  der  Reihe  gegeben  wäre,  zu  linden,  das  wievielte  es  sei? 

Offenbar  kann  man  diese  Aufgabe  vermittelst  der  Form  des 
tllgeineiaen  Gliedes  lösen.  Allein  man  kann  auch  anders  vcrfah- 
vm.  Ee  habe  die  gegebene  Zahl  p  Zifere,  so  gebOrt  sie  in  die 
pte  Gruppe  ($.  4.).  Hätte  jede  Gruppe  fünf  Glieder,  so  wäre  da^ 
gegebene  Glied  eines  derer  vom  (5p— 4)ten  bis  zum  5pten;  hätte 
jede  Gruppe  bloss  vier,  so  wäre  das  gegebene  Gliod  eines  derer 
vom  {Xp — 3)tpn  bis  zum  5;7ten.  Da  es  aber,  wie  man  sich  leicht 
überzeugen  wird,  mindestens  drei  Gruppen  von  fünf  Gliedern  giebt, 
^  10  sieht  man  leicht,  deee  das  gecdMne  Glied  ndodeetene  dee 
4ple,  hacfaetene  dae  tifite  iet  Seta!  man  elee  In 
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flir  II  alle  g«i»eii  Zahlen  von  ip  bis  6p,  so  w'nd  einmal  der  Werth 
das  gegebenen  Gliedes  herauskommen  und  man  wird  also  n  finden. 

6.  6. 

Da 

Oii-l-asasH-ix  Ohl 

und  auch 

ttn—l  =  fln+l  —  Qn  > 

80  lolgt  hieraus^  dosa  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  keinen 
Faktor  gemeinseliaftKeb  haben  kOnnen,  der  gHlsser  als  I  ist,  da, 

wie  man  aus  vorstehenden  (ileichungen  ersehen  kann,  sonst  sämnit- 
liehe  Glieder  diesen  Faktor  hätten.  Da  aber  die  drei  ersten  1,  2, 
3  keinen  solchen  Faktor  haben,  so  ist  diess  unmöglich.  (Die  Anna- 
les behaupten,  alle  Glieder  seien  zu  einander  tneilerfremd ,  was 
falsi-h  ist.) 

Macht  man  die  gleiche  Rcrhnunti,  als  wenn  man  den  erussten 
gemeinschaftlichen  Theilei  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Gliedern  suchen  Kollte,  so  werden  die  nach  einander  zum  Vorschein 
kommenden  Keste  ofenbar  alle  den  zwei  vorangegangenen  Glieder 
sein,  d.  h.  die  Anzahl  der  nGthicen  Divisionen,  bis  der  Rest  0 
erscheint,  wird  angegeben  durch  den  Rang  des  geringeren  Gliedes. 
Minunt  man  also  z.  u.  das  19te  und  20ste  Glied,  so  sind  19  Divi- 
sionen nOthig. 

§.  7. 

Sind  zwei  Zahlen  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Glie- 
dern 4er  Reibe  enthalten,  so  kann  keine  das  Doppelt«,  oder  mehr  als 
das  Deppelte  der  anderen  sein.  Denn  on^^  seihst  ist  <2a»^i. 
Eben  so  ist  der  Unterschied  jener  zwei  Zanlen  kleiner,  als  das 
Glied  der  Reibe,  das  den  genannten  zwei  vorangeht.  Denn  sind 
die  swei  Zahlen  zwischen  On  1 1  und  oa-i-s  entbalwn,  so  ist  ihr  Un« 
terhehied  klefaier  als  «r»f  a    eni »  d.  b.  kleiner  als  thh 

§.  8. 

Sucht  man  den  grossten  gemcinschaAlichen  Theiler  zweier 
Zahlen,  so  ha(  man  nicht  mehr  Divisionen  zu  machen,  als  durch 
die  fflnffathe  ZifferanzabI  der  kleineren  Zahl  angegeben  ist,  bis 
man  den  l^esf  0  erh.'ilt. 

Sei  P  die  kleinere  Zahl ,  H  der  erste  Rest,  und  sei  P  zwi- 

P 

sehen  a»  and  Omi-i;  wenn  ^^3,  so  Ist  i2<aii(S.7.);  int 

kann  R  zwischen  on  nnd  on-fi  sein  ($.  7.);  aber  alsdann  ist  der 

folgende  Rest  P—  jft  <^n„-i  (S- 7.) ;  daraus  folgt,  dass  man  nicht 
mehr  male  zu  dividircn  habe,  als  wenn  es  t:irh  um  die  Zahlen  a» 
und  On^i  handelt,  d.  b.  nicht  mehr  als  7i  mal  ü.).  Hat  tin  nun 
p  Ziffern,  so  ist  «  nicht  i^rBsser  als  6p  (§.  5.),  also  hat  man  nicht 
mehr  als  5p  mal  zu  dividiren.  Da  die  Zahl  der  Ziffern  von  P 
nicht  kleiner  als  p  ist»  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 
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lieber  den  ZusammenhaniT  einigrer  das 
Telra^er  beireflenden  Aufgaben* 

Herrn  Doctor  IL  Ballier, 

Oberlehrer  an  der  Kreaiachiile  M  Dreedea* 


Die  (sieichuiig  zwischen  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  von 
tier  beliebigen  RjcMonsen  im  Raune  gebildet  werden,  Ist  bekannt 
und  rührt,  wie  es  scbeiat,  von  Sturm  her,  weicher  im  XV.  Bande 
S.  330  flf.  von  Gerijonne's  Annalen  dieselbe  durch  die  Methode 
der  rechtwinkligen  Projectioneo  entwickelt  Bezeichnet  man  die 
▼ier  Richtungen  mit  X ,  y,  z,  r,  und  den  Winkel,  um  welchen  die 
Richtung  X  in  bestimmtem  Sinne  gedreht  werden  niuss»  bis  sie 
mit  dor  i^ichtung  y  (nicht  mit  der  entgegeDgesetsten)  amanwieti» 
fällt,  mit  xff  u.  s.  w.,  so  i«»t 

sin^^icos^jrr  -f-  sin*:.rco8^yr  +  sin*j"^cos*zr 
— 2(cosjry  -  co8y2cossjr)tosjTco*»^r-  2(cosf/z— cosza'co8«'^)cosyrcoszr 
— 3(cosid;— cosoTj^cos^z)  coszrcosjrr 
^X'^90%h^^eom^lft'-''ewi^huB'^2KOBMft»a^^         '  (A) 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  für  das  Tetraeder  soll  im  Fol* 
gendeo  nachgewiesen  werden.   Das  Tetraeder  sei  OFGU» 

OF=zf,  0G=^,  oa=k 

und  die  gegenfiberliegenden  Kanten 


Gti9zm,  UF^b,  FG^e. 
Theo  m.  f 
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I. 

Ol\  OG,  OH  haben  die  Richtung  jc,  y,  t,  der  Dnrch- 
meeser  d  der  dem  Tetraeder  vmgeechrielieneB  Kogel 
hebe  die  Richtung  r,  so  Ist 

niithie  nach  (A) 

(1)        —  2//Ä(cos^r— cosz.rcos.T^)  —  2hf{coszx — cos-rycosyi) 

Die«e  GleichuDe  zur  Berechnung  des  Durchmessers  der  dem  Te« 
traeder  umgescbriebeneD  Kegel  ans  drei  znsammenstossendeo 
Kanten  und  deren  Winkel  hat  Legend re  in  seinen  Elementen 
(Anm.  V.)  gegeben. 

Anmerkun(<  1.  Cm  sämmtliche  Kanten  des  Tetrae- 
ders statt  der  Winkel  in  diese  Gleichung  einsufiübren ,  hat  man 

^^^hT  '  ^«««^ — w~  •  ^'^'^  JVST" 

und  giebt  der  linken  Seite  L  der  obigen  Gleichung  die  Form: 

1*==     +     +        2/j7Cosxy— 'i^rÄcosyz  — 2Ä/cos«r 
4-  XfgQM8yic.K>9xx — (/cosjyz+^cosxap— Acesjpy)*. 

Dann  ist 

-|-     +     —  2fgcosxy~2ghcosyz — 2hfco8zx 
+  4fgcosyico9xx  =3  =  ]^   » 

/coti^s<|-^cos2a;— Aco«;i;^=  ^  * 

und  daher 

=  («/  f  6^ + c/i)  (ö/  -\^ög-~  ch)  {af—bg^ch)  {-af^ bg  f  cA). 
Nimmt  man  hinsu,  dass,  wie  bekannt  (vgl.  Anm.  2.), 
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das  <ifiu;b«  TeCratder  V  bedaatet«  ao  arhftlt  man 

(2) 

eine  Gleichung,  welche  CreUe  (Sammlmig  maCkeiii.  Aataitse  i. 

8.  1]7.)  direct  entwickelt  bat 

ViWX  man  auch  V  durch  die  Kanten  ausdrücken ,  so  brancht 
man  nicht  bei  dem  Ausdruck  stehenm  bleiben»  nrekbea  Legendre 
a.  a.  O.  gegeben  hat,  indem  er  ^ 

g^^^^^F,  AH/*-Ä»«G.. /»+iy«-«««i5r 

abkOrxend  einfuhrt,  wobei  mehrere  gleiche  und  cntgecengesetste 
Glieder  ungetilgt  bteiben.  Die  weitere  Entwickelung  giebt 

4f*g*h\i—cos^j:i/ — cos'^i— cos'zo:  -f  2co8arycoAy2COS£ir) 
+ b^g\kHn  -ir* + c« + «2  -  b^) 

wie  aeboD  Meier  Htrscb  (Oeeoi.  Afi&.  11.  S.  112.)  bemerkt  hat« 
ebne  den  symmctriHchen  Bau  de*  Auadrucka  durcb  geeignete  Be* 
Zeichnung  ken&Uich  au  machen. 

Anmerkung  2.  Esaehehit  unbeeebtet  geblieben  au  aein«  daaa 

aus (3)  sich  unmittelbar  die  Gleichung  zwischen  den  Seiten 
nnd  niagonalon  eines  ebenen  Vierecks  hinscbrelben  llisst, 
walcbcLexelly  £uler  und  zuletzt  Carnot  (Geom. de  posit.  $.331.) 
ohne  2Snsammenra8anng  der  Glieder  entwickelt  haben.  Ea  lat  Im 
Allgemeinen 

1  — coö^xy — coa^z— cofi*2j;  \  2co8.Tjycoa^<coszjr 
SS  aio^jr^sin^yiaiit*''  Y 

=ainV«un^*n^^  (4) 
äsain*>«sln%(ysin*^» 

wo  X  der  Winkel  der  Ebenen  i«t,  von  denen  eine  x  und  y.  die 
anderem  und  2  parallel  ist  a.  s.  f.,  und  nach  der  sphärischen  Fuu- 
damentalformd 
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Die  obigen  Gleichungen  (4)  ergeben  sieb  himos  Mivt 
darch  Entuickeiung  von 

(1— cos*X)8iD%irs!iiVy  v.  «•  f. 

und  bedeuten  das  Quadrat  des  Hfachen  Tetraeders  OFGH ,  des- 
6en  Kauten  ft  g,  h  LäugeDelnbeiten  sind,  dessen  Grundfläche 

z.  B.  O^lr  =^siDJ?y,  nod  dessen  Höbe  tMox^mX  ist.  Sis^ 

nun  die  Ricbtaneen  :c,  y,  t  derselben  Ebene  paraOel,  so  ist 
y,  Z  und  das  Tetraeder  sO,  mitbin 

1  ^  cos^i^ty—cos^ys— eos%»  -f-Sceajrjfeosj^seoszop  ssO, 
und  daher 

a  V*  (ir* + —    +    + c«  -  <^ 
+  O'Y     + -     +    + fl«  -  6«) 
+ c-«A2(^  +    -    -f  «2  +  6*  -  c*) 

Zu  diesen  Gleichungen  eelangt  man  direet,  weim  naa  da?« 
ausgebt,  dass  in  diesem  Falle  die  Wini&el 

sind*  wo  m  eine  ganze  ZabI  oder  0  ist«  daher 

Anmerkung  3.  Ausl-|-eos^  undl— k:os^»  welche  inFadt* 
ren  serlegbar  sind,  findet  man  belmnntlicb  sin'j&inHMii^j^  oder 

1 — cos*j^ — eos*gfs— cos%j? + gcosayeoiy<eosar 

Dieser  Ausdruck  (ür  das  Otacbe  Tetraeder,  dessen  zusa»- 
menstossctKlc  Kanten  die  Richtungen  x,  z  haben  und  Lio- 
geneinheiten  sind,  bat  unverkennbare  Analouie  mit  dem  bekannte«» 
Ausdruclc  zur  Berechnung  d«r  D re i ecksfläche  aus  deo  Sei- 
ten, wolebe  sieb  wie  folgt  erIcKren  läset.  Es  sei  O  Mittelponkt 
einer  Kogel»  auf  deren  Oberfläche  die  Punkte  F,  G,  U 
so  dass 

und 

OFGff*  Ss:       ( l— eOS*^— C08*y2  — GOS^MT-I-  ScoSJ^COS^ZCOäXJ-j  •  i 
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Ist  p  dm  Abstand  des  Mitteipuiito  O  von  der  Bbeoe  FGB. 
ihat  mao  «icb 


Für  r=Qo  fallen  die  Bogen  FG»  GH,  HF  mit  ihren  Sehnen 
^*  6*  c,  die  Sinus  der  verschwindenden  Mittelpunktswinkel  mit 
*Ni  Wiokelo,  p  mit  r  xii«uiim«ii»  und  da  der  Bogen  daeProdncft 
WiaMa  mit  dem  Radio«  lat»  so  kommt 


f  (6üauiil)  u.  «.  w. 

=  —2  2  2   3  ' 

wo  der  Winkel  A,  der  im  Dreieck  FGH  der  Seite  a  gegeoüber- 
Begt»  keio  anderer  ist,  als  JT. 

Da  zugleich  das  Verhältnis»  des  üpbfiriecbeo  Dreiecke  FGH 
m  Kogeldäche  verschwindet,  so  ist 

X-i- 7-^2-2  Rechte  =0  oder  A-tß^C=2  Rechte. 

Dieser  neue  s  t  er  eo  metrische  He  weis  des  alten  Satzes 
?oa  der  Summe  der  Üreiecköwinkel  setzt  die  Gleichheit 
»•eiwheD  einem  sphftriscken  Dreieck  und  seinem  Gegendreieck 
▼oraoe,  welche  sieb  ohne  Parallelentbeorie  dorcb  Congnienaen 
Wnrdaen  läset. 


Ii. 


In  der  Gleichnns  (A)  sind  die  Cleirhungen  zwischen 
3en  Win  kein  des  Tetraed<!rs,  «(»wie  zwischen  den  Sei- 
ten und  Diagonalen  eines  sphärischen  V  ierecks,  ent- 

.  kalten,  welche  Meier  Hirsch  (Geoni.  Aufg.!!.  {.107.  und  S-56.) 

I  'mh  geaenderte  Ifetbeden  gewimit. 
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Sind  nämlich  zuerst  Xy  z,  r  die  Richtungen  der  Normaleo 
auf  den  Innenseiten  OG/I,  ()Ht\  OFG,  FGH  des  Tetraeders 
OFGti,  und  bezeichnet  OF  deo  Wiok«^  der  Ebenen  OFG  und 
Olli  u.  s.  w. ,  80  ist 

ewOFsz  —  cosy 2 ,   009 OG  =s — co8»r ,   cos Offss  —  eosxy ; 
cos  GHzs — coaanr,   cwJ£F:s — cos^ ,   cosi^ 6'  =  —  co»;r ; 
folglich 

1  — coi|SOF-co8«aCr--co«»Oiy-*äco80Fcos06VosOi/ 
(5)  '^^coBOffi-eoBOFeoaOG)eoBGB€imßF 

-I-  2(c080F-f€<wOCrC080tf)c<M^FcO«FCr 

•f  2ico80G-^eMOHcoBOF)cosFCcosGJU, 

Slod  zweitens  d:,  ^,  z,  r  die  Richtungen  von  den  Radien  MF, 
MG 9  MH,  MO  der  Kugel,  deren  Mittelpunkt  M  ist  und  welche 
dem  Tetraeder  OFGH  umgeschrieben  ist,  und  bezeichnet  man 
die  Seiten  uud  Diagonalen  des  zugehörigen  sphärischen  Vierecks 
wie  die  glelcboanügeu  Kaoteo  dee  Tetniederi,  ee  ist 

cos/=co8JT,  coi^aseoeyr»  co«A=cossr; 

cosa=co8j^2 ,  cos6  :zzcosza: ,  cosc  =  cosxy ; 

1  — co8%— co8^— conV-f  2c<i8gee86cftBC  , 
=s  8in^co8y  +  sin^OB^  -|-  linVcos^ 
*>2(coec— €08aco86)co8/co8i7  (5) 
•~3(co8a^'086co8e)€Os^o8A 

—  2(coä6~cosc'C04*a)  cosAcos/*. 

Fflkrt  man  die  ShiiiB  der  halben  Bogen  ein  vnd  eehrdht  4er 

Kürze  baiber  a  statt  sin^  u.  s.  w.«  so  nimmt  die  Gieiclmiig  (6) 
folgende  Form  an; 

— aa^f^«— 6»Aya— cVV— «**^=0. 

MultipÜcirt  man  alle  Glieder  tnit  der  6ten  Potenz  des  l^adios  «ad 

setzt  denselben  unendlich ,  so  verschtvinden  die  Winkel  und  Sinu». 
während  ihre  Producte   mit  dem  Radios  die  Sehnen  statt  der 
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Bogen  geben.  Dabei  gehen  die  Glieder  achter  Dimension  verlo- 
ren, welche  als  endliche  Grönseo  mit  zweiter  negativer  Potens 
des  Radios  multipUcirt  erscheinen  wttrdeD.  So  bleibt  in  der  That 
die  früher  geirehetie  Gleicbung  ftr  die  Seitea  wid  DiagMalen  dM 
ebMimi  Viereck«  übrig«  • 


lU. 


In  (A)  ist  auch  die  Gleichiitig  enthalten  zwischen  den 
Seiten  des  Tetraeders,  oder  allgemeiner,  zwischen  einem 
ebenen  FlächeDstdck  und  eeieen  Coordinaten,  d.  h. 
seinen  Projectionen  auf  je  eine  von  drei  viillkfibrilelMB  Ebenen 
parallel  dem  Dnrchscbmtt  der  beiden  andern. 

Sind  9,  jf,  X,  r  die  Richtungen  ven  OF,  OG,  OB  and  der 
Nomnle  p  Ton  O  au  FGU,  eo  ist 

OFQU^^  FGH 

f  h 

=  ^  VX^cöi^d^Peoi^^^^coe^^^ 
folflieh,  «renn  nuw  d  «tati  der  Quadratwersel  «cbreibt. 

Ferner  ist 

weil  Acoetrsp  u.     w.  Daher 

(7) 

FGBt OFGiOGB:  OBF ss d:elnay eeeir leinyce— rteinwenyr . 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (A)  und  bemerkt,  dae« 
(I.  Anro.  2.) 

coajKy— eoejfzcosftr  =  «iiiytsin2«co«Z  u.  e.  w«, 
•o  erlillt  man  ohne  Weiteres 

(ß)     FGU^^OFG^^  OGiP  f  OUF^-20Fa.OGH.eQBr 
-^üGB.OUF.co<Z^'20HF.OFGxmX. 

Die  allgemeine  Geltung  dieser  Gleichung  für  irgend  ein  Ehe* 
nennttfek  and  «eine  CoordCnaten  (Im  oben  angegebetten  Sinne)  er- 
gabt «leb»  wenn  man  durch  den  Omiang  dee  Ebeneneldcke  rria- 
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an»  legt,  dertn  Kwteii  }e  einer  Cootdiiuitonaxe    y,  z  parallel  «iBd. 

Die  Durchschnitte  dieser  Prismen  mit  den  Coordinatenebenen  yz, 
zx,  xy^  d,  h.  die  Coordinaten  des  Ehenenstücks  £  seien  X,  £», 
und  die  Normalen  dieser  Ebenen  r,  x' ,  y',  %\  Dann  ist 
£cos;r/'c=iiyrcos2z'  =  dem  Normalschnitt  des  Prisma»  wodufdi  £ 
auf  ary  projicirt  worden  n.  s.  w«  Foigiieb 

,   cosorr    cos  yr  costr 


Q.Q%xx'  cosyy'  coszz* 


Nun  ist  coszz'  =  sinia:8in  wo  X  wie  oben  den  Winkel  der  Co- 
ordinatenebenen an  der  Kante  je  bedeutet,   also  (1.  Anm.  2.) 

coszf'  =  —  n.  $.  w.  and  wie  in  (7): 

E:Ki  LiM=d;8\nyzeoaam^lintxefMyr;B\na'ycostr , 
iS*»£s+      Ar«-2UeoeZ-^i;iireos  Jr-S^/Teoe  F, 

Anmerkung  Die  gefundene  Gieichuns  hat  denselben  Bau, 
ala  die  awiseheo  einer  Sfrecice  r  imd  ihren  (äordioaten  jr»  s  be- 
stehende 

t*^sfl4i^^^-^^if9^^^*^'¥^!P'^oayz-^üsueetmtse,  (B) 

'Wie  man  aus  dieser  die  Summe  der  Quadrate  von  den  Dia- 
gonalen eines  Parallelepipeda  ableitet  (Legendre,  Ad«> 
merk:  V.)»  so  ergiebt  sich  aus  jener  die  Summe  der  Quadrate 

von  den  D  ia  ^o  n  n  1  dr  eiec  ke  n  des  Parallelepipeds 
(FGH,  OPG\  OG'H\  O/I'P,  wenn  OO',  FF',  GG\  liU'  die 
Diasonalen  des  Parallelepipeds  sind,  welchem  das  Tetraeder 
OFGB  angehört). 

Aueh  ISsat  sich  die  Gleichung  (8)  aus  (B)  ableiten.  Errichtet 
man  nimlicb  aul  den  Innern  Seiten  des  Tetraeders  OFGH  Nor« 
malen  x,  y,  z,  r,  welche  sich  wie  die  Seiten  verhalten,  worauf 
sie  stehen,  so  lassen  sich  diese  Strecken  zu  einem  räumlichen 
Viereck  dnrch  parallele  Verschiebung  cosanimensefsen,  wie  sich 
durch  die  Methode  der  Projoctioncn  leicht  beweisen  lässt.  In 
diesem  Viereck  wird  eine  Seite  durch  die  «brigcn  nach  der  Glei- 
chung (B)  ausgedrückt,  worein  man  dann  die  proportionalen  Wer* 
the  setzt  und  bemerkt,  dass  cosa.'^=— cosZ  u.  s.  w. 
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jua. 

lieber  die  durch  die  Ctleiciiuiig 
dargestellten  Hurren. 

Von 

Hemi  H.  Scheffler, 

BM-CnadacUnr  M  den  .Bm%of;\.  BnutMcbwaigitcheB  BiMobnbnen  m 

Brannichw«ig, 


Die  DUkoMion  der  Formel 

y  =  VlF   (1) 

als  Gleichung  einer  Kurve,  wie  sie  Herr  Professor  Hessel  in 
Nr.  XIII,  des  14.  Theiles  dieses  Archivs  niedergelegt  hat,  führt 
zu  dem  Resultate^  dass  gewisse  Theile  dieser  Kurve  iceineii  «»te- 
tigen ZiMimmeoliaDg  beeitzen,  eoodem  wie  panktirte  Kurven 
cmehetnen. 

Dieses  Resultat  der  unstetigen  Bildung  von  y  kann  jedoch 
nor  aus  der  Suhstidition  unstetiger  Werthe  von  x  hervorgehen. 
Stetige  Werthe  von  u:  führen  inuncr  zu  stetigen  Werthen  von  v, 
ibo  aocli  sn  etetisen  Knnren»  vraa  man  mit  Hülfe  der  geometn* 
«eben  Bedeotung  der  imaginiren  Zahlen  folgenderroaaaaen  einsieht. 

Stillschweigende  Bedinnung  ist  es,  dnss  jede  der  heiden  Zah- 
len  X  und  i/,  z.  B.  die  Zahl  beluif  geomelrischer  Konstruktion 
aU  eine  Linie  dargestellt  werde,  deren  Länge  dem  absoluteo 
Wertiie,  md  deren  Richen  ng  dem  Zeicllen  von  y  eotsuridit 
ie  aachdem  daa  Zeichen  von  y  gleich  -f  1  gleich  -^J  aus- 
ftttt,  iet  diene  Liiige  in  der  nrapringUcb  nogenomnienen,  poeiü- 
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ven  oder  in  der  um  180^^  davon  alm  eiclx^iideu ,  negativen  Ordina- 
tenrichtung  zu  luessea.  Es  lat  klar,  da^s  nenu  sich  y  mit  dem 
allgemeiMren  Zeichen  oder  Richtongskoefünenton  eUifitel- 
leu  sollte,  seine  Län^e  in  einer  RichtaDg  xu  nehmen  ist,  tvelche 
sich  unter  dem  Winkel  ^  gegen  die  positive  Ordi» 
Dateaaxe  neigt. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  in  derselben  Weise  bei  der 
Auftratiung  der  Abszisse  x  auf  das  Zeichen  derselben  Rflcksicht 

SU  uehnieo  ist 

Nimmt  man  stets  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  zum 

Anfangspunkte  von   jc  und  den  Endpunkt  von  .r  zum  Anfangs- 

E unkte  von  ^;  so  beschreibt  der  Endpunkt  von  ^  die  in  Kede  steh- 
ende Kurve. 

Fuhren  uir  gleich  von  vorn  herein  für  .r  den  allgemeineren 
Ausdruck  re9^^i,  oder,  wenn  r=e<f  gesetzt  wird,  den  Ausdruck 
dTseeflH^  ein;  eo  kommt 


_  ^  —  p  -^pvxi 

a 

oder  da  e~?=—  ist, 

y=se      r      «      r   (2) 

Von  den  beiden  in  der  Abszisse  x  =  re^y^  vorkoraroenden 
Grossen  r  und  qp  darf  man  offenbar  imr  eine  einzige  unabhängig 
variiren  lassen,  wenn  die  Gleichung  (I)  eine  Kurve  zur  Erschei- 
nung bringen  soll.  (Nlihme  man  sowohl  r  wie  tp  als  onabhSngig 
verfindcrlich  an;  so  wurde  die  obige  Gleichung  ein  Fläche n- 
stfick  darstellen).  Die  meisten  UnN^rsuchungcn  der  analytischen 
Geometrie  beschränken  sich  auf  den  sueziellen  Fall ,  wo  die 
Richtung  der  Abszissen  x,  also  der  Werth  von  <p,  konstant 
erhalten  und  nur  die  Länge  r  derselben  stetig  variirt  wird.  Man 
nimmt  jene  kon.>*tante  Abszissenrichtiing  gewöhnlich  Ein  INIal  als 
mit  der  positiven  und  Ein  Mal  als  mit  der  negativen  Abszis- 
senaxe  zusammenfallend  an,  wodurch  sich  zwei  besondere  Sy- 
steme von  Kurven  ergeben,  welche  oftmals  swel  susammenhSn- 
fsode  Schenkel  £io  und  derselben  grSsseren  Kurve  darslelleii. 

Durch  die  Bedingung,  dass  die  Linie  x  stets  in  einer  gev^- 
sen  Kichtuug  liegen  soll,  ist  ihr  arithmetischer  Ausdruck  re9>^^ 
iiöeh  nlcbt  vettkomnen  bestimmt  £s  mose  noch  gesagt  werde«, 
wie  viel  ganse  UmwSUvuf  e«  mch  der  Bieen  eder  and^ 
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Seite  die  Linie  x  stets  um  den  Nullpunkt  gemacht  haben  soll, 
ehe  sie  aus  der  ursprünglichen  Abszi^senaxe  in  die  um  den  Win> 
kel  q)  sich  dagegen  neigende  Lage  gekommen  ist.  Bezeichnet  man 
die  Anzahl  jener  ganzen  Umvrälzungen  durch  die  ganze  Zahl  jfc, 
«eiche  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  die  ümwSlzungen  nach 
der  positiven  oder  negativen  Drehungsrichtung  erfolgen  sollen; 
SO  bat  man,  nenn  9  jetzt  den  fundamentalen  Neigungswinkel 
von  X  darstellt,  2kn-\-g>  an  die  Stelle  von  9  zu  aeaen.  Uier> 
dnrcb  wird  Gleidrang 

y  =  e  r  ß  r    (3) 

In  dieser  Gleichung  ist  nun,  wenn  die  Abszisse  x  nach  und 
Mck  blota  ihre  Lftose  r  stetig  ündern  soll,  niclit  allein  die 
GrOeae  9»  eondern  aac»  die  Grtae  k  koostnat  sn  erhalten. 

Soll  die  Länge  r  von  x  nur  In  der  Richtung  der  positiven 
Abszissenaxe  variircn,  also  fOr  die  durch  «ss  «fr  dargestellten 
Abszissen,  hat  man  (p=-Ö,  also 

ysscre  r    "ÄVf.«"7^"'*    (4) 


Soll  die  Länge  r  von  .rnur  in  der  negativen  Abscissen- 
axe  variiren,  also  für  die  dnidk^x^-T-t  dargeateUten  Abaziaaen, 
hat  man  qt-=7t,  also 

«sse  '  ssr-^a 


=Vr«  -r  — cfc-fi);,,;:;   (0) 


So  viel  verschiedene  Werthe  man  non  nach  und  nach  für  die 
ganse  Zahl  k  ehiflihrt,  ebenso  Tiel  ▼eraehledene,  aber 
vollkommen  .stetige  Kurven  liefert  sowohl  die  (ileichung  ^4) 
wie  auch  die  Gleichung  (5).  Nur  dann,  wenn  man  solche Wertne 
von  bei  welchen  k  nicht  konstant  erhalten  wäre,  zu  einem 
Systeme  von  Ordinalen  zosaauneDatellen  wollte,  oder  anch  dann, 
wenn  man  fvlr  dasselbe  konstante  k  diejenigen  Werthe  von  y  ans- 
schliessen  wollte ,  welche  nicht  in  die  Kichtung  der  positiven  oder 
negativen  Ordinatenaxe  fielen,  also  auch  nicht  reell  wären^ 
würde  man  unstetige  Kurven  erhalten.  Man  erkennt  leicht, 
dasa  die  in  dem  obigen  Aufsätze  Nr.  XIII.  zum  Vorschein  kom- 
menden diskontinnirliclien  Hlldiingen  /um  Theil  darin  ihren  Grund 
haben,  dass  unvermerkt  tür  Ein  und  dieselbe  Kurve  die  Grösse 
k  nicht  konstant  erhalten  ist,  zum  Theil  darin,  daas  aUe  nicht 
reellen  WeHbe  ven  y  amgisthiansen  sind. 
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Zur  weiteren  Aufklärung  wollen  wir  hier  nur  die  auf  posi- 
tive  Absziaseu  bezügliche  Gkicbnng  (4)  etwa«  eäker  im  Aog« 

fassen. 

Dieeelbe  stellt,  je  Bachdea  ouui 

U  — ■  '"~2»         0»  l»  2,   

setst»  eine  vneDdlicbe  Menge  gans  vemchiedeaer  Knrven  dar. 

Für  A=0  ergibt  sieb  die  Kurve 

r 

ff  =  Vr  (6) 

welche  lauter  poaHWe  OrdlaateD  beeltait.  Da  maD  für  rssO  auch 

y~0  und  für  r=Qo»  y=l  bat,  so  gpht  die  Kurve  durch  den 
N'iill]>iinkt,  und  bat  eine  in  dem  Abstände  ^  =  1  mit  der  Abszis- 
seuuxe  parallel  gezogene  Linie  zur  Asymptote.  Für  r  =  l  ist 
ebenfalls  ^  =  1  uud   für  r=e=2,718         uesitzt  die  Ordinate 

y  &s VT =  1,444  ....... 

ihr  MaarimuRi.  Dies  gibt  die  aach  aof  der  dritten  Tafel  in  Thett 
XIV.  abgebildete  Knnre  OABCD.,..  (Taf.  III.  Fig.  1.). 

Für  jede  andere  dorcb  Gleicbnng  (4)  dargeetellte  Corre  hat 

die  Ordinate  y  dieeellie  LSnge  Vr~,  welche  denselben  Werthe 

von  r  in  der  yorbergehenden  Kurve  (6)  entspricht.  Alle  diese 
Kurven  gehen  also  durch  den  Nullpunkt.  Aber  die  Kichtungen 
deriOrdinaten  y  sind  von  den  früheren  verschieden.  Der  Ncigungs- 
winket  ^  einer  solchen  Ordinate  gegen  die  positive  Ordinaten- 

aze  OY  ist  t\f=z- — .  Wir  wollen  annebmeo«  die  positive  Dre- 
hungsrichtung der  Ordinaten  gehe  von  rechts  nach  links  herum. 
Da  für  r=Qc,  t^=ü  wird;  so  folgt,  dass  sich  die  l^ichtung  der 
Ordinaten  aller  Kurven  von  einer  geivissen  Stelle  an  immer  mehr 
und  mehr  der  positiven  Ordinatenrichtung  nähert.  Je  grösser  r 
wird,  und  dass  mithin  die  vorhin  beschriohene  Parallele  zu  OJL 
eine  genieinscbaftUche  Asymptote  für  alle  diese  Kurven  ist* 

n 

Wenn  r=^4A-,  ist  ^^  =  2  *  Ordinate  y  erstreckt  sich  als- 
dann nach  der  Kichtuut,'  der  negativen  Abscissenaxe.  Für 
diesen  Werth  von  r  passirt  die  Kurve  also  die  Abszisseuaxe. 

7t 

Für  alle  Werthe  von  r>4A,   ist  7/'  <  ^    und    nimmt  desto 

mehr  ab,  je  mehr  r  zunimmt.  Nachdem  also  r> 4i5:  geworden 
ist,  kann  die  Richtung  der  Ordinate  y  nicht  mehr  unter  die 
Abssissenaze  fallen;  rszAk  benslehaet  ▼lelaebr  die  sehe«  forbfai 
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em&hote  Stelle ,  Ton  vro  ab  die  Ordinate  immer  mehr  io  die  Rieh- 
tnog  der  posUfTeo  Ordioatenaze  so  gelangen  strebt 

Für  die  Werthe  von  r,  weiche  zwischen  0  und  Xk  liegen, 
macht  die  Ordinate  y  unendlich  viele  Kotatiunoii;  die  kurve  durch- 
aelireitet  dl«  Absasaeoaze  eben  so  viel  Mal  von  oben  kom- 
mend, wie  von  nnten  kommend,  und  bildet  hier  eben  eo  viele 
Schliogeo. 

In  dienern  Ziviecbenranm  nimmt  die  Ordinate  y 

1)   das  positive  Zeichen  e^^^V^  =  4l,  aUo  die  Richtung  der 
positiven  Ordinutenaxe, 

^         ^        ^        ^  • 

tor  r=j-,  ^'  8'  4 

%  das  negative  Zeichen  s<^-H)'rv=i  ss  —  1 ,  also  die  Richtung 
der  negativen  Ordinatenase, 

2k  1k   ^  tk  , 
'""T'  "3  '  5^'  7""' 

3)  das  pesitiv  imaginfire  Zeichen  €l**'+i)"»V^  =  + V"~T,  also 

die  Richtung  der  negativen  Abssissenaze» 

Ä»        4yfe  ^ 
'~r'  "g*  13"' 

4)  das  negativ  imaginäre  Zeichen  ff^^'+D^'V-Ti  = — ^~\^  ^Xao 

die  Richtung  der  positiven  Abscissenaxe, 

^         Ak    Ak    Ak  Ak 
lur  r=^,   y.       .  jjg  ... 


Eine  Kurve  dieser  Art,  und  zwar  die  für  k=^\  sieb  erge- 
bende, ist  in  dem  Zuge  OabaAedvfy  (Taf.  III.  Fig.  1.)  dargestellt. 

Keine  zwei  dieser  Kurven  sind  identisch:  aber  dieselben  ha- 
ben für  gewisse  gleiche  Lüngenwertbe  r  der  Abszisse  gleiche 
Ordinaten,  also  gemehischaftliene  Dnrcbschnlttsponkte.  Der  Punkt 
A  für  r=sl  i8t  ihnen  allen  gemein,  und  flberhaupt  giebt  es  in 
dieser  unendlichen  Menge  von  Kurven  für  Ein  und  dasselbe  ratio- 
nale r  nur  eine  endliche  Menge  verschiedener  Ordinateu 
if,  deren  Ansahl  so  uross  ist,  als  der  Zflhier  des  auf  seine 
kleinste  Benennung  gebrachten  Bruches  r  Einheiten  enthält.  Dar- 
aus folfft,  dass  der  Punkt       B,  C,  />,  E  ,  welcher  in  der 

ersten  Kurve  (6)  resp.  den  Werthen  r=:l,  2,  3,  4,  5...  entspricht, 
resp.  von  allen,  von  der  Hälfte,  von  dem  3ten,  4ten,  5ten  ...  Theile 
der  in  Rede  stehenden  Kurven  passirt  wird. 
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Anwendung  der  perspectlTlscheii  Pro- 
Jection  auf  die  analytisclie  AuflSsnng 
der  Anfj^abe  Mdne  ^emelnsehaft« 
liehe  nransenfe  an  zwei  Iiinien 
zweiten  Oracles  zu  finden''.  Als 
Fortsetzung  der  Untersueliun^en  inüTr- 
XIII.  des  XI.  Theils  2.  Hef  ts  dieses 

AreliiYS. 

Herrn  Leopold  Mostbrugger, 

Lehrer  der  Mathematili  m  der  fÜMteoMehele  m  Aar»«* 


S.  I. 

Wir  bedienen  ud8  hier  der  cleicben  Bezeichnungen  und  Annah 
nwiwto  in  dein  so  eben  angefülirteD  Aufsätze  dieses  Archiv«,  und 

( >        +  /)»  =a«6«  (1) 

als  die  Gleichung  einer  Ellipse  an ,  deren  Aclieen  2a  und  2b,  und 
deren  Mitteipunktscoordinaten  —  /  und  (7  sind;  auch  finden  hier, 
wie  in  (12^  jenes  Aufsatzes,  folgende  Relationen  zwischen  deu  Coor* 
dineten  X  und  Y,  und  den  diesen  entsprechenden  perspectivbcben 
Coordinnten  ff*,  f  bUU,  ninlich : 

9  — «  ■  e— «'     )  ^  ' 

In  diesen  Gleichungen  sind  u,  r  die  Conrdinaten  des  Au- 
ges im  Räume.  Durch  die  Substitution  dieser  VVerthe  von  X  und 
y  finden  wir  endlich  för  die  Gleichung  der  Perspectiv»  der  Ellipse 
1)  folgende: 
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(3) 


ta»(^ii)*+»V-«)»-«^»»'*+«'»V«+ä««(»-«)V»'  1^ 

Diese  Gleichimg  im  AllgemeiDen  einen  Kegeleehnltt  ans. 

Wir  wollen  Don  den  geometrischen  Ort  des  Auges  ti,  r)  zu 
bestiraiDen  suchen,  wenn  dieser  Kegelschnitt  eine  rCreisiinie  wird. 
In  diesem  Falle  müsseo  bekanotlich  die  beiden  bedioguogtfglei- 
chaogen : 

••(^-»)*+W-0*-«V3»Ä«  (4) 

(^-i«)p==0  (5) 

fiatt  finden.   IHe  Gleichung  (5)  lerßUlt  aber  wieder  in 

0=0  (6) 

and  in: 

^-«=0  (7). 

Nehmen  wir  zuerst  die  Gleichunijen  (4)  und  (6)  als  gleichzeitig^ 
bestehend  an,  so  sehen  wir  dass  erstere  ein  cintheiliges  Hyperbo- 
iuid,  letztere  die  Ebene  der  darstellt,  beide  zugleich  geben  also 
die  Dorebschnittacurve  der  Ebene  xy  mit  jenem  Hyperboloid, 
welche  durch  die  Gleichung: 

^   +        ~" '  ....(»; 

^rgeatellt  wird    Setzen  wir  in  der  Gleichung  (3) 

ond  hernach  r=0,  so  erhalten  wir  die  identische  Clleichung  0=0. 
Es  muss  also  der  Werth  t)=0  verworfen  werden.  Mebroen  wir 
UoEegen  die  Gleichungen  (4)  und  (7)  glelchaeitig  beetehend  a«, 
•e  laden  wir,  weil  j^ti=0  die  Gleichung  einer  auf  der  Ebene  der 
■rv  senkrecht  stehenden  Ebene  ist,  deren  üurcbacbnitt  mit  dem 
Hyperboloid  (4)  durch  die  Gleichung; 

e«=:p|(/L-<)a-fla|  (9) 


dargestellt  ist:  dass  die  Perspective  der  Ellipae  (1)  eine 
Kreislinie  wird,  wenn  sieb  das  Auge  {U  if»  e)  auf  einer 
darch  die  Gleichung  (9)  aueged ruckten  H yperb el  befin- 
det, deren  Ebene  auf  der  Ebeno  der  gegebenen 
Ellipse  und  auf  der  Tafel  senkrecht  steht. 

Für  die  Gleichung  der  Kreislinie  selbst,  welche  die  Perspec- 
titeder  Ellipae  (i)  in  oieaeai  Falle  Toratellt,  finden  wir  nachalabaBde: 
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G«beD  wir  statt  der  Ellipse  (1)  eine  Hyperbel,  deren  Giekhoog 

i^(F-.^)a-6V+JC)«=»--<jW  ai) 

ist,  so  6nden  wir  darcb  eine  gans  gleiche  Untersoelifnff  wie  in 

§.  1.  dass  ilire  Perspective  eine  Kreislinie  wird,  wenn 
sicii    das  Auge  (f,  u,  v)  auf  einer  Ellipse  bewegt,  de 
ren  Ebene  durch  das  Auge  geht,  und  senkrecht  aal 
der  Ebene  der  Hyperbel  (11)  und  auf  derTafel  Ist  «f 
Gleichung  dieser  OrtselUpse  ist: 

i^=^|i^(/'-0*l  (12) 

Die  Gleichung;  der  Kreislinie,  welche  in  diesem  Fall  die  Perspec- 
tive der  Hyperbel  (11)  vorstellt,  wird  alsdann  folgende: 


$.  3. 

Nehmen  wir  für  die  perspecttvisch  xu  projicirende  Cnrve  eioc 
Parabel,  deren  Gleichung: 

r-^»-.Vi^öq5)  W 

Ist,  nnd  wenden  auf  diese  dasselbe  Verfahren  an»  wie  bei  ^ 
Ellipse  (1),  80  finden  wir,  dass  sich  diese  Parabel  per 

spectivisch  als  Kreis  projicirt,  wenn  sieh  das  Au 20 
auf  einer  zweiten  Parabel  vom  gleichen  Parameter 
bewegt;  die  Ebene  dieser  ist  ebenfalls  auf  der  Ebeae 
der  Parabel  (14)  und  auf  der  Tafel  senkrecht  Die  Gt** 
chang  der  Ortsparahel  des  Anges  Ist  1 

^^p(i^n.:  415) 

Der  perspectiv iscbe  Kreis  wird  aber  durch  die  Gleichung: 
ansgedrlckt 
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14. 

tlm  der  WIMhiif  mmttm  Aofgabe  nllrar  ni  rMM»  aueliefi 

Hir  die  Bedingungen  auf,  onter  welchen  irgead  eioe  Linie  zfretten 
Grades  in  einer  ganz  beliebigen  Lage  gegen  die  Tafel,  nur  in 
der  gleicbeo  Ebene  wie  die  Curveu  §,  1.  (il)  und  (14)  iiegeod^  eich 
perspectiviscli  als  Kreis  projicirt,  nnd  nehmen  daher 

Ar*'t^Bxr'k^cx*-t^ü¥-^u:X'^FAO  .  * .  * .  (17) 

als  die  Gleichung  der  zu  projicirenden  Linie  an.  Die  Relationen, 
welehe  iwieehtD  den  perspectiviaelMa  Coordiiuit0n  y*,  x*  und  den 
CoerdinataD  JT,  T,  Z  statt  finden,  werden  durch  die  CUcichnngsns 

V — z  ©— r 

dargestellt,  nL  s.  Archiv  TbeilXI.  Heft  8L  paf^.  121.  Nr.l.  Durch 

die  Substitution  dieser  Warthe  von  X  und  F  in  (17)  erhalten.  «Ir 
als  GleichaBg  der  Perspective  der  Cnrve  (t7)  folgende: 

(») 

-2r  1  2Z>cY+F»« 

Soli  diese  Gleichung  einem  Kreise  angehSien,  so  DriUsea  die 
swei  bedingungsgleichungen; 

j^ma^c^'^Wm'^m'^fbsA^  («) 

Au-Bti^D^rzO  (21) 

statt  finden;  eüniiniren  wir  aus  dienen"  beiihin  GleichongcD  die 
Grösse     so  erhalten  wirs 

d»,iiJI^(m^Ad)i^Bi>^Ami4^J0^AFiniQ  (»0 

Diese  Gleichung  <lrfickt  im  Allgemeinen  eine  Linie  zweiten  Gra- 
des aus,  auf  welcher  sich  das  Auge  bewegen  muss ,  damit  die 
Perspective  der  Cnrve  (17)  ein  Kreis  wird,  und  zwar  befindet  sich 
diese  Linie  (22)  in  einer  Ebene,  welche  auf  der  Ebene  der  xy, 
oder  auf  jener  der«Curve  (17),  senkrecht  steht,  und  welche  durch 
die  Gleichung  (21)  dargestellt  wird. 

Für  die  Gleichung  der  Kreislinie»  welche  die  Perspective  der 
Curve  (17)  ist,  erhalten  wir: 

TlieU  Wh  10 


* 
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f.  8. 

ISebmen  tvir  zueiil  an,  di«  dnrch  die  Gle1cii««g  <W)  ■dtffgMteHte 
C«^«  fl«l  eise'  Ellipi^  «o  moM  bekannUicb 

Ä»-^ilC<0  and  (Ä/)-il£)*-(JJ^-^C)C/)^ilF)>0 

sein;  H-ir  können  daher  zufolge  unserer  Aniiahine 

B^'^ACzs-^n  .  ,  (24) 

•  iBD-AE)*-(B^AC)(D^AF)^m^  .....  (25) 

setzen;  n  Ut  eine  numerische,  m  hingegen  eine  lineare  Grösse. 
Dadureh  wird 

P="3r*  ^=  • 

■»  •• 
«h(o 

r 

n 

Setzen  wir  überdies  noch  der  Kürze  wegen  BD^ — AE  =  c\  so 
haben  wir  statt  der  Gleichüngeo  (17),  (22)  und  (23)  folgende: 

+  c*-|-«l>*-m*sO  .  .  .  ,  (26) 
^i*oa»--n«i*— 2cii(+m^»-c*=0   (27) 

Sind  a',  jS'  die  Mittelpunktscoordinaten,  und  r'  der  Hadius  des 
durch  die  Gleiehnn«^  (28)  dargestellten  Kreises,  so  ist  bekMntliei^ 
wenn  die  Gleichung  (27)  beoutst  wird: 

^  —  ^.U   ^_c(»t<fo)-«»^  im) 

^=     ^     .  »^-^aii W 

Endlich  finden  wir,  mit  ßerücksichtigunj;  der  Gleichung  (9),  für  die 
MittelpnnlEtscoordinaten  a,  ß  and  den  Kadius  r  des  Kreises  (10) 
ftrfgeade  MTertbe: 


I 
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tJni  unsere  späteren  F^olgerongeh  gehurig  begründen  zu  kOnnen, 
♦rollen  w  ir  auf  analytischem  Wege  er\vei8en  „dass,  wenn  von  irgend 

einem  Punkte  k  eine  Tangente  an  <?ie  Curve  (26)  des  vorigen 
„Paragraphen  gezogen  »vird,  die  perspectivische  Projection  dieser 
),  Tangente,  ebenfalls  eine  durch  die  perspectivische  Projection  Icp  des 
„Punktes  Ä  gehende  Berührende  au  den  Kreis  (28)  ist,  und 
ttzwar  muss  diese  letztere  diesen  Kreis  in  demjenigen  Punkte  be- 

rühren,  \velchcr  die  perspectivische  Projection  des  lierührungs- 
I,  punktes  der  erstem  Tangente  and  der  Ellipse  (26)  ist. 

Wir  nehmen  A",  V"  für  die  Coordinaton  des  Punktes  /r,  und 
X',  Y'  frir  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der  durch  k 
an  die  Ellipse  (2G)  gezogenen  Tangente  an;  ferner  seien  z"* 
die  perspectivischen  Coordinaten  des  Punktes  fc«,  und  v",  z  jene 
des  Berührungspunktes  der  durch  üp  an  den  Kreis  (2H)  gezoge> 
Den  Tangente;  so  hüben  wir  für  die  Gleichung  der  ersteren  Tan* 
gente: 

und  für  jene  der  let/.tern  Tangente :  .  ^ 

.V"  i-s'V"- ^^-^  ('"+='">  +  aCjT + 3=0  (33) 

Es  wird  unsere  hn  Anfang  diesesParagraphen  aufgesteHteBehauptung 
erwiesen  sein,  wonn  wir  in  der  lilelchung  (31)  dicWerthe  von  A', 
y X".  }'"  dnrt  h   die  entsprechenden   perspectivischen  ('oordi- 
Tiatt'n  und  y'",  :'"  austiedrückt .  substituiren,  und  wenn  wir 

nisdann  eine  resultironde  (»leichung  erhalten,  die  mit  der  in  (32) 
identisch  ist. 

Nach  §.  -i.  ist  ultcr 

Av  V'/        '*         1'/  VI*  zIL  • 

oder,  weil  wegen  der  Cilelchung  21)  §.  4.  m  =  — —  ;  und  aus  28) 


5.  5.  ,=  =£±^:^^lU!?»;,oi,.: 

'  71 


10» 
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 Aniv^') 

Durcb  die  Substitntloii  dieser  CoordioatMiwerÜie  io  der  tileichng 
(31)  efhalteo  wir: 

{Anp^-Vß{—c±^^^i^TÄ^^-nDV"\Ut^^  + />p)  ' 

Rcdiiciren  wir  diese  Gleiebuag  gehSrIg»  ved  benMrkea»  dess  we- 
gen Gleielnuig  (29 

Qod 

ist,  so  wird  dieselbe  mit  der  (ileichuitg  (32)  identifscb.    (lanz  auf 
eleiche  Art  würden  wir  eine  mit  der  Gleichung  (31)  identische 
Glelcbnn^  erbsiCeii  haben«  wenn  wir  in  der  Gtemuog  (32)  statt 
ar»      respectiire  die  Wertbe: 


8iibstituirt  hätten,  wodurch  also  die  vorausgeschickte  Bcroerlcung'die- 
«es  l^aragraphen  nicht  nur  gerechtfertigt  ist,  sondern  wir  sind  dadurch 
mach  liereentigt  zu  folgern,  dnss  eine  Gerade  £«•  welche  die  bei* 
den  Kreise,  welche  durch  die  Gleichungen  (10)  $.  1.  nnd(38)).5. 

dargestellt  wird,  gemeinschaftlich  berührt,  die  Perspective  einer 
eemeinscbaftlichen  Tangente  Ij  an  die  durch  die  Gleicbiingeo  (1) 
|.  1.  und  (2)  $.  5.  dargestelitt^o  £Uip8en  ist. 


j.7. 

Um  SB  nntersuchcn,  ob  wd  in  welchen  Fällen  es  mudich 
ist,  eine  gemeinRchaniicbe  Tangente  an  die  Ellipfsen  (1)  }.  1.  un<i 
(28)  J.  5.  zu  ziehen,  müssen  wir  zuvor  untersuchen,  ob  es  wirli 
lieh  einen  reellen  Punkt  gibt,  in  weW^heni  sich  datc  Auze  betindea 
liaun,  damit  die  Perspectiven  der  Ellipsen  (1)  {.  1.  und  (28)  f  <i> 
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beide  zugleich  Kreise  werden.  Dieses  wird  aber  nur  dann  der 
Fall  sein,  weon  es  reelle  Durcbschnittspunkte  der  Ortscurven, 
irelche  durch  die  Gleichungen  (9)  1.  una  (*27)  §.  5.  darc^esteilt 
sind,  gibt.    Diese  Curveo  liegen  io  den  durch  die  GieicbuDgeo 

dargestellten  Ebenen;  ^  Gieicbungea  der  DlircliBcbDittslime 
dieser  Ebenen  sind: 

B  Da 

u=g  und  w=2^"'il*  

Diese  Linie  ist  also,  wie  sich  schon  aus  der  Lage  der  genannten 
Ebenen  sch Hessen  lässt,  auf  der  Ebene  ay  senkrecht.  Aus  den 
CüaiclNingen  (33)  folgt: 

m    D    .    ^    A  Dl 

$^"2 — 2*  '==;ß^^S<  

Führen  v>\t  diesen  Werth  von  i  in  (9)  J.  L  ein,  so  erhalten 
wir: 


oder 


Soll  daher  die  AuilSsaog  der  Aufgabe  aagUcli  eeii^  so  miiM  SDt- 
weder 

und  zugleich  BiJ ^  a)>  Ag -k^ D^ ^  ' 

oder 

Bif^aXAg-^D   

.  and  BUgleich  B(/^-o)<49-^D<  ' 

sein.  Wir  erhalten  aber  noch  eine  andere  Beziehnngseleichung, 
welche  die  Bedingung  der  Lösbarkeit  der  Aufgabe  angibt.  Näm- 
lich wenn  wir  die  soeben  gefundenen  Werths  Ten  t  uod  e  io  der 
^cieliiinff  (27)  $•  svbetituireDt  so  erhalten  wir  41«  B«diD- 
fBogsglekhaog: 

nJW{Bf'^Ag^Dlf^J^B^aVi^-ii^Ag^Dl^'-%^ 

-f  «An^JB^-APB^sO  (38). 
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E8  handelt  sich  nach  dem  ,  was  wir  im  §.  6.  und  {.  7.  ue- 
zelgt  haben,  nur  noch  darum,  die  Coordinaten  derjenigen  z^ei 
Punkte  Ap  und  Jp  zu  bestimmen,  aus  welchen  äussere  und  innere 
Tangenten  an  die  Kreise  (10)  §.  1.  and  (2b)  {.  Ö.  gen»- 
gen  werden  kOnnen,  und  alsdann  mittelst  dieser  Coordlmitenwerthe 
diejenigen  von  den  Punkten  in  der  Ebene  der  xy  oder  in  der 
Ebene  der  beiden  Ellipsen  (l)  §.  1.  und  ("2(5)  §  5.  zu  bestimmen, 
von  welchen  Ap  um!  Jp  die  perspectiviscbcn  Projectionen  sind. 
Die  ersteren  sind  aber  offenbar  der  directe  und  d(^  inverse 
AehnlichkeitsDunkt  der  obengenannten  Kreise.  Bezeichneo 
wir  mit  y\,  z'^  die  Coordioaten  des  Aehnlichlrdtsponkten  Ap  oder 
Jf  der  Kreiiie  in  (10)  and  (26)»  eo  eind  dieee  beKanntlidi: 

Fuhren  «rir  znror  in  den  Gleichunt^en  (29)  und  (30)  }.  5.  db 
Werthe  von  t  und  v  aus  (34)  und  (36)  f.  7.  ein  ,  und  siibstituire» 
die  60  bestimniten  Ausdrücke  von  er,  ß,  r,  af,ß*  und  in  dieseo 
VVertheo  von  y'i  und  x'i,  so  erhalten  wir : 


8ind  endlich  Xi  und  die  Coordinaten  des  dem  Punkte  Af 
oder  Jp  entsprechenden  Punkten  A  oder  J  in  der  Ebene  der  Jtjft 
eo  hflJlien  wir  zu  deren  B6Kt|ii\mung  nach  §.  i*  die  Foraielo 


^1— 'l—   


Selsen  wir  in  diesen  AasdrOckeo  ii=^  (Si«|ie     I.  (6), 

1=42+^,  e=j^  V^[gÄ^ir-X)]  WlJ« ; 

und  statt  y'i  und  s'i  die  In  (40)  nngpgebenen  Werthe»  so  haben 
wir: 


*)  Die  nbem  Zeirlicn  polten  für  da»  #lreetee,  die  eelani  lir 
den  Inverson  Aehnl ichkcilspunlci. 
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Zieht  man  nun  von  dem  durch  dieee  Coordloaten  X  nod  l\ 
beetfmniten  Pnofcte  eHie  Tangente  au  eine  der  darch  die  GleMneg 
(1)  §.  ].  oder  (26)  $.  5.  dargenteUten  EUipeen,  co  nmsa  diese  aucl^ 
nach  dem  was  in  §.  6.  bewiesen  irorden  ist,  die  andere  EUipee 
berühren«  wie  es  verieogt  wurde. 


Nehmen  wir  jetzt  au,  die  Gleichang  (17)  }•  4  steHe  tbm  Pi» 

rabel  dar,  eo  moas  befcanotlicb 

« • 

m^ACts9  nnd  BD^AE^ 

•ein;  ee  eel  nun 

BD-jUu^-^m  und  4Ct=0, 

wo  m  eine  lineare  GrBaa«  le|,  ee  gebt  der  Gkkbung  (22)  J.4  h 
folgende  Ober: 

« 

-1- 2ffil -I- D^-r  ^^="0. 

oder  da  jede  reelle  Giusse  von  zwei  Dimensioneo  lie- 

deuten  kann,  so  nehmen  wir  Lß-^AF^h^  no;  dadincb  wird  db 
letzte  Gleichung  an: 

^«r«+2m« +  A*S50  (4^ 

Die  Gleichung  (17)  hingegen  geht  bei  diesen  Annahmen  bi  fol- 
gende über : 

Statt  der  Gleichung  (ß3)  erhalten  wir: 

Diese  Gleichung  drQcfct  denjenigen  Kreis  aus,  welcher  die  Per- 
spective der  Parabel     (44)  Ist: 

Werden  wieder  die  Mittelpunkt^coordinaten  des  in  (16) 
6.  3.  dargestellten  Kreises  mit  a,  ß  und  dessen  Radius  mit  r 
bezeichnet,  so  wie  jene  des  Kreises  in  (45)  mit  at',  ß'  aod 
dessen  Radius  mit  r'»  so  tot: 


1— ».  ß—  3^     •  •^"8^=^  l*' 
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«'s- 2» /Ts — ^^är>\  — 

Da  aber  die  Parabel  ia  (15)  §.  3. ,  welche  der  geometrische 
Oft  dM  ÄQges  tot,  damit  dl«  gegebmi«  PmM  in  (14)  sieh 
als  Kreis  projtdrt,  in  einer  auf  die  Basis  senkrechten  Eiiene  11«^ 
<]eren  Gleichung  g-^u^O  tot»  als  auch  die  Ortscanre  (43)  mcli 
ia  der  durch  die  Gleldiung 

ausgedrückten  Ebene  beGndet,  so  muss  sich  das  Auge,  damit  die 
beiden  in  (14)  und  in  (44)  gegebenen  Parabeln  sich  zugleich  als 
Kreise  projicireo»  sowohl  in  der  Durchschnittslinie  dieser  beiden 
Ebenen,  ab  auch  In  den  Dnrchaehnittspnnkten  der  Cnnren  (15) 
$.  3.  und  (43)  befinden;  dieie  Durchschoittspun kte  (wenn 
solche  möglich  sind)  kQnnen  aber  muf  aaf  der  Dufchachnittalinie 
der  darch  die  CUeicoungeD 

«ssO  und  Au'-Bii'J}s:^Q 

dargestellten  Ebenen  liegen.  Elhniniren  wir  daher  ans  diesen 
deichnngen  die  GrOsse  u,  so  erhalten  wir  wieder  Is^^^tOh* 

reo  wir  diesen  Werth  voo  t  iu  der  Gleichaog  (16)  (.  2.  ein,  so 
kosunt: 

,,^pjg±o=m:  (48) 


Dieser  Werth  von  ü*,  und  jener  von  t  in  (43)  eingeführt,  gibt 
die  Beziehungsgleichung  an ,  welche  zwischen  den  CoetlScienteo, 
B,  Dj  p  u.  s.  w.  statt  linden  uiuss,  damit  di#  Aufgabe  möglich 
wird;  diese  ist: 

(4öf-»-/>)WV+2iii)— iß(JVp-A")=0  ....  (49). 


{.  10. 


Dnreh  dto  ElnMruag  der  Im  vor  igen  Firutrapheii  gefundenen 
Werfte  von  I  und  v  in  den  Gleiehnngen  (4o)  und  (fi)  erhalten 
wir: 
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miAg+D)  ^ 


Bezeichnen  wir  wieder  wie  in§.  8.  die  Coordinateudeä  AeJutUchkeiU- 
Punktes  il.  oder  Jp  der  Kreise  (16)  3.  und  (45)  §.  9.  nK  und 
x'it  so  erbslteii  wir  durch  die  fiiQrfihrung  dieser  WeffdM  ve«  o, 
ß,  r,         und  r'  in  den  Gleichungen       {.  8: 


Dieoiieren  Zeichen  eelten  für  den  direeten«  dieontefen  ftr  das 
invefsen  Aebitlidikeitspunl&i.  ^* 

Fübrco  ^^'if       Werthe  von  t,  u,  o.  z'i,  y\  \n  dieFormeio 

^»^;^27*  "e-2'r 
ein,  äo  erhalten  wir  für  d^s  ob^r^  2feichen  in  jenen  Wertbeo: 


(Äff  \  ü)  {ßi2f,n'-lc^)-2m(Ag  -\-  D)\ 
»m(Ag-\^V)i-JSf(A^p-'im)\ 


an 


oder,  «veno  w  ir  die  Gleichung  (49)  benstzen,  so  wird : 
Ffir  die  unteren  Zeichen  in  (52)  erhalten  wir: 


^  _-(^/y-f/>)(g/^-f^)  • 


F  - '^ADp\{Ag^D)-Bfi^^ig(Aff^DHtjBU^ 
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ge—tif»  wir  in  dkieiu  hmm  WerlN       K,  «e  OleithMg 

(-fj),  «o  wird  der  Meniier  2«  dluU»  iroraui»  hervorgeht»  da«s  mao 
ite  unteren  Zeichen  nicht  nehnveo  darf,  d.  Ii.  dass  es  l)ei  zwei 
Parabeln  nicht  atvei  JUhfilichiceit||iuui^ta  gibt;  W/erilie  iu  (Sft) 
und  (56)  sind  also  unbrauchbar. 

Wird  aus  demjenigen  PunkUi,  dessen  iCoordinatenwerthe  In 
(43)  uod   (45)  darge-stellt  sind,   eine  Tangeute  an   eine  durch 

«•  Gleich«igeii  (14)  §.  X  ^ier  (44)  §.  0.  4iurffeeteMle»  *PmM»^ 

gesogeD,  so  muss  diese»  naeh  dem»  was  Id  f.  Oi.  erwieeen  wurde» 
aoeb  die  andere  berAbreo^ 

Führen  wir  die  Untersuchung  ganz  auf  i^leicbo  Art,  wie  dies 
Vi  den  früheren  Paragraphen  bei  zwei  Ellipsen  geschehen  ist, 
iiei  zwei  Hyperbeln,  so  werden  wir,  ebenso  wie  dort,  bestimmte 
Werthe  für  die  Coordinaten  eines  Punktes  erhalten,  welcher  die 
ßgenschaft  besitzt,  da^s»  wenn  man  ana  Ihm  eiqe  Tansenie  an 
eine  der  gegebenen  Uyperb^n  slebl^  jene  Tangente  anch  dte  itn- 
^  Uyperbel  berUbrt^  .  ^ 

Aas  dem  in  {.  6.  Erwiesenen  Isisst  sich  unmittelbar  folj^en* 
der  Satz  herleiten.  „  \\  enn  inafi  drei  Ellipsen  von  beliebigen  ^ 
„Parametern,  und  in  beliebiger  La^e  (jedoch  in  einer  Ebene)  hat, 
^uhd  man  zieht  afi  Je  zwei  derselben  die  äussern  und  die  inpern 
»Tangenten,  so  liegen  die  drei  Durchschnittspttniite  der  Aussero 
»Tangenten,  ao  wie  je  awel  hinere;  mit  den  nicM  aagehftrigen 
..äu»j»ern  in  gerader  Linie."  Sind  nämlich,  ÄL,  M^,  die 
drei  gegebenen  Ellij)«:en,  Ai  der  DurchsGbaittBfnniijl  der  äueaem 
laogenten  an  die  Eaüpseu  M%  und 

• 

d^  jener  der  äueaera  Tangenten  au  die  Ellipsen  Mi  und  üf, 
4i*'  Ml  M% 

i^j     •      "    Innern  M%   *  Jfs 

/j    -      •        -  -        -     •       -       Ml  ' 

Jj-      -        •  ...  ßi§^  . 

M  Hegen 

Ai»  J^f  J% 

\  A^t  Ji  % 

I  A^9    ^19  J% 

in  gerader  Linie. 

Denn  projicirt  man  die  Ellipsen  als  drei  Kreise  M^i ,  Mi*^, 
^WPj;  und  zieht  an  je  zwei  die  äussern  und  innern  Tangenten,  und 
I  ^zeichnet  die  Durchschnittspunivte  der  äussern  Tangenten  an  die 
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Kreise  und  Mf^ '  und         ;  und  Mp^  reefvectiv© 

mit  Ap^t  AP2,  und  ebenso  die  Durchscnnittopunkte  der  innern 
Tangenten  an  die  KreiM  üb^  mid  Mr%;  Mf^  and  üfr«;  Afp«  mkl 
üfp,  respective  mü  J^;  «Ip,  ud  Ji»|.  M  hat  Monge  hewtüi— » 
daw  die  Punkte 

Afi,  Af^,  Af^',  Äfx,  Jp^,  Jp^;  Ar^  JPg,  JPgi  Jp,,  JPg,  Jf^ 

itt  gender  'liinle  Ke(^.  Projicirt  man  die  eeehi  Pmklt 

^l»  ^9»  '^tf 

wieder  io  die  geometrigche  Bildfl&clie  nach 

Ai  t  A^,  A^,  Jg ,  Jg^, 

zurück,  so  werden  auch  nach  §.  6.  diese  die  Eigenschaft  hesitzen, 
dass  jede  aus  ihnen  gezogene  Tangente  an  eine  der  Ellipsen  üf,, 
üfa,  M»  noch  eine  zweite  derselben  berührt;  ferner  werden  auch, 
ebenfalb  nach  dem  rorber  Erwiesenen«  die  Punkte 

Ai,  A^,  Afp  J|«  «ff, 

auf  den  entsprechenden  Linien  liegen,  auf  welchen  eich  ihre 
spectivischen  {^rojectionen  befinden,  also 

t 

(4,  ie  4a)»  (4i  (At  4  /t)»  (Af  A  «^e) 

▼ier  gerade  Linien  biiden* 


I 
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MV. 

Die  astronomische  Wärme-  n-  jLicht» 
Vertlielliuiff  auf  der  Erdoberfläche* 

Lehrer  IjEerrn  Brenner 

wm  Tottliog«a. 


I>ie  freie  Winne,  welche,  whui  dem  Lichte,  hauptsächlich 
die  Existenz  der  organischen  Kurperwelt  hedin^t,  wird  der  Erd- 
oberfläche aus  zwei  Hauptquetleii  zugeführt.  Die  eine  Ut  der 
Wirmevorratb,  den  die  Brae  in  ihrem  Innern  birgt,  die  andere 
die  Scmne.  Da  wir  mm  ven  äm  Wärmemenee  des  Erdkerns ,  so 
wie  von  der  WärmeHtrömung  gegen  die  Oberfläche  noch  keine 
genaue  Kenntnis^  haben,  übrigen»  aber  von  einzelnen  Gebenden 
(Island,  Grünland)  wissen,  dass  sie  aus  der  Erde  eine  weit  grOs« 
sere  Quantität  Warme  beziehen,  als  andere  Gegenden,  so  lässt 
sich  über  den  Ausfluss  dieser  Wärmequelle  wdhi  keine  allgemeine 
Regel  angeben.  Weit  mehr  Hoffnun«;  scheint  vorhanden  zu  sein 
zur  Bestimmung  der  von  der  Erde  auäiliessenden  Wärmemenge 
für  jede  beeoame  Gegend,  lieaendeninrenn  man  sie  mH  der  vom 
der  Sonne  gespendeten  (Wfirmemenge)  zu  vergleichen  sucht.  Die 
letztere  aber,  die  Sonne,  verbreitet  ihre  Wärme  auf  solche  Weise, 
dass  sich  die  Verhältnisse  der  Wärmemengeii^  für  verschiedene 
Gegenden  genau  beatimmen  lassen,  —  Veriiiltflisae,  denen  andi 
die  Lichtverbreitung  derselben  unterworfen  ist.  In  Beziehung  auf 
die  W\'irme  ist  zwar  bekannt,  dass  sie  durch  die  Sonne  aus  den 
Körpern  nur  entwickelt  (frei)  wird ;  dessen  ungeachtet  können  wir 
uns,  filr  vnsem  Zwecic,  Tentelleii,  sie  sei  mrldieb  A  Aiioie 
von  der  Senne. 

Die  von  der  Sonne  berrübrende  Wärme*  und  Licbtvertheiluog 
auf  der  Brdoberlicbe  nennen  wir  «He  Mtroneaiüsebe»  ood  41« 


IM 

Wfirme-  und  LxchtverhüMolaw,  oder  auch  die  Winne-  und  Licht- 
ineneen  für  verschiedene  Gegenden  sn  beetinuBen«  eel  dttGegen- 
atand  unserer  Beschäftigung. 

Es  ist  bekannt,  dass  sich  die  auf  cleiche  ebene  Flächen  ge- 
worfenen W.'irnie-  und  Lichtnien<?en  verhalten  wie  die  Sinus  der 
^ieiffungswinliel  der  auflfallenden  Strahlen.  Es  werde  nun  die  in 
der2ieiteinlieit  anf  die  Filcheaeinbeit  aenkrecht  geworfene  Winne* 
oder  Lichtnience  zur  Einheit  angenommen,  so  ist  dieselbe  bd 
einer  Neigung  JS  der  Sonnenatrablen  gegen  den  Horizont 

sain/?. 

Diese  Neicjun^  der  Sonnenstrahlen  istahcr  nichts  anders,  als  die  fiuhe 
der  Sonne.  Es  sei  daher  (Tuf.  Iii.  Fig.  2.)  JJJi  der  Horizont 
des  Ortes»  Z  deaaen  Zenith,  AQ  der  Aeqoator,  P  der  Nordpol, 
DE  der  an  einem  belicbigeo  Tage  von  der  Sonne  beschriebene 
Parallclkreis ,  L  der  Sfanilpunkt  derselben  zu  einer  beliebigen 
NachmtttagMtunde.  Ziehe  ich  durch  L  den  Vertikalkreia  ZU, 
ao  wie  den  AleridSan  PT,  ao  iat  im  apbXriacben  Dreieek  ZPL 

eonZLs^cntZP^OMPLi'BmZPMlnPLjmZPL . 

Setze  ich  die  Breite  des  Ortes  ar^,  die  statthabende  Derlinalion 
der  Sonne  den  Stundenninkel  =<S,  so  wie  die  Hohe  der 

Sonne  =£f,  so  ist,  wenn  durch  «  daa  bduinnte  Krelaverbiltniae 
%14150....  bexeicbnet  wird, 

ZLsz^^üi  PLsn^d  nnd  ZPLmzSi 

folglicb 

1)  BinAsslftdiiin/S  -f  eosScosficanS » 

Bezeichnet  man  die  Zeit  mit  t,  so  ist  der  Zeitmoment  dt,  und 
die  in  einem  Au<;enbliek  von  der  Flächeneinheit  in  Empfang  ge- 
nonmiene  Wirme-  oder  lilcbtmenge 

*    •         •  • 

MftHeh  hat  man.  wenn  nao  die  Witne^  oder  LIebiMnge  einee 
Telgea  tait  iT  beceiobnet, 

Üls»  J  </l(6indsin^-f  Gosdcoa/koa^r 

wofern  dieaea  Inteijal  awiacbca  den  gebirigen  CStenaen  genom- 
men wird. 

Zur  Zeiteiobeit  nebmen  wir  die  bfirgerlicbe  Stunde,  und 
dann  iat 
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lilgUefa 


tu.  _    und  als 


DhMgibt  ' 

Lz=i^^J* cl5(«ifid8in/S-|*C08dco8/3cos5). 

l^war  ist  auch  die  Declinatiuii  6  eine  Function  von  t,  und  folglich 
neb  Toa  iS>;  allein  eie  Varürt  in  einem  Tage  so  wenig«  dass  das 
•.Midhe  ^Miatham  derselben  anf  das  Integral  keinen  merkricbeii 

jlEnfluss  ausübt  Nehmen  wir  jedoch  lür  den  Tai^,  dessen  Wärnic- 
tnid  Licbtmenge  bestiminf  werden  soll,  die  Mittags  12  Uhr  statt- 
findende Declination  als  constant  an,  so  wird  man  für  den  einen 
halben  Tag  etwas  /ii  viel,  für  den  andern  etwas  zu  wenig  Wärnie- 
oder  Lichtniengc  haben,  so,  dass  beide  Fehler  sieb  beinahe  neu« 
j--*-  .  —  werden.  —  ^omit  bekommen  wir 


2)        Üf^^CsindsinjS.iS  -f-  cosdcos/SsiniS)  + 

So  C  die  eingegangene  Constante  ,lst 

Fassen  wir  zuerst  nur  den  halben  Tag  ins  Auge,  so  ist  für 
die  eine  (irenze  dieses  Integrals  5=0,  und  die  andere  ergibt 
sich  aus  \)»  wenn  man  //=0  setzt.   Sie  ist 

C08iS=:-tgötg^  oder  Ä=3^(— tgdtg/3). 

Nehmen  wir  dasselbe  zwischen  diesen  Grenzen,  verdoppeln  es 

nM 
24 

haben  wir 


*  Ueiaof,  Selsen  kt'^^^  wd  bebslien  S  aJs  Hilf«grO«so.beU  so 


3)  ii=sind8in^.5-fcosd6os/feini$. 

h  Betreff  derjenigen  Gegenden  aber,   wo  die  Soooe  gar  pieht 

mehr  untergeht,  hat  man  das  Integral  2)  für  einen  ganzen  Tag, 
o<1er  vielmehr  für  die  zivischcn  zwei  aufeinanderfolgende  tiefste 
^Standpunkte  der  ^Sonne  fallende  Zeit  von  24  Stunden,  d.  i.  zwi- 
schen den  Grenzen  .S=0  uuii  S=-n  zu  nehmen  und  hernach  zu 
verdoppeln.  Diess  gibt 

4)  jir=24sindsin/3. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen:  in  welcher  Breite  Gndet,  bei 
gegebener  Declination  der  Sonne»  ein  Maxlmam  oder  liinhnum  der 
in  einem  Tage  gelieferten  Wärme-  und  Lichtmenge  statt?  Za 
dieaem  Zwedi  setsen  wir  die  in  BeiiehnDg  fMf  ß  genc 
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DiffMMrtUle  voB  9  und  4)  gMdi  Mdl  «ml  «ntirldnto  /I.  9^  gilt 


Subfititaireo  vrir  für  cosiS  desseo  Werth,  so  heben  sich  auf  der 
rechle«  Seite  dieser  Gleiehang  dae  nveite  «od  vietle  Glied  gegee« 
eeitig  eaf«  and  es  iet  aledaDO 

Seteen  wir  nuo  du^ssQ,  eo  lEooBnit,  weon  iHr  I|j0^«  eefnn^ 
■•flbdeai  die  eotetasaeiie  Gleiehang  M?ec  mit  der  Gleidiang 

tgdtgßss-eosiS 

■mlllplieirt  worden  iel» 

Elimlnirt  nieo  ans  3)  and  6)  S,  se  ergibt  sieh  des  Bf.  If.  seihst 

toeö  .  „ 
cosp 

ist  d*u^  negativ,  so  findet  hxa  Mazimnm,  nnd  pesitir,  ein  Mini- 
stett  Es  ist  aber 


fi*ii^s      -f  c^'S^sin^cos^— cesdsh«/J^5) 
oder.  Indem  sich 

^^ß~  BinS.conß 
findet»  durch  SnbetitutkM  dieses  Werthe«,  eo  wie  deijeaigen  ten 

sin5^— cosd*siniS*co8^ 
^  cosdsiniScos^* 

Ist  daher  der  absolute  Werth  von  tg^  ^  siiiScos^,  so  hat  man  ein 

Maximum. 
Miniraani. 

Wenn  nun  ein  Werth  ist,  der  die  €Heieii«ng  tf)  hebab« 
beffiedigt,  so  hat  man  die  Correction 

3"  a"-f  cosi#  * 
SslsM  whr  y%9&i«-fshi2^»  so  Ut 
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fiir  5=0  y=0, 

„  iS=n  .......  yz=z2na*. 

Im  Uebrigen  bemerkt  man 

1)  dass  fiir  alle  Wertbe  voa  iS  swUcbeo  0  ond  ^  jede  der 
Grossen  2Ä^  ond  Ktn28  poeUly  bleibt,  so  dass  y  poeitiT  ist; 

2)  dass  zwischen  S—^  und  -j-    die   Grosse  2«Sa'  zwar 

immer  noch  stetig  wächst,  alloin  8in2.S  von  Null  an  stetig  ab- 
nimmt, so  dass,  wenn  einmul  y  negativ  geworden  ist,  dasselbe 

a«cb  negati?  bleibt,  bis  auf  deo  Wertb  5=     .  In  der  Tbat  ist 

3 

auch  (lir  den  letztem  Werth  von  S....y—Z2  — 1  negativ, selbst 
für  den  grCssten  Wertb,  deo  mau  a  beilegen  Icann,  oemücb  für 

a=tg23028' =0,434....; 

3)  dass  gleicher  Welse  swiscben  S^jn  und  x  wieder 

jede  Jener  GrOssen  wichst,  und  dass  demnach  auch  y  positiv 

bleibt,  wenn  es  solches  einmal  cownrden  ist.  Wirklich  geht  es 
in  diesen  Grenzen  auch  von  der  INegativität  in  die  Positivitüt  über. 
Da  wir  nun  dem  IStundenwinkel  S  keinen  grüssern  Werth  beile- 
gen ddrfen  als  »,  so  tbigt  daraus,  dass  y  ausser  5=0  noch 
sweisMU  durch  Nnll  gehen  wird,  nemlicb 

für  einen  W^ertb  von  iS  zwischen  ^  und         so  wie 


»»        »9  u        M    M        M  T  USd  fC» 


3ff 
4 


Sonach  bietet  die  Gleiehong  8>  drsi,  «her  auch  nicht  nehr 
als  drei  Warthe  fär  S  dar. 

Die  Gleichung  4)  aber  gibt 
Thill  %n,  tt 
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alip 

(3=90»  und  j|#=246ma. 

|3=90»  gibt  aber 

folglieh  hat  man  hier  «io  Maximum  mid  sw«r  für  den  N. 

Man  fiberzeagt  aidi  daher,  dasa  die  tiglicbe  Wiiae-  eder 
LIchtmeiige  vier  H.  M.  darbietet 

Für 

5=0  oder  tgdtg/3=-l, 

d.  h.  iür  den  Fall,  wo  die  Breite  ß  und  die  Declinatioo  6  da 
Sonne  einander  entgegengesetzt  sind  und  sich  zu  einen  Rechtn 
ergänzen,  Ist  aber 

dhiß:=:  i-  00,  also  »asO  eio  Minlmirai. 

Hat  man  hierauf  ave  der  Gleiehnng 

*2Sa« -f-sinS'SssO 

noch  die  zwei  fibricen  Werthe  nameiiieh  hectiamt,  eo  wM  tva 
vermitteiat  der  BedIngnDg 

tgd^ain<$.cos/? 

entscheiden,  oh  man  ein  Maadmem  oder  Bfinimn«!  hat  Die« 
Eotschcidung  erledigt  sich  Jedoch  einfach  dnrch  die  Bemerlan§ 
dass  die  Max.  und  Min.  nur  abwechslunsiswei.se  aufeinander" 
können.  Da  nun  der  erste»  aus  der  Gleichung 

25a«-|-8in2iS=0 

gezogene  Werth,  tgj3  =  — ein  Minimum  liefert,  so  «fffilv 

zweite  Werth  von  ß  ein  Maximum  und  der  dritte  wieder  ein  )^ 
nimum  sehen,  während  vom  letzten  Werthe  für  ß,  nemÜch  ßi=SV$ 
bereits  bekannt  ist»  dass  er  ein  Maximum  bedingt 
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Mmmt  man  x.  B.  die  grusate  DeclinalHni  der  Sone  isat^SW, 
•o  «gibt  flieh  auaer  8ssO  auch  noch 


S=:hijm}^^  oder  £=114096', 


[  eo  wie 


S^ssVaHQ»  oder  5=144f  13'; 
lg(SLlgd=«coaiS  gibt  aber 

P=43036'  und  /3=61061', 
dieae  gibt  femer 

tf=U634  uDd  u^him. 

bat  dalMr: 


j  1)   eiD  MiDimum...  »=0  oder  ....  AfssO  io  der  Breite  —66^33'. 

m)  eio  Maximam...  tts=14534...od.itf=b^ll9^    „  -f4aW. 

^9  eiD  MiDimum...  u= 1,1369 ...od. ilf=8>685l...    ^  -^^l^öO', 

-4)  ein  Maximum  IU=9fiS7i...    „       +90» od. 

auf  dem  Pol. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Bestimmung  der  Wärme - 
und  Licbtmenge  für  einen  grossem  Theil  des  Jahres,  oder  auch 
^  das  ganze  Jahr.  Aliein  es  wäre  sehr  umständlich,  dieselbe 
Air  jedeo  eloxebieD  Tag  sa  betedineii,  und  zuletzt  alle  zu  sum- 
niireo.  Diesen  Zwedc  errdeiieD  wir  weit  achneller  dnrcii  die  Dif* 
fcreaaan-Reehnaig. 

Es  ist  hier  völlig  genügend ,  uns  die  Erdbahn  Ineiaförmig  und 
^  die  Sonne  im  Mittelpunkt  befindlich  vorzustellen,  so  dass  dieselbe 
h  ihrer  Länge  täglich  um  denselben  liogen  fortschreitet  und  alle 
tHrgerlicben  Tage  einander  gleich  sind.    Diese  Annahme  können 
wir  um  so  eher  machen»  als  physikalische  oder  örtliche  Ursachen 
Mflb  wül  badentendere  Hodificationen  efaitfeten  lassen. 

Die  Länge  der  Sonne  bezeichnen  wir  mit  it  und  deren  tägli- 
ches Wachsthum  mit  h.  Unsere  SnmmationeD  aber  IcOnnenim 
io  Beziehung  auf  deo  Variablen  A  und  dessen  eonatatitea  Wacha* 
thma  k  durcbflEUireB,  während  i  an  die  Gleiehong  gebmiden  iat 

aiadsainc-afaii, 

«0  I  die  Scbaefe  der  Ekliptik  beaeicbnet 
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Wh  sM  miB  i^etiSlbigt,  die  FoiMelo  ^  vmA  A)  so  nmzafoi* 

 I,  dass  eine  Integration  in  Beziehung  anf  k  möglich  ist.  Die»» 

ISsst  sich  in  Besiebaog  auf  3)  nur  dareh  «ine  aneiidliche  Reihe 
.  bewerkstelligen. 

SefMo  wir 
.  Slop 


•o  habm  wir  aiw  3) 

t/  =  smö.  6  -f  

Hienron  ist  das  Differential  in  Beziehung  auf  s 

.  •          cosd.siüiS  .  co8ä,coBS,dSm 
dO»saM,dS^  ^ —  +  1  


ff 


UahiiNa  wk  a»S  vandHabt  de«  Wwibw  — 1%<>  «o  tat 


oder 


wenn  wir 


setsen. 


Nun  könnten  wir  die  WurzelgrOsse  (1  —  caink^l  nach  'des  hS* 

nomischen  Lehrsatz  rntwirI;o!n,  und  hierauf  die  Potenzen  von 
sin^  in  die  Sinus  und  Cosinus  von  X  und  dessen  Vielfachen  ver- 
wandein. Diesen  Zweck  können  ivir  jedoch  uumitteibar  erreichen, 
und  da  nur  gerade  Potenseo  ron  mnX  sum  Vprschefai  kenuiieB^ 
und  diese  keine  Sinus,  sondern  nur  Ooshius  eneugeny  so  setien 
wir 

(1 — esini*)! =00  +  cbcosit  -f-  a^cos2k  -f  a^cosäfl  -|-  Oacosni. 


Mhmnt  man  die  Difnrentiale  der  Logarithmeii  beidar  Seiten  in 
Beiiehung  auf  i,  so  konmt 
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c.8ln2A  

(2— c)  +  c.cos2A 

_^  OiBink  -f-  2<4siD2il-|-3fl3sin3A  -f  nomiunnk 

Da  In  AVgemaiDeii  ist 

•inii.coiilss  j-sb(il-|-^4^  ^8in(J~^. 

M  hat  mao«  wwm  taun  die  Nmmw  wagichail,  ab  Coaflkimit 
von  ainai: 

Setzen  wir  diesen  CoefBcieatea  gleich  MuU»  aad  «mataaa  adaick 
a»2»  flo  entwidcelt  sich 

^  6— ft       .  2(n-~2),,  2- 

^    *==rM*-*+  -tm  <^-^c >«^- 

SetBt  mn 

•o  flhenaagt  nan  sich ,  daaa  hei  der  hiaamiachea  Eatwiddaag  l 

in  der  Potenz  «±^^^  stets  oar  ^  in  Begleitung   eioea  getaden 

Coefficienten  erscheint,  so  dass  sich  die  Coefficienten  an  mit  un- 

geradem  Stellenzeiger  als  Null  ausweisen.  *Alle  CoelBcienten  o« 
estimmen  sich  daher  in  Oq  und  o^»  welche  letzteren  unmittelbar 
an  eatwicinib  aiad* 

a^y  Ist,  nebst  l,  der  Inbegriff  aller  der  GrOssen,  welche  ia 
dea  Poteazea  (e^V^_r-^V=I)«»    daa   mitdere    GUed  aaa- 

laehen;  aad  elMBao  iel  ^     die  Sana»  aller  derjenigen  CoeflU 

denten,  die  jenem  mittlem  Gliede  unmittelbar  vorangehen  oder 
auch  naclirolgen»  d.  h.  der  Coefficienten  der  GrOaae 

Aar  dieae  Weise  aadet  sidi: 
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A  ^  .      -.v  1.1. 3.5.... ('2m— 3) 

-2*(2*--l)(V--2)...(r«+l). 

1        c     ^  1.1/cV  .        1.1.3 /c\»  .  8.7.6  LU.S/cV 

.  2m(2ffl— l)(2m-2)....(m-h2)  U.3.5.^.(2m~-3) /c 
+         1.2.3«..  •  * 

Vefineliro  ich  jede  dieser  Reiheu  um  ein  Glied,  indem  icb  das 
neue  Glied  ans  dem  letzten  durch  Verwundlang  des  m  in  m-f  1 
gewinne,  und  dividire  hierauf  das  letzte  durch  das  uneinsletzte, 
so  finde  ich  für  die  Verhältnisse  zweier  aafeinaoder  folgender 
Gliete: 

47/1«— 1 

e. 


4(m  +  l)« 
und 


Beld0  VflriilUtiiEnie  tHaA  Ueiner  als  e,  niheni  sidi  ab«r  di< 
GfOMtt  d«Bto  mehr,     giOMer  m  wird,  und  gehen  nur  für  »=00 
'  m  c  fiber.    Die  Conyergens  beider  Reihen  bt  daher  geeiehert, 
sobald  c<l,  d.  h.  weeti 

fliiiA(l-|-tg|S*)  <  1,  odiBT  efau  <  coa^ , 
mt  Worten,  wvnn  die  Breite  den  Pelarloeia  .nicht  erreichL 


Um  jedoch  auf  tt  zurGcIczukommen,  muss  dÜm  in  Besiehnns 
auf  1  integrirt  werden,  und  es  fraet  sich,  ob  obige  Rethen  «MB 
i  dieeer  Sachlage  neeh  als  biauchbar  sich  seigen. 


Wir  liaben  daher  zu  vergleichen 
oder  bei  Vemechilssigung  des  gemeinechaftiiciien  Geeflkienten 
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£•  ist  aber 

i*    -  ?      t:2~  '  +  — 133 —    •  • 


/ 


(1  +  . 

-  _  ^ 


 X  +•*+    1.2     3  1.2.3  5 

2  mag  positiv  oder  negativ  sein,  so  ist  für  alle  VVerthe  von  l 

jedes  Glied  der  obem  Reibe  grosser,  als  jedes  Glied  von  der- 
selben Ordnung  ia  der  untern  Keibe,  mit  Ausnahme  des  Falles 
s=:l,  wo  die  absoluten  Wertbe  der  zwei  ersten  Glieder  einander 
gleich  find«  nenlicli  sl.  Es  ist  dah«-  um  so  mehr« 


als  das  lateral  eine  Differeiis  kleinerer  Grössen  vorstellt,  wäh* 
read       eipe  Simiiiie  grOsserar  Glieder  ist 

Für  2  positiv  und  >  1  ist ^^~~^r~~  positiv,  und 

Air  z  negativ  ued  >1,  „         n      '  »  Begathr, 
mit  dem  einzigen  ^usnabinefall  in=0.   Es  ist  aber 

=  ?  +  - +«(1*^) -f  (^-3  ) 

+      ji^  2*(l-5)  +  ... 

WO  das  negative  Zeichen  liBr  das  positive  x  and  das  positive  ftlr 
das  negative  z  gilt  * 

t  nag  so  giess  sein,  als  es  wül,  Innn  man  deeh  stets  m 
einen  Werth  beilegen,  der  diese  Differenz  (Summe)  positiv  roaoht, 
MO  dass  jedenfalls  in  der  Eotwicklang  von  V  die  später  folgen- 
den Glieder  bewirken,  dass 


wird. 


t«4 

Um  diesen  Umstand  herbelznflibreo »  bat  man  aScht  einmal 
DCtbig,  auf  einen  lioben  Werth  von  m  ansnateigen,  denn  vrir  habea 
uns  Eiereita  fiberacngt»  daaa  Coavergenx  oisr  dann  eneiclii 
weon 

walchaa  gleich  iat  mit 

z  <cotge. 

Hilm  iat  | 

cotges=  2,3035..... 

uiid  da  z  nicht  einmal  diei»e  Grösse  erreichen  darf,   ao  xdgt 
«leb  In  obiger  IMrn  Ittr 

« 

bdebatena  das  dritte  Glied  als  negativ,  ao  daaa  acbon  der  WM 
nis3  dieae  Differeas  positiv  maclit 

Die  Reihe  für  17  oder  u  seigt  sieb  daher  ooch  braacbbw 
als  die  (üt  dU». 


-•sä 

daa  erste  Gm 


fn  Bezlehnog  auf  die  Anwendong  der  Formel 
mung  des  CoefBcienten      ist  zu  bemerken ,  dass  däa 
in  der  Entwieklong  von  (l — csioi^i  den  übrigen  conform  sein  nm 
d.  h.  es  inuss  die  Form  haben  vcosoA  oder  vcoao.  Soli  abtf 

Grosse  c»'^~*  +  c-«'*^''*  einen  Cosinns  daratellen»  so  moss  ihn  j 
ein  Zweier  als  Nenner  untersetzt  werden,  woraus  fotgt«  daSf  in 
Coefficient  On  stets  der  gedoppelte  CoetUcient  von 

io  der  Entirlcklung  (lirj 
iat 

Die  Gvease  des  Vetlastea,  bei  bettaUger  Abbrecbmig  tm- 
rat  Reibe 

ft)       ^  4-  atCoa2i  -f-  a^cosil ....  ^  eyieoaSiii 
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lässt  sich  am  Eiafachsteo  dadurch  bestimmen,  das«  wir  das  Bi* 
ß-^cOnX*)*  omiiittelbar  entirkkebi,  wodnicb  wir  erhalteA 


1    U.3;>...(2m-3)^  . 

Die  Reibe  a)  gebt  am  der  Reibe  b)  benror,  wenn  die  irerscMe- 
deoen  Potenzen  von  »tnX  in  Sinus  von  X  und  dessen  V^ielfaclieo 
verwandelt  werden.  Em  ist  auch  bekannt,  dass  der  höchste  viel- 
fache Bogen  in  den  Verwandlungen  von  sinA^  der  2mfacbe  (2niA) 
ist,  woraus  folgt,  dass,  wenn  man  in  b)  mit  dem  Gliede 


l,1.3.5L.^.(2m--3) 


abbricht,  in  a)  keine  hühem  Potenzen  von  e  erscheinen  werden, 
als  c^t  und  dass  dßoinacb»  wenn  man  n^m  madit,  and  Ib  dm 

Coefticienten 

die  Potenzen  von  c  nur  bis  auf  c*  ansteigen  lässt,  in  a)  auch 
kein  einziges  Glied  verloren  gegangen  sein  wird,  so  dass  beide 
Reihen  vollständig  den  gleichen  \Verth  haben  werden. 

LSsst  man  nun  in  b)  m  um  die  Einheit  wachsen  ,  so  erhält 
man  dadurch  das  (m-f ')te  Glied,  und  dividirt  man  diess  durch 
das  (m-l-l)ste,  so  ist  das  VerhiUtniss  derselben 

Der  CoefBcient  ^^^^c  ist  stets  kleiner  als  c  und  nähert  sich 

bloss  der  Grosse  c,  wenn  m  wächst  Es  ist  also  auch  diese  Reibe 
Gonvergent,  sot>aid  c  <  1. 

Die  Summe  dar  geometrischen  Progression 

a  +  <i«  +  <k!*  + .... 


m 


aber  UA 


$=  a. 


7^1 


Liisst  man  jedoch  die  Reihe  mit  dem  Gliede  beginoeo,  m 
setze  man  nur  a=:e^  und  dann  bat  man 


Ist  €  ein  Brach»  und  gleich  ^,  so  gibt  dieee  Ar  «: 


iToraus  folgt,  dass  die  Summe  der  pacbfolgeDden  Glieder  gl 
iel  dem  ^^^faoheo  dee  yoraogegangeneD  Gliedes.  Siad 
die  Glieder  der  Progreeeion  noch  mit  fallenden  CoefEdeataa 
gleitet*  wie  diess  wirldicb  in  b)  der  Fall  ist,  (vo  c  für  ^ 
eo  erteleiit  die  Summe  der  nachColgendeB  Glieder  «Icht 
das  .      fache  dee  vorangegaogeneu  Gliedes. 


Hat  mao  sieb  daher  über  den  Grad  der  beabsichtigten 
der  Bechoung  entscbieden»  so  wird  man  in  der  Formel  b) 
Glied  bestimmen,  aull  dem  mae  ahsabrechen  hat  Ist  ea  des 
'C^.sinit^,  so  wird  man  aoch  nor  die  Coeflicienten  a  bis 
rechnen ,  in  denselben  c  bloss  bis  auf  die  Potenz  c"  steigen 
sen  und  mit  dem  Gliede  o^ces^A  endigen.   So  wird  mas 
lieb  haben 


'qp-f  atCos2A  -f  «4C0s4il......  -f  a^con^tiJi 


wo    C  die  durch    die  Integration    eingei^angene  Constante 
welclic  im  Allgemeinen  eine  Function  von  X  sein  wird.  I  m  diese 
Constaute  zu  bestimmen,  gehen  wir  zurück  auf  die  Gleichong 


C08d.8in5 

— ?- 


deren  Integral 
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ist,  d«  dM  obige.   UfiiHMidi  Ui 

 jl^ — di'^Css9Uii,S+  . 

* 

lUigrirea  wir  per  partes,  ao  hebeo  eieh  £2^^^  gegwseitig 
pf,  ind  es  iet  ' 

—  cwi^xMSdS»  -f  C~8liia.iS . 
^Mtse  ich  cobS  dvr^  — **tgd,  so  ist 
V  /  amididS,  +  C=üni.S 

'im 


C=0.  Somit  babw  wir 

-.7)  ■inj? /''^•*^'^<=''*''^-«^«*">»^-+«^«='>«2"^j^ 

Ii".  ** 

rieh  nun 
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Von  den  Intograleo 

llast  sich  leicht  das  nachfolgende  durch  das  t< 
atimmeo.  Alan  hat  Demlich  auer»t 

und  hierauf 


£liiiiioire  ich  nun 


80  homml 


Setze  ich  dud 


.in/?    /*^^(H^*)_  . 
8ID/3  ^  =-^44, 


1 


so  ist 
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Um  non  in  dm  EDtwIckkiigeo  ?<ID  a^,  Of,,  die  Coefli* 
citBteii  ton  ^  z«  betttmiimi,  Mfzen  wir 

IV^sl-f^l  (^gj  ^   ^gj   +«0    ^^g^  +.-... 


-•=«i(ö;+-.  {^)    (^g;  +«.  (s; 

w/eV    ^^/cV  ^*)AV 

«4  =  «»  \^8^  +«4  ^^8^  +«»  (^g^  « 


+ 


(»)/cV  <*YcV 


and  dann  bat  man 


«  ,  sin«»  (*  .  /8ing»V  (»>  .  /sing«\« 
»  ^  «in«»     «  .  /8in«*V    (»)  -  /8in««V 


Nno  gibt  di«  Fonn«! 
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an'. 


in 


naeb  eiaaDder: 

1   .  8  ^ 

1  8 
«10=  II  (— öoft  +  IH  —  ^  c  *^  ' 


Blacht  man  dod  die  geliSrigeii  SvhMsA4io«n  md  Taiglaidit  die 


c 

Coefficienten  derselbeo  Poteozee  von  ^»  kommt 

(2)      1     (2)         (4)      (3)  ^ 

J  =i(l*+i4*LÄ     (   wo  für  alle  «o  <ieren  doppelter  Wartk 


(4)    1     (4)     ^  (4)  (ft) 


(6)      1        (5)       (6)  (6) 


(4)     1         (♦)  (•*)    ^  (6) 


I 
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tS)      1,     ^    (ö)  (»)     ^  (6) 


Bmchpeo  wir  mm  «  nomarbdi  and  st«!!«!!  die  enten  Wflrflto 
Idballutocil  dar,  ao  iiaben  ivir 
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1 
1 

(1) 

-2 

(1) 
a,  =2 

1 

■ 

SS— 3 

W 
«i  «4 

o;«  SS— 1 

=—10 

W 
<%  =15 

tKl  s  — 0 

1 

(4) 
«0  = 

175 
4 

(41 

fl^  8—35 

f4) 
=10 

'TP 

441 

— ■  JL 

2 

(»)  735 
«•  ="2- 

oift  8—210 

(a)  315 
-4 

• 

«0  = 

4851 

=2079 

(•)  10395 
^.  =  §- 

(•)  1155 
^    -  3 

(») 
«•  = 

14157 

99099 
«  8 

 33088 

(')  33083 

(•) 
«0  =* 

2760615 
"  64 

(•)  308735 
«•  =  4 

(•)  '^miso 
*  -g- 

<•)  117117 
=  4 

(9) 
«•  = 

8890825 
32 

(»)  10643485 

1492135 
<^  =x  — j— 

(»)  331^315 
16 

112285459 

ollKSocNo 

(*o)  looJlbooo 

(»0)  117781SI 

«0  = 

64 

%  =— I«— 

H  64  - 

• 
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1  «^0 

«hl 

^4 

« 

1 

i 

(4)    .  5. 

• 

• 

• 

i 

t  SIC 

(ä)  7 

KU  t  g 

• 

• 

• 

(«)  OKI 

(6) 
«10  — 

»Ol  ai 

% 

V 

«xJUo 

(%9  =  y 

Ov 

(8)  195195 

fat           ^4  Oes  1 

(«>  765765 
f  8 

(»)  546975 
—    16  " 

(«)  36465 
■kl  =— 

(»)  109395 

do)  11778196 

(10)  2376638 

dO)  U778195 

(10)^  692835 

«10  .  8 

 128 

• 
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Die  fSMcliiiDg  4 

Nan  ist  bekanntlicb»  vrmniiiaB  das  eonsUnto  Wachstimm  von  « 
durch  k  darstellt : 

1 

StOtfX»"  j  ■+CMM*., 

I    WO   iS  das  Somminuigs- 
,  j  '    ?        zeichen  Terslellt. 

cos9(a:  +  2  Ä) 

S9hkqx=  1 — —  +  Coast,] 

2sfaijf^  j 

Willjian  nun  die  Summen  der  n -f  1  Glieder 

tüaqa  +6in9(a-|^A)  +sin9(a<|-2A) ....  -f  sfo^a-HiA) 

imd  . 

» 

cqsqai-cosgia'^h)  +  co89(a+2Ä)  -fcos^ia-f-nA) 

haben  ,  so  bat  man  obige  Integrale  zwischen  den  Grenseo 

sssu—k  vnd  jr:=a4-ttÄ 
lo  nehmen,  und  diese  gibt 

S»\nijfX  =  r 


S&mq»^  1   — 


Da  das  Wachsfiiam  k  In  nnsenn  Torliegenden  Falle  die  Lte- 

genziraabme  der  Sonne  In  einem  Tage»  folglich  kaum  =     ist  so 

konnten  uir  bei  üoserer  beabsichtigten  Samniation  in  Beziehung 

1  1 

auf  8)  in  den  drei  oder  vier  ersten  Gliedern  ^^h  statt  sin^  qk 

setzen.  Ist  X  die  am  ersten  Tag»  Mittags  12  Uhr»  stattffaidende 
Sennenifinge»  so  haben  wir  aas  »)  (iir  m-l-l  Tage: 
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cos2  (k'  +  i  mh)  B\nh{m  + 1) 

+  4..  jgj;  


cos2n(A'+^  mÄ)  sinnh{m + 1) 


£beo  so  Oefert  9)  fat  m-^-i  Tage; 

Die  Formel  10)  reicht  beinahe  für  die  ganze  bewohnte  E*cde 
MB,  tTabreDd  Ii)  nur  für  die  Poiarländer  anwendbar  ist. 
f» 

f    Beetimmeii  wir  iran  f&r  die  gemisstgten  und  TropenlSnder 

lle  Wärme-  oder  Lichtmeoge  eines  ganzen  Jahres«  Neiiincn  wir 
<^a8  Jahr  zu  365^4  Ta^^en  an  und  wählen  die  Län^  eines  solchen 
Orfes,  vrelcher  um  Mittemacht  sein  Frühlingsäqumoctium  hat,  so 
talit  dieses  Aequinoctiun»  nach  einem  Jalire  auf  6  Dhr  Morgens, 
wo  also  die  zweite  Hälfte  der  ^lacht  weder  Wärme  noch  Licht 
lefert.  Fiele  aber  das  erste  Aequinoctiuni  auf  Morgens  6  Uhr,  so 
kSme  das  zweite  auf  Mittags  12  Uhr,  so  dass  hier  V2  Tag  weitor 
in  Rechnung  zu  briogen  wäre,  und  awar  bei  der  DedinatloD 
Man  wird  daher  nur  unbedeutend  von  der  mittlem  Wärme-  oder 
jlUcbtinenge  abweichen»  wenn  man  der  Summe  ffir       Xa^e,  das 

IM»  Aeqoinoctiiim  Dir  Mitteniacht  angeoemmeDy  nocli  ^u,  für 

.{=0,  beisetzt,  d.  Ii« 

I 

^  ^         AI  • 

jtCSZj^COSp. 

Noch  einfacher  erreichen  wir  unsem  Zwecl^,  wenn  wir  iater- 
poÜreo,  und  setzen 

A(l-|-m)r=:8«. 
Dt  wir  nun  haben  i'^^A,  so  ist 

12* 


I 
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and 

fotgUdi  die  WfiriM-  oder  LiehtneDge  einee  Jehree 

oder  ' 

48 

12)  Äiir=^4o=2790^ilo- 

Wollen  vrir  die  Wärme-  oder  Lichtmeoge  eines  Jaluee  Ar* 
den  ^eqaator  bestimmen«  so  ist  ^=0  und 

folglich 


NoB  ist 

log  (^'')  =0,39711«-« 

«nd  diese  gibt 
imd  eedUcli 

Sif=2676 

fiir  deo  Aequtor. 

Wollen  irir  die  WSrmemeDge  des  Pete  eselieii.  wo  j9=90* ,  so 
beben  wir  ee  hier  nur  nit  einem  hslben  Jebre  m  thim,  eo  daee 

elD^'+^wÄ)  sein  1=1 


sin  ^  ilCsH-l)  ==eHi  ^asl , 


folglich 
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19)  S«=^»U11 


fib  den  Pol 

IH»  dem  Aequator  in  einem  Jahre  zugeflihrte  Wirme-  oder 
Lifirtnieiige  itl  also  2»  4  oder  2%  mal  grSeaer,  als  diejenige  dca 


Die  Fruclitbarkeit  eines  Landes  hängt,  unter  übrigens 
eleicheo  Umständen,  liauptsäclinch  von  der  demselben  zuge- 
luhrten  Wärme-  und  Lichtmenge  ab,  und  wir  dürfen  bei  deif  in 
den  irdiaclieo  Tomperataren  atattfindeiideD  engen  Greoaen  anne^ 
Ben,  dass  üBr  dieselben  GewSchse;  a.  B.  f£  dieselbe  Getreide- 
3rt,  die  Summen  der  Wirkungen,  um  aie  gedoihon  aa  laaaen  and 
m  Reife  au  bringen«  gleich  aind. 

{  Wir  setzen  die  in  Stunden  angegebene  Zeit  des  Gedeihens 
toelbai  Frachtnittung  iilr  die  Breite  8  gleich  t,  för  die  Breite 

'  t^=f,  die  Ten  der  Sonne  in  diesen  Zeiten  gelieferten  Wirme- 
•der  Lichtmengen  gleich  itlund^',  so  wie  die  Wärmemenge»  die 
der  Erdboden  selbst  je  in  einer  Stunde  gibt,  respective  gleich  m 
uod  m*.  Setzen  wir  ferner  die  Wirkung  der  Mengen-Einheit  der 
^Wärme^::  i  und  die  Wirkung  der  Mengen -Einheit  des  Lichtes 

lyleich  w,  ao  haben  wir 

«in 

■ 

f  Da  if»  ü'»  I  und  f  bekannte  Grüaaen  aind,  ao  gibt  dieae 
I  Gldchung  die  awiacben         und        stattfindende  Relation  an. 

'  Wollte  man  für  die  Breite  ß  und  eine  neue  Breite  ß*'  eine  zweite 
GieichuDg  aufstelleu,  ao  konnte  mau  l-\-c  eiiminiren,  und  dadurch 
,  wurde  sich  eine  neue  Relation  zwischen        m'  und  mf'  dar- 
I  itellen. 

Bei   absichtlich  angestellten  l^roben  hat  es  der  Mensch  in 
*  feiner  Macht,  in  Beziehung  auf  den  Boden  und  dessen  Befeuch- 
toog  Gleichheit  der  Umstände  herbeizuführen. 


f 


Wollen  wir  endlich  die  Wärme-  und  Lichtmenge  bestimmen, 
die  die  Sonne  So  der  Zeit  T  dem  ganzen  Erdbälle  überhaupt  zu- 
fuhrt, so  können  wir  uns,  da  stets  E^ine  Halbkugel  von  derselben 
erleuchtet  ist,  vorstellen,  d\e  Sonne  stehe  iiu  Zenit  eines  Pols, 
währeod  die  Erde  ruht.  Dann  ist  die  dem  Element  dßdk  in  einer 
Stunde  mitgetheilte  Menge 
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wobei  wir  einen  Ort  mit  beHoUnr  Breite  ß  und  beliebiger  Lingo  l 
gew&blt,  uod  den  Ualbnesser  obt  Erde  =i2  gesetzt  babeD. 

Die  dem  ganson  Breitenkreise  mitgetheilte  Menge  ist  daher 
Die  IntagMiHoa  gibt 

=iiJP(^l^eos^-f  C), 

uod  »wischen  den  Grenzen  und  ß=0 

folglich  so  viel,  als  ein  grüs^iter  Durchsclmitt  der  £rde»  den  die 
Sonne  senkrecht  bescheint,  empfangea  würde. 

Diese  gibt  le  der  JSeit  T 

was  ffr  eiM  gaDMo^Jahr  liefert 

365,25.24.//«»  =  27539.ii*. 
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lieber  die  toh  Polwren  md  Asjrv^f^ 

loleDCtaorden  umhüllten  Cnrren» 


NacMem  die  EinhüliaDescurven  betrachtet  worden  sind, 
wekhe  dnreli  Veraehiebang  mt  Poles  io  gegebener  Bahn  ent- 
etelMiH  H^enden  wir  uns  zu  denen,  deren  fiotstebuDg  darcb  Aen- 
deningen  der  Directrix  bei  unverändertem  Pole  bedingt  wird. 
Die  Aenderungen  der  Directrix  kunoen  ihre  Form  oder  ihre 
Lage  modifidreo.  Bei  solchen  der  letstereo  Art  läset  sieb  im- 
mer eine  Bewegung  des  Poles  bei  ruhender  Directrix  denken,  welche 
dieselbe  Curve  erzeugen  würde;  doch  nur  iji  wenigen  einzel-  ' 
nen  Fällen  ist  es  leicht,  l?uhe  oder  Bewegung  von  Pol  auf 
Directrix  uod  umgekehrt  zu  üiiertrageo,  so  z.  B.  im  Falle  einer 


Ben  seraden  Richtune  zu  substituiren  ist.  Das  Verschieben  der 
Direi  frix  in  {gerader  Kicbtnng  ist  demnach  auf  die  früheren  Be- 
trachtungen znrückgeßihrt  * 

Indem  wir  hier  die  Aendemngen  in  der  Form  der  Directrix 
nicht  weiter  betrachten,  soll  bloss  eine  von  den  vielen  hinsicht- 
lich der  Aenderungen  zweiter  Art  müglichen  Annahmen  her- 
vorgehoben werden,  der  Fall  nämlich,  wo  sich  der  Kegelschnitt 
OB  nehdi  Mittelfninkt  dreht.  Für  die  Parabel  geht  diese  Dre- 
hung in  ein  Gleiten  längs  einer  Tangente  über,  was  aber,  wie 
sehen  «rwihnl,  mf  das  Frfihere  redneirt  werden  knnn.  Ilnss  eine 


Herrn  O.  Bermanny 

Biilfelelirar  am  Qjnmsrinm  um  Wetalar. 


(PsriMlinng  des  AnflMtMs  fai  TheU  »V.  S.  982,). 
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eonceotriscbe  Kreisbewegung  des  Poles  (ib  en^egeDgesetiter 
Richtane)  bei  rnhehder  Directrix  hier  nicht  substttiurt  wefdes 
kann,  eniellt  sogleich  bei  näherer  Betracbtaag. 


II 

Betnchteii  wir  zuerst  die  von  den  Polaren  de«  Poles  ^ 
eingeliiillte  Cnrve.  Es  wird  im  Folgenden  ein  rechtwinicliges 
Azensystem  gedacht,  deMen  AaGuiiMpaDkt  io  den  Mittelpunkt  der 
DiiectrizföUL  • 

Dreht  man  die  Directrix  (Ellipse  oder  Hyperbel)  um  den  Win» 
kel  (D,  so  ist  ihre  Gleichung  oflfenhar  dieselbe,  vt^ie  die  des  unverän- 
dert liegenden,  wenn  dieselbe  auf  Coordinatenaxen  bezogen  ist, 
zu  denen  man  durch  blosse  Drehung  der  früheren  Axen  (ohne 
Verschiebung)  um  denselben  Winkel,  aber  in  entgegengesetster 
Richtung»  also  um  — a>  gelangt.  Die  hier  gültigen  Transforraa- 
tionsgleichungenjund  aber 

jr=d^co8(>^o>)— ^isin( — m),  oder  dr=^isio(o-|-j;|eo80, 
a:isin(— ctt)  +yiCOs(— od).  y=yiCoe»->jB^elBm 

Gehen  wir  von  der  einfachsten  Annahme  ans,  die  ursprßng- 
liche  Lage  der  Directrix  sei  von  der  Art  gewesen,  dass  ihre  Haupt- 
axen  mifdan  CootdiMtenazen  •uaammenfalien,  als  primitive  Glei* 
chnng 

oder 

l^-f-lifl^+fsO,  wo  ^«i^,  tÄ— 

Dlrfeh  die  angegebene  Tranaformation  geht  1)  iber  in 

2)  (cos^fi)  +/Jsin«%«— 2(1— /3)si  n  cacos to.j:y +(sin*a)-H5cos*o))ar2-H=^, 

Gleiehwig  dea  vm  den  Winkel  «  gediehtea-KegelacWltec. 
Sefst  man 

.      l-|-cos2a»     .  -      l~cos2o>    -  .  ^         .  ^ 
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00  ramitiit  fir  9): 

^  Snsin'io)  m — «co82ai  ^  9t 

^    ^        +  ncosi«     +  «+  ttcosi»  *      ni+ii€0*2«"^ ' 

Fflr  KAgdidkiiitt 

ist  aber  die  Cbordale  des  Poles  (o;',  3/'): 
nnd  hier  ist 

Also  Gleichung  der  Chordtlen  4m  gedachten  Kegeleehalttoe  ^ 

den  Pol  «'j  y': 

/m — ncos2a>     ^    itsia2ca  __  ^  \   ,  ^  q 


SetBt  man  alte  abidinend 
eo  bat  aant 

6)  iiilco82o>~niB8in2o)-hfnC=0. 
Die  DÜeiBDaialglelchiiDg  nach  fkiet 

7)  £cos2cD4''<^iu2a)=0, 

coe2a= — ^in2Q). 


Dies  in 

cee*2o<f  flin*2«B  1 


Digitized  by  Google 


182 

mMtaM>  gibt 

Dies  hl  6)  snlistitair^  gibt 


oder 

woraus  eicb  endlich  Ar  die  gesochte  Gleidiwig  der  OmbflUoiige- 
cimre  eigibt: 

■ 

8)  mSC>=0. 


III. 


Betrachten  wir  diese  Curve  näher. 

ß=0  oder  x'if-{-if'x=0  ist  die  Chordale  des  Systems  (als 
Kcgei.sclinit(  betrachtet)  der  beiden  Coordiiiatenaxen  selbst,  d.  h. 
die  durch  den  Mittelpunkt  der  üirectrix  gehende  Linie,  welche 

Sarallel  der  zweiten  (nieht  dnreb  den  Pol  gebenden)  Üksende 
es  für  den  Pol  a^,  y'  constmlrten  Coordlnaten-ReeblMks  Ist; 

A=iO  oder  y'ff—'a'xssO 

9 

schneidet  die  vorige  im  Mittelpunkte  der  Directrix  recbtfrlnUig, 

und 

C=0  oder  tf'y-i-x'a:  +^^0 

ist  die  Chordale  des  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte  concen* 
trischen  Kreises  vom  Radius 
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Es  lioijt  derGedanke  einer  Vereinfachuns?  unserer  Curve  dadurch» 
da«8  mau  dio  aufeinander  ^»eukrechteD  A  —  i)  undi?=0  zu  neuen 
Coordinatenaxen  nähmey  iahe;  dodb  ffenflgen  die  alten  Coordinap 
ten  Id  dieser  Hinsicht  eben  so  zat  Es  Ist  oSnlich 


gnt 

and  GMehmig  6)  rsdnclrt  sieh  «if 

Gleichung  8)  läset  sich  schreiben : 
und 


d.h.  der  Einhulluni^-KegelschniU  Ut  in  ein  gegebenes  Viereck  eo 
eingeschrieben,  das«  auch  die  vier  Berühmqgspnnkte  angegeben 
sind,  und  demnach  leicht  zu  cuustruiren. 

Es  erhellt  Tiämlich  aus  der  ersten  dieser  GMehnngen,  dass» 
weil  dieselbe  befriedigt  wird»  wenn  gleichaeitig 

ist,  derselbe  durch  die  Punkte  'geht,  wo  die  Linie  ß=0  die 
beiden  Geraden 

nA-^mC=sO  und  mJ— mCsO 

schneidet,  und  ferner,  weil  B  in  quadratischer  Form  erscheint, 
dass  jeder  dieser  Ourchschnittspunkte  als  das  Zusammentalien 


*)    f^uhrt  man  jene  Transformation    hu«,    indem    man   B=zO  alg 
neue  Axe  der     il=0  aU  neue  Axe  der  J/  annimmt,  so  resnUirt.  wenn 
andi  den  Pol  auf  die  nenen  Asea  beilehl  und  daher  9g*9*ssx*% 
"  eefiit,  wo  s",  tf*  dann  die  aeaen  Cooidinafeea  doMdhen  «iadi 


eiae  sieht  eo  ebÜMlie  Oleichaag. 
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sweier  Pniikte  vertretend  anznMhoi  Igt,  6,  h.  daM  jene  beiden 
Geraden  Tangenten  sind.  Ebenso  geht  wm  der  Gleicoiuig  herror, 

dass  die  beiden  Geraden 

iü?-f  mCi=0  ond  ttS— mCsaO 

den  Kegelschnitt  da  tangireo,  wo  sie  von  A=Q  gescboitten 
werden. 

Es  iet 

'  lül-fmCbsO:  (t-ft(yy-«'«)+(l+fl)(sr>-f-«^)+«t=0 
oder 

so  wie  • 

st^-fiiG=0:  «'«-t-lVy-l-esO; 

erstere  nichts  anderes«  als  die  Chordale  der  Directrix  in  ihrer 
primitiTeii  Lage,  lelstera  daeselbe  Mr  den  (reciproken^Pol,  dessen 
Abscisse  der  OnBnate  des  gegebenen  gleich  m  •  nna  nngekelnt 

Die  Coordioaten  der  Durcbscbnittspunkte,  resp.  Tangential- 

Sonkte,  sind,  wie  sieh  durch  EBnintlion  einer  der  v«iitb«n  ann 
en  betreffenden  Giciehnogen  unmittelbar  ergibt: 


▼on  11=0  mit  nJ+mCssO;»  x— ^=^5^^*' 
....  i.J-«C=0:  *=jac^.  3f=^^- 
»IT'f  niC=0  ist  {ns^'^mf^'^{msl'-^mff)x^^^^ 

oder 

(«'+/)(«-+y)+^(«'-3rO(«-y)  +  2f  =sO 

oder  auch 

«Ä-mC=0  ist  (nor'-m^O^f  (nur'— ji.yO«-2«=0 

eder 

oder  auch 
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Mod  die  HalbirungslioieD  der  Winkel,  welche  i  die  B=0  und  C=0 
mit  einander  bilden  (und  dah«r  aach  auf  •faumderMokrecbt),  und  auch 
dadurch  näher  bestimmt,  daM  tie  unter  45^  gogeii  die  Cooidina- 
tenaxeo  geneigt  sind,  iveil 


B--C=dS}  oder  (a?'-y')rKy'-«>.+^=0 


tdentiech  mit 


und 


Ä+C=0  oder  f       f- +^  =0 


idaatiacb  mit 


ist;  die  Eotfenungen  linder  von  Anfangspiuikte  «lad  ofMiiitr 

und 


Gegen  die  eine  dieser  leicht  zu  construirenden  Linien,  gegen 
B— C=0  nSmüch,  ist  die  Gerade  nB-i-mC^O  unfm  deniMdEen 

Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente  ß  oder        Ist»  geneigt, 

wie  n^— ^C=0  gegen  die  andere,  B-^C^O* 

Als  Cooidioaten  der  beiden  Ueriier  eehorigen  DavcbsdkDitls* 
pakle;  lesp.  Tangentialpviiktey  ergeben  sich: 

tBr  den  rim  A=0  mit  iiB-feiCsO:«=  


2fa:' 


Das  dem  Kegelschnitte  zugehörige  Viereck  (er  mag  es  von 
Innen  oder  Aussen  berühren)  ist  demnach  leicht  zu  constroiren: 
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Man  bat  zuerst  fttr       DifecCrix      Cbordale  des  ggybeaen 

P  und  die  des  reziproken  Pols  (p)  zu  ziehen,  sodann  zwei  Linien, 
Trelcbe  gegen  die  beiden  unter  45°  in  sich  entgegenstehender 
Rlditmisr  und  in  gegebener  fintfernong  vom  Anfangspunkte  lau* 
fenden  Geraden  unter  einem  gegebenen  Winkel  i^eneigt  sind  und 
durch  die  Punkte  <?ehen,  wo  letztere  sich  schneiden  —  Hierauf 
lassen  sich  auch  auf  diest  n,  ein  Viereck  bildenden  Geraden,  die 
Tangentialpunkte  in  fulgender  Weise  bestimmen:  Für  das  erste 
Paar  merke  man  sich  die  Punkte,  wo  ee  Ton  einer  durch  den 
Mittelpunkt  derDirectrix  gehenden,  der  zweiten  Diagonale  des  für 
den  Po^  coDstrnirtor)  Coordinafen- Kecbtecks  parallelen,  (ur  dan 
zweite,  wo  es  Ton  der  auf  letzterer  Linie  im  Mittelpunkte  der  Di- 
reetlix  eenkreehten  Geraden  geedmittin  wird. 

n 

IV. 


Ist  die  Directrix  ein  Kreis  («is56=r),  alao 
/5:=J,  6=-.ir»,  11=0,  jn=:2; 
•o  reducirf  sieb  die  UmbilUungscnrve  auf 

C=:0  oder  y'y -f  a;'ar=r^, 

d.  h..  wie  natOrlich,  auf  die  Chordale  dieses  Kreises,  weil  in  die- 
sem Falle  die  Drehung  keine  Aenderang  liewiTirt. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist 

ßss— I,  «=5— I*,  «=5^,  m=sO, 

Die  Correngleichnng  9)  ledncirt  sich  fai  diesem  Falle  anf 

« 

d.  h.  auf  einen  der  Direetriz  eoneentriseheii  Kreis  vem  Radios 

— « 

-  oder    .  ,  wenn  d  die  Entfernung  des  Poles  vom  Mittel- 

punkte  der  Directrix  bezeichnet.  Dieser  Kreis  ändert  sich  für  die- 
selbe gleichseitige  Hyperbel  offenbar  nur  mit  der  Entfernung 
des  Poles  und  wird  um  so  kleiner,  je  weiter  derselbe  wegli^t 
Wennsich  daher  wSbrend  der  Drehung  der  gleichseitigen  H3^rMl 
der  Pol  auf  olnent  derselben  conreiiirischen  Kreise  bewegt»  se 
liat  dies  auf  die  Umliüllungscurve  keinen  Einfluss. 

Der  Fall*  wo  die  Direetriz  in  «in  System  sweier  Geraden  Über-' 
geht,  lönn  nicht  betrachtet  werden,  vCeil  Gleichung  1)  denselben 

nicht  umfasst.  Doch  ist  es  von  selbst  klar,  dass,  weil  alle  Chor- 
dalen  durch  den  Durchschnittspunkt  der  haWen  Geraden  gehen, 
hier  der  Mittelpunkt  UmhuUüogscarve  ist 


t 
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Die  UmbüUoogscurve  ist  eioe  Ellipse»  wenn  die  Directrix 
I  Hyperbel  tet  und  umgekehrt.    Ltet  men  nämlich  Gleichung 
n  aaC  eo  ergiht  eiefa  nach  einigen  Redneiienen: 

'*    Was  für  die   rdigemeiue  KegeUcbnittsgleichung  cfl-^ß,  daa 
irt'ifibr  nnsere  Curve 

was  aich,  auf  denaelbeo  Nenner  gebracht»  auf 

• 

reducirt ,  dessen  VorEeichen  nur  von  ß  abhänirt,  da  der  Factor 
von  4^  positiv  ist.    Ist  also  die  Directrix  eine  Ellipse  oder  ß  po- 
^itiv ,  so  ist  der  vorstehende  Ausdruck  positiv,  a.  h.  stellt  eine  * 
li\^crbel  vor;  ist  die  Directrix  eine  Hyperbel  oder  ß  negativ,  so 
Bogt  er  eine  Ellipse  an. 

Aus  der  Betrachtunjr  der  in  III.  entwickelten  Coordinaten  der 
vier  Punkte,  wo  die  gefundene  Curve  die  Meiten  des  ernahnten 
Vierecks  berährt,  erhellt  (iodeni  man  die  Nenner  zum  Verschwin- 
den bringt),  wa^  nur  für  den  Fall  einer  Ellipse  als  Directrix  mög- 
lich ist,  wo  nach  dem  eben  Bemerkten  die  Curve  eine  Hyperbel 
ist,  well  nur  dann  Vß  tetM  iat>  daaa,  wenn  der  Pol  aiu  einer 

der  beidenGeraden  yz=.^x\^ß  oder  liegt,  die  Gerade 

Aii4-9iC=0  eine  Aaymptote  der  Curve  lat« 

» 

1 

veno  er  aufeiner  der  beiden  Geraden y=J:        oder^=:db^^  liegt » 

fiil--mü=0  Asymptote  iaI; 

-     •    •      -     •        •         -      y=iaf  liegt, 

nB — mC=0  Asymptote  ist ; 


oder  V  liegt« 

n^-fmCbaO  Aaymptote  iat 
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Dm  Leiste  kann  jedoch  nicht  der  Fall  eeh^  weü  ß<i,  aleo  f^t 

negativ,  und  daher  Y         nnd  V^^+T 

.  Die  übrigen  Geraden  aiad  leicht  sa  eenstniiren:  |fS£:t^*  i*^ 

Jlämlich  nichts  Anderes,  als  die  dnrch  den  Mittelpunkt  der  Diree- 
triz  gelinde  Lbiie»  de^enigen  paiaUel,  welche  das  Ende  der  gros- 

een  Axe  mit  dem  der  kleinen  rerbindet;  steht  aof  der 

vorigen  senkrecht;  ^=i:^  halbiren,  durch  den  BfitteliNinkt  gebend, 
den  rechten  WinkeC  welchen  beide  Asen  mit  einander  Inlmn. 


Eine  nähere  Betrachtone  zeiet  ferner  von  selbst,  dass,  wen.i 
sich,  bei  beliebiger  Directnx,  aer  Pol  in  der  Peripherie  eines 
derselben  concentrischen  Kreises  bewegt^  nur  die  Lage  der  Um* 

hüllungscurve  geändert  wird,  keineswegs  aber  die  Form  derselben. 
Dieselbe  bewegt  sich  in  diesem  Falle  mit  ihrem  Mittelpunkte 
ebenfalls  auf  aer  Pripherie  eines  concentrischen  Kreises.  Be- 
stimmt man  nSmlicb  ans  den  CoefGcienten  der  GL  10)  auf  be- 
kannte Weise  die  Coordinaten  Ihres  Mittelpunktes,  so  ergibt  sich, 
da  in  diesem  Falle  a:'^-\-y'^=f*  ist,  wenn  r  den  Radios  des  vom 
Pole  beschriebenen  Kreises  vorstellt: 


STo— 2  ßr^ 
'2  ßr* 


also  auch 


Der  Radios  des  in  Rede  stehenden  Kreises  ist  also  1^^'*^? 

er  geht  fiir  1,  d.  h.  (ut  die  eleichseitige  Hyperbel,  wo  die 

Bewegung  des  Pols  Im  Kreise  Keinen  filiiflass  hat^p  to  ^ — 
Pmikt  «her. 

Betrachten  wir  sweitens  die  von  den  Asymptetencfa 
elngehOllte  Gnnre.  Der  ist  die  Ansgaogsgleidiimff  ee  m  i 


•)  Verlebt  man  den  Anfangspunkt  der  Toordinaten  in  den  MiUdpuikt 
4er  UailMUlUigüCorTa ,  so  reducirt  «ich  ihre  (ileichung  auf 
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I  Ihü  auch  das  System  zweier  Geradeo  nickt  anigMeUMMD  Ut 
^  wm  bei  d«o  Cbordalm  olcfat  nftdiig  war. 

Wir  setzen  also 

als  GleichuDg  der  Directrix  ,  d.  b.  gebeD  ilir  keine  tiestiiDiiite 
piinitive  Lage.   (Alles  übrige  wie  voriiio). 

Bie  Gleiebung  der  am  Winkel  o  gedrehten  Cnrve  wird  hier 

liw  mK  EklflIhniDg  des  doppelten  Winkels,  so  wie  Ton  m  nnd  n : 

t*'      3)  (m-i-iicos2oi-|-2«8io2io)^^ -f  2(2acos2fl»— nsin2a>);r^ 

-|-(fii— fieos2iD— 2aBfai3fl»)a^-f2t=!:0. 


Nach  einigen  Redactionen  resuttirt  als  Gleiekong'  Ihisr  Asymp- 
Manchorde*): 


i 


+  + «=0. 

Setzt  man  wieder: 


*)    Fiur  den  •llgeraeinen  Kegelschnitt 
jiHflknUeb 

I  Mi  QlsSAaag  dar  Atymptotaachorde,  vad  hf«r  l«t 

fir.  " 


ni-|-1(^os2(tf-t-ao«iii2(v 


Digitized  by  Google 


190 

M  geht  4)  über  in 

5)   mC+(n^+2«B)co82a»  +  (2«i4-«Ä)8lii8»astl» 

Die  weitere  Entwickelung  (Differenzirung  und  Elimination  von») 
ist  der  früheren  identisch.  Di^  gesuchte  Gleichung  der  UaiMI- 
liingscurve  ist  demnach 

oder 

7)   (»«  +  4a»Xil»  +  ir»)-m»C»=0. 


VI. 


Entvridcelt  um  Glciehoog  7>,  so  resiiHirt 

.'2  i,,i'a 


oder 

Verlegt  man  den  An&ogspankt  der  Coordinaten  in  Punkt  2  ' 2' 

d.  h.  in  den  Halbirung.^punkt  der  Linie,  welche  den  Mittelpunkt 
der  Directrix  mit  dem  Pole  verbindet,  und  lässt  die  Ricbtnng  der 
Axeo  ungetodert,  so  geht  8)  über  in 

wo  aacfa  x'  und  y*  nicht  mebr  die  früheren,  sondern  die  auf 
dieee  aeoen  Azen  bezegenea  Coordinaten  des  Polee  eiod,  oder  in 

«9 
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£)nbüJlungscurve  ist  demnach,  wie  aus  der  Vergieichnlig 
mit  der  frOher  fllr  die  Chordalea  enMlekelfen  Gleichaag  eHieUeC 
dieser  ganz  Nhnlirh  und  nafersclieidet  eich  Dur  durch  A(n*-^4tfl) 
statt  des  ftUk^fw  n^. 

Ffir  EUipse  und  Hyi»eiliel  hana  «rasO  gesellt  weideii.  indea 

man  die  bei  der  Betrachtung  der  Chordalcarve  al«  primitiv  an^- 
sehene  Laire  auch  hier  annehmen  kann.  Es  würden  sich  beide 
Curveo  diso  nur  durch  ihre  Lage  und  durch  die  ModiticatioD, 
weleiie  2a  bei  dieser  statt  «bei  Jen«  bewirkt,  unterscheiden.  Die 
bier  mit  A:^,  B=0,  C=0  bMeichneton  Geraden  sind  den  frä- 

heren  parallel,  Ä=0  oder  ^  +  p  =  l  ist  die  Asymptotciichorde 

des  »Systems  der  beiden  primitiven  Hauptaxen,  geht  also  nach 
der  ol^n  erwihnten  Verlegung  der  Axen  durch  den  neuen  An- 
fangspunkt, und  ist  dann  Tür  die  neuen  Coordmaten  gans  identisch 
der  IrfllMrea  flssO  für  die  altto. 

^=0  ist  der  entsprechenden  der  Cbordalcurve  in  der  bloss 
veoder  Lage^dss  Pols  abhängigen  Entfen>Bng-^^.^~p=^paraliel. 


V 


C=0  ist  die  Asymptotencborde  *)   des  mit  dem  Radius 

JZ5  oder  -7-^-  —  aas  dem  Mittelpunkte  der  Directiiz  be- 

J-f^p        V  a*+ö* 
schrieheoen  Kreises,  und  in  diese  geht  dieUmhfiliungscurve  Aber,  vi  enn 

— e 

die  Di^ectrix  ein  Kreis  oder  n~0  Ist,  wo  |^^^  >At,  stao 

die  Asymptotenchorde  des  Kreises  vom  Radius  r.  Auch  hier  sind 
offenbar  das  Viereck  und  die  Ta^geotialpunkte  leicht  zu  conatruiren* 


bt  die  Directrix  eine  g^eiseitige  Hyperbel ,  so  gebt .  dia 
UmhfliiaDgscurve  in  den  Kreis  «*+y*= j^jC^ySj  über,  dessen 

Radius   ^        Er  nntersebeldet  skb  von  dem  frflbMen  da* 

durch,  dass  sein  Mittelpunkt  im  Halliltnngspunkte  der  Geraden 
liegt,  welche  den  Mittelpunkt  de^  erstcron  mit  dem  Pole  ver- 
bindet, und  dass  nein  Hadius  halb  so  gross  ist.  Auch  hier  pit 
hinsichtlich  dei  kreisförmigen  Bewegung  des  Pols  wieder  das 
Mber  Gesagte. 

Für  ein  System  zweier  Geraden  ist  in  GleichungO)  c  =  0  zu  sotzen. 
Ip  diesem  Falle  aber  schneiden  sich  die  drei  Lioieu  ^1=0,  Ji=0, 


*)   Die  Asjnptoieachorde  dioi  IMms  g^-Hf'  l  i— 0  ist  aimlicl^  assh 

PäiiMrMi 

13* 
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C=ü  in  einem  Punkte.  C=0  ist  nämlich  jetzt  in  deo 
alten  Coordinaten  y'y+«'ir=^^»  ™  H»WwiiNr 

punkte  auf  die  denPol  nit  dem  Mittelpunkte ^^^^^^^^if^ 
dende  Gerade  erriebteto  Perpendikel no^  ii=0,  80Wie^=Hlgehie 
durch  denselben  Punkt,  welcher  der  neae  ADiaiiga^Mkt  mm 
eich  JssO  achreiben  Ittaat: 


und  BsO: 


,'(,-9-*'(*-f)=«. 

% 


(Daas  beide  auf  eioauder  senkrecht  aind«  tat  bereite 
Auch  durch  ElhninatioD  awiacben  dieaeo  drei  Gieicbnagai 
aich  Daaaelbe 


Hierin  liest  auch   noch   folgender  Satz,  indem     man  aock 
5=0   denken   kann,    also    das   System    «*— 2axv  =  0 
y       24ur)=0,  d.  b.  die  Axe  dör  »  und  eme  mch  im  Ai 
punkte  drehende  Gerade:  , 

Haben  Parallelogramme  eine  Diagonale  gemeinschaftlich  nti 
liegen  zwei  parallele  Seiten  derselben  in  einer  und  derselben  Ge^ 
den,  60  schneiden  und  halbiren  sich  die  anderen  Diagoailli*" 
Uaibimogspunkte  der  erateren 


•)   E«  iftt  BMBlirh  ^ 


Die«  in  (7=0  •ubatitairt,  gibt: 


2  2 

jf=4jf'.  » 

**)   Kh  feraleht  «ich  zwar  tob  selb«!«  dais  die  zweiten  Diagoail'i 
der  rarallelogranirac,  die  bereits  eine  Diag-onale  gemeinüchuftlirh  hatfc 
«trh  im  Halhirungcponkte  lelzterer  schneiden  (und  halbiren);  doch  Ul  ^ 
obige  Satz  k«ine«wegs  seines  Inhaltea,  •ondern  du  eigeoCbömJtdMsVt* 
ga«  wiaar  Aafiadiing  wegM  angeführt  woidaa* 
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Nachschriit 


Zu  seinem  früheren  Aufsatze,  von  welchem  der  vorheri^ehende 
die  Fortsetzung  ist,  hat  mir  der  Herr  Vf  eine  Berichtigung  ein- 
gesandt. Erbittet  nämlicli  die  geehrten  Leser,  in  Tbl.  XI  V.S.  1384.  statt 
derWorte:  »»AusGleicbung  (1)  ist  ersieh t lieh"  bis  ,,schiiei« 
jks  sicli  Id  ei  Dem  festen  Punkte'*  geftlilgat  das  Folgende 


„Aus  Gleichung  (1)  ist  ersichtlich,  dass  sich  alle Asymptotenchorden 
iiQ  Anfangspunkte  schneiden,  wenn  die  Bahn  des  Poies  ein  Ke- 
^elscbnitt  von  der  Gleicbuoff  t/*-\-'2(u:y-^ßji^ — e=0  ist.  Naa  iat 
Htm  dieser  den  gegebenen  K-egelaehiHCle»  der  OIreetriz,  ähnlich 
iwd  ähnllcb  liegend,  schneidet  ihn  in  denaelbeo  beiden  Punkten, 
Üe  die  Clnirdale  des  Anfangspunktes »  da 


L  =a-2(yy+dap+t)=0 

tft,  und  bat  ferner  den  Anfangspunkt  selbst  zum  Mittelpunkte. 

•    nefnns  ergibt  sieh  also  numittelbar  der  Lehrsats : 

I 

I  , 

„Schneiden  sich  zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegel- 
«chnitte  in  den  beiden  Punkten,  wo  die  vom  Centrum  des  ersten 
Dach  dem  zweiten  gezogenen  Tangenten  diesen  berühren,  so 
•chneiden  sich  auch  die  Halbirungslinien  aller  Tangentenpaare, 
die  aan  von  beliebigen  Ponkten  des  ersten  ans  nach  dem  swei* 
)tm  sieht,  in  dessen  Centrum"  und,  auf  Kreise  angewandt,  den  in- 
teressanten Sata  (Cfr.  Plflcker,  analyt  EntiriekelnngenB.  L  &  65., 
K.  127): 

MScbueiden  sich  zwei  Kreise  orthogonal,  so  treffen  sich  die 
ihnärungslinien  der  Taagentenpaare,  die  man  voo.beliebigeo  Punk- 
ten ebes  der  beiden  Kreise  nach  dem  andern  sieht,  im  Centrum 
im  ersteren" 

'  welcher  Satz,  wenn  mehrere  Kreise,  statt  des  einen  Paaren 
iCMBbinirt  werden»  noch  weiterer  Ansdehnung  föbig  ist." 

I  ®- 

l 
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NFeac  einfache  und  leichte  Herleitnns 
der  Ctrundformeln  der  sphärisGlien 

Trlffoiiometrle. 

dem  Herausgeber. 


Die  Grundformeln  der  «pb&rittcben  Trigonometrie  kaun  mau 
t»ekanDtlieh  auf  verschiedene  Arten  ableiten.  Es  IfiHst  sich  dabei 
ein  reip  analytischer  Weg  einschlagaii ,  oder  man  kann  sich  einar 
eomctrischeti ,  «ich  an  eine  Figur  an8chlies8cnden  Betrachtung 
edienen.  So  schön  die  erstere  Methode  ist,  so  durfte  doch  für 
Antanser  die  letztere  allein ,  oder  wenigstens  vorzugsweise  geeig- 
net sein,  und  sie  ist  es  daher  encb,  weiche  ich  Rlr  jetit  in  Fol* 
genden  allein  im'  Auge  lial»e.  Diese  {geometrische  Methode  hat 
mir  aber  immer  noch  nicht  diejenige  l\infachheit  zu  besitzen  ge- 
schleuen,  welche  der  Elementarunterricht  fordert,  und  ich  habe 
micii  daher,  so  oft  sich  mir  dazu  nnr  irgend  Gelegenheit  dirikot, 
immer  eifrig  nach  einer  einfacheren  Darstellung  als  die  gewuhu- 
licbe  uiiüiesehen.  Meistens  beweiset  man  den  Satz,  da*is  s-lch  die 
Sinus  der  Seiten  wie  die  Sinus  der  Gegenwinkel  verhalten,  uad 
auch  die  llelation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem  Wioicel 
durch  Betracbtnnu  einer  Figur,  und  leitet  dann  ans  der  letzteren 
Relation  die  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite 
mittelst  des  Supplenientardreiecks  ab.  Aber  gerade  dics4^  so 
eben  enviibute  Ableitung  bat,  so  schön  und  einfach  sie  auch  aa 
sieb  ist,  insofern  sie  die  auf  geometriaebem  Wege  xu  bewirfceBde 
Vergleichttog  des  sphärischen  Dreiecks  mit  seinem  Supplementär- 
dreiecke  voranssetit,  flir  den  AnUnger  immer  einige  ochwierig- 
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keh,  und  die  Betracfataog  des  Supplementardreieckes  selbst  scheint 
mebr^  der  Stereometrie  als  der  sphärischea  TrieoDometrie  anzu« 
gehSieo,  weshalb  lAe  aach  «II  in  aar  lelilaren  au  schon  ans  der 
«rsteren  bakannt  vorausgesetzt  wird.  Selbst  auch  schon  die  ee 
wSholichen  geometrischen  Beweise  der  Relation  zwischen  den 
drei  Seiten  und  einem  Winkel  nehmen  manche  goniometrischen 
Transformationen  in  Anspruch ,  die  man  im  Interesse  der  Anfän- 
&er  wenigstens  theilweise  wohl  noch  vermieden  sehen  möchte. 
wjor  Kurzem  bin  Ich,  nach  frfiherem  Öfteren  vergeblichen  Sachen, 
jMMIig  auf  eine  Ableitung  der  in  Rede  stehenden  Gmndfofmehi 
^l^ekommen,  welche  ich  in  der  That  für  so -einfach  halte,  dass  ich 
^aube,  dass  sie  wohl  verdient,  auf  den  folgenden  Blättern  mit- 

fetheil t  zu  werden.    Ich  werde  dabei,  ohne  weitere  Krläutening, 
ie  bekannten   in  der  Trigonometrie  durchgängig  gebräuchlichen 
Bezeichnungen  beibehalten. 


t  2. 


"Wir  wollen  zuerst  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  ABC 
(TaE  III.  Fig.  3.),  wo  A  der  rechte  Winkel  sein  soll,  betrachten. 

l  FSiien  wir  von  C  anf  OA  nnd  OB  die  Pernendiltei  CA*  und 
mCB*,  und  ziehen  dann  A'B",  so  steht  CA'  auf  der  Ebene  AOB, 

also  anch  auf  ^'Ä'  senkrecht,  und  A'B'  steht  auf  Oß  senkrecht. 

Daher  ist  der  Winkel  A'B'C  dem  Winkel  B  des  rechtwinkligen 
|t^|pUnschea  Dreiecks  ABC  gleich. 

.  '  Non  hrt 

r«'. '  CA'=z  CB'.BmB=:  OC.sinosteB; 


OC»sin6;s=  OC*mamaB, 

f 

lsin6=:sinasiDi},  und  elien  so 
rslne = sInasInC 

Pemer  ist 

A'B'^B'Cgo^B^  OC.sinacosÄ, 
AfB'ssi  Oil'^ines:  OCcos&ihie ; 
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woraus 


oder 

sine 


CO&ff=CO06  jjj^9 


folglicb  nach  1. 


te08B=cüs6sinC,  und  ganz  ebeo  90 
'  ^  feo8C=co6C8in^. 

Endlicb  ist 

OB'     OA'.coHc  OCcosbcoBc 


cosa  = 


aUo 


oc      oc  ~  oc 


III.  eo0asOM6co8c. 


S«i  nun  ^BC  (Taf.  III.  Fig.  4.)  ein  beliebIgM  •pyrisckrl 

Dreieck.   In  diesem  sphärischen  Dreiecke  Hille  man  von  A  id] 
B€  das  Perpendikel  AD,  und  bezeichne  die  Winkel  BAD,  CAD 
durch  Xf  y  ;   die  Bogen  BD,  CD  durch  u,  9;  das  Parpewül  ' 
AD  durch  to. 

Dann  ist  nach  I.  in  d«o  redihriokUgeD  «pkliischea  M* 
ecken  ABB  nnd  ACDi 

aiDio=8Uicsin£^  siDtc=aiD6amC; 

also 

8ui6ainC=flincmB , 

ond  daher  Überhaupt: 

iahiasinBs  ünMuA , 
ehiMnCsseiaeainil, 
ai  ncsin^l = fiinosin  C 

Ferner  lit  nach  1.  ' 

ainn  ahie 
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Aber  nach  L 

alio  nach  dem  Vorh^gebenden: 

eoBusinto  cowlmp 

rolglieli  ist '  I  * 

cosMCOSüsioir*        ,     .  sinusintJ. 

Bod  weil  DUO 

 asHES  

f 

ii*» 

|V  _  .     .  , 

F.  .  cosucasp^-sintisinp  —coattcuapcosto* 

I co«(j^)  =  — SÄTc" 

coa(Mdfcp)— cosiicospcctaiB^ 
aioooiDv 

I  Volglich  Ist 

Cosa  —  cospcoato.coattcoato 

1 1  nach  m. 

/  Cosa — fo.siro.sc        ,  .  , 

1      ^  cos6— ^osccoas  .* 
II*    s  coaBas"  — .  » 

.    j  sincsina 

I       ^     cosc — Cosa  cos6 
V  8inaaui6 


fiadllch  bt  nach  l*. 


also 

und  nach  II. 

C08X  COS« 

COSy=   .   o  t     COSV=:  -r-?i  • 

Biüß  smC 

Also  Ist 

co««»»»=  isa^.  »mw.p»=  . 
folglich,  weit 

cos(aiJ:o)  es  cosaicosv  T  sinmliis 

ist: 

...     cofikrcos«!^  sinkst  nifsiliip* 
cos(if  db   =  f^-E--^'  ~  *  

oder 

.   ,  .  ^cosarcoaaf  TgiP'^^i"ydbsiPjgsinycosip^ 


Folglich  Ut 


sinßsinC 
ASf)  ^  siaarsinycostg* 
sinAInC  ' 


_  cosil  J:  sjo  gcosio^ipycostg 
—  sinAhiC  • 


wo  das  obere  Zeichen  dem  ersteii,  dan  untere  Zeichen  dem  zwei 
ten  der  beiden  in  Taf.  III.  Fig.  4.  dargestellten  Fälle  entspricht 
Nun  ist  aber  mit  derselben  Bestimiming  wegen  dsr  ZeidMi 
nach  II. 

oo8i?=siiimMNP,  db^Casiiiyoofip; 
also  nach  dem  Vorhergehenden' 
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III*.     <C086  = 


C08C  = 


 ^p^^^i  »  und  ganz  eben  so 

coa^  -f-  cosCco.s.-l 


Dies  sind  jetzt  die  bekannten  Gnindformeln  der  sph.'iriftichen 
Trigonometrie,  und  ich  sollte  meinen,  dass  »ich  diese  Aldeituni; 
▼or  der  gewöhnlichen  an  Fieureu  und  das  Supplementardreieck 
geknüpften  Abieitune  io  mehr  aU  einer  Bezienong  enipfehieil» 
und  daher  hei  dem  Unterrichte  wohl  besondere  Berücksichtigung 
verdienen  möchte.  Ja  Ich  glaube,  dass  die  obige  Darstellung  als 
ein  neuer  Beweis  gelten  lunn,  da«s  man  in  vielen  Tbeileu  der 
Mathematik,  nameotlicb  aneh  in  deo  sogenannten  elementaran 
Theilen,  qogIi  lange  nicht  faumet  «fi«  einfachsten  Oamtellangeo 
gefunden  hat,  eine  Bemerkung,  deren  Richtigkeit  besonders  in 
neaerer  Zeit  in  mehreren  Fällen  auf  sehr  io  die  Augen  fallende 
Webe  dargethan  worden  ist. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  bemerken,  dass  auch  die  Holation 
Kwisclieii  den  drei  Seiten  und  einem  Winkel  eines  ebenen  Drei- 
ecks auf  ähnliche  Weise  wie  oben  die  Relation  zwischen  den  drei 
Seiten  und  einem  Winkel  eines  sphärischen  Dreieeke  abgeleitet 
werden  kann,  wenn  ich  auch  diese  Ableitung  der  gewöhnlichen 
allgemein  bekannten  Ableitung  der  in  Uede  atebendeo  lielatieli 
Btclit  gerade  vorzuziehen  geneigt  sein  würde. 

Wenn  in  Taf.  HI.  Fig.  5.  die  Linie  AD  auf  BC  senkrecht 
steht,  so  ist,  wenn  man  sich  der  aus  der  Figur  «eUiat  «raiehtli' 
eben  bezeidinuogen  bedient: 

fO  w 
COfiX  =  —  »      COS^  ~  ^  ' 

e 


alao 


Folglich  iat 


oder 


oo&ff  coiy  =1     1    sinorsiny  =  ^  . 


coaxcosy  ^  sioa;sin^  =  — 


.   .  X    to'TKO  2io*-t-2ii» 
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Nai  ift  aber 


also 


d.  i. 


and  folglich,  mit  Rfldnlclit  auf  die  lieideD  lo  dar 
steiltao  FftUe: 


urelches  die  bekannte  Relation  zv^ischen  deo  drei  Seiten  uad 
eioem  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ist 

Ich  mochte  mir  schliesslich  noch  einmal  erlauben,  das  Obige 
den  Herren  Lehrern  der  Mathematik  recht  dringend  zur  gefälligen 
Beachtune  bei  dem  Unterrichte  in  der  sphärischen  Trigonometrie 
zu  empfehlen,  den  ich  fär  so  wiebfig  eracbte»  daaa  ich  es  Air 
einen  wahren  Rfickschritt  lialte,  dass  er,  wenigstens  aaf  preus- 
sischen  Gymnasien,  nicht  mehr  ertheilt  wird,  wie  es  wohl  frü- 
her der  Fall  war,  als  ich  selbst  noch  meine  geringen  Kr&fte  mit 
n-osser  Fkeudigkeit  den  Gymnasialnnlarrielile  aa  TeiacUedeaeB 
LebraostalteQ  widmete. 


% 
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lieber  das  Dreieck,  worin  die  Trans- 
▼erealen  sleicli  sind,  welche  zwei  Wic- 
kel deMelben  nach  sleldieH  TerliSIt- 

niss  (heilen. 

^  Von  den 

Herrn  Doctor  R.  Baltser, 

Oberlehrer  au  der  Kreus«chale  za  Dretden. 


Die  Aufforderung  im  Archiv  ThI.  XIII.  S.  341.  erinnert  mich  an 
zwei  Beweise  des  fraglichen  Lehrsatzes,  weiche,  ich. glaube  im 
Jahre  1844,  in  einem  iCrSiizoheo  hiesiger  mathematiflclier  Fremd« 
nitgetheilt  wurden,  den  einen  Ton  dem  leider  frfih  verstorbenen 
Professor  A.  Seebeck,  dessen  Manuscript  noch  vorhanden  und 
weiter  unten  abgedruckt  ist,  den  andern  von  mir.  Der  in  Rede 
•teheode  Sats  scheint  der  SpbSre  der  Eiementarceoinetrie  anzv* 
gehSren,  wo  es  sich  um  die  Beziehungen  zwischen  Seiten  und 
geeeniiberliegenden  Winkeln  der  Dreieclce  handelt»  Ilod  irird  dei^ 
baib  wie  lolgt  durch  Umkehrung  gewonnen. 

Lemma»  Haben  zwei  Dreiecke  die  Winkel  einzeln 
gleich  und  ist  eine  Seite  des  einen  Dreiecks  kleiner 
als  die  gleichiiegende  des  andern,  so  sind  die  übrigen 
Seiten  des  einen  ebenfalls  kleiner  als  die  gleicbfie- 
genden  de«  andern. 

Beweis  dnrcb  Zmanunenlegen  der  gidchen  Wfaikel,  denen 
die  kleinere  Seite  anliegt 

Lehrsatz  1.  Ist  im  Dreieck  AßC  (Taf.  III.  Fig.  6.) 
Winkel  A^B,  und  theilt  man  diese  Winkel  durch  AJD 

und  ££  BQ,  daaa  CAD^CBE,  «o  ist  AD>B£. 


B«w«i«.  Die  DreiM^lce  ACD  md  BCE  babm  eiaseln  gleielw 

Winkel.  Nun  ist  AC>BCy  weil  ABC>  BAC  uach  Voraus- 
setzung, folglich  AD'>BE  gegenOber  deD  gleichen  Wlnkefai  C. 
W.  B,  D.  w. 

Lehnatz  2.  Ist  im  Dreieck  ABCCld^i.  III.  Fig.  70 
Winkel  A<,B  und  tbeilt  man  dieee  Winkel  dereb  AD 

Müii  BE  ao,  dusä  BAD<ABE  und  CÄD<CBE,  seist 
AD>BE. 

Beweis.  Zieht  man  BO  so,  dass  so  ist 

AD'*>BM  nach  Lehrsatz  I.  Nun  ist  ^D'  ein  Theil  von  AB» 
folglich  um  so  mehr  AD'>  BE,,  W.  z.  6.  w. 

L^hnatt-  Z,  Sind  die  Geraden  AB  und  iff«  welche 
die  Winkel  A  und  B  des  Dreiecks  ilJrC  so  theilen, 

dass  BABiDACzsABE:Ehc\  einander  gleich,  so  Ut 
il=B  und  das  Dreieck  gleichschenklig. 

Beweis.   WSre  A  ungleich  Bf  also  ehenso  ungleich 

ABE,  und  DA C  ebenso  ungleich  EBC,  so  wäre  BE  ebenso  on« 
gleich  AD  (Lelirs.  2.)  Dies  ist  gegen  die  Voraussetsong  AIhsBB* 
Also  kann  A  nicht  ungleich  .!^  sem.   W.  s.  h.  w< 


Das  Folgende  ist  von  dem  leider  zu  fnih  verstorbenen  Prafessor 

A.  8cebe<;k  asu  Dresden. 

Der  Sats: 

•  „Wenn  die  Halhirunt^slinien  zweier  Dreieckswin - 
kel,  gerechnet  bis  zur  gcgenüberstebendeu  Seite« 
gleich  sind,  so  ist  das  A  gleichschenklig^ 

kann  auf  folgenden  allgemeineren  zurflckgefiibrt  werden: 

(A)  „Wenn  ein  Dreieck^winkel  hatbirt  ist  und  die 

durch  einen  Punkt  der  Halbirungs  linien  ausdenbeideo 
anderen  Winkelspitzen  gezogenen  Transversalen 
gleich  sind,  so  ist  das  ^  gleicj^schenklig.*' 

Dieser  Safs  aber  eigiebt  sich  aus  folgendem: 

Wenn  durch  einenPunkt  der  Ualbirungslinte  eines 
Winkels  Transversalen  zwischen  den  Sehenkeln  gexe. 
gen  werden',  so  ist  die  auf  der  Halbirungslinle  recht- 
winklig stehende  Tranaversaile  die  kfiraeate*  n|i4  die 


Digitized  by  Google 


flbrigeo  «lud  um  sogrOvs^r,  Je  melir  sie  toh  derselben 

abweichen. 

lo  Taf.  III.  Fig.  8.  sei  BM  die  Ueibimngeliiile  atid  AC  ee 

gezogen,  dass  AB^BC;  es  soll  gezeigt  werden»  dass  DE^AB* 
—   ßa  /)^>  Aßl,    80  ist  der  Beneis  nur  zu  fuhren,  wenn 
ME<,MC,  d  h.  ^MEC  stumpf  ist.    Mache  MFz^MA  uod 
^  MChrzME,  80  ist  ^AMFoo^EMV,  end  da  MA'^mOmO,  ee 

ist  auch  1)  AF>  EG;  ferner  ^DAM'^^CEM.  daber 
2)  ZZ>ilF>  ZC£;G;  endlich  3)  Z,AFl}=^EGC.  Ans  diesen 
drei  Bestimmungen  ergicbt  sieh  leicht  DF^  GC,  und  daher,  in- 
dem man  FE=AG  hinziiaddirt,  DF^AC,  w.  z.  b.  w. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  der  erstgenannte  (A)  dadurch, 
daes  sich  eine  Transrerssle  Ten  gegel>ener  LSoge  nnr  in  zwei 
fjagen  eintragen  lässt,  welche  aynunetriech  sein  mOseen.  (Man 
vergl.  (TeC  lU.  Fig.  9.). 

Dieser  Beweis  kann  anefa  aof  das  sphärische  A  angewendet 
werden.  In  Taf.lll.  Fig.  10.  «ei  Z/I.Vß  <  I8(K>;  Äil/<900;  es 
sei  wieder  Aß>  BC,  so  ist  AM>  MC  und  DM>AM  weil 
MC'{—MC),  MA  und  MD  auf  einer  Seite  des  auf  AB  gefällten 
Lothes  ML  liegen.  Da  ^(;<180o,  so  erhält  man'^/'>£C;  fer- 
ner, wenn  man  ^AMD  onendlich  klein  annimmt,  ^AFIh=^£GC 
und  j^DAFy  ^GEC,  notane  DF>GC,  und  das  Uebrige  gaas 
wie  beim  ebenen  ^  folgt  * 

Ist  der  ^ABOISO''  ee  Indert  eich  nnr  daa,  daaa  die 

Transversalen  um  so  kleiner  werden»  je  mehr  sie  gegen  die 
UalbirongsUnien  geneigt  sind. 


SM 


aLTiii. 

■ 

Messung  einer  an  beiden  dndpunkten 
mizusänslielien  KDtrerniuis  nadi 
elMer  liemnaereii  Hethode. 

VOD 

dem  Heraasgeber. 


Ich  glaube,  das!*  das  Wiekelkreuz  oder  die  Krenzscheibe  ein 
für  die  elementare  Feldmesskunst  in  vielen  Fällen  sehr  braucbba- 
res  Instrument  ist,  und  auch  bei  dem  geometrischen  Elementar- 
unterrichte, mit  dem  nach  meiner  Meinung  ioiBier,  so  riel  ab 
tbunlicb,  Üebungen  in  der  Feldniesskunst  zu  verbinden  wJiren, 
mehr  als  dies  bisher  sjeschehen  zu  sein  scheint,  angewandt  werden 
sollte,  namentlich  auch  der  ^rüssern  Wohlfeilheit  dieses  Instra- 
menta  wegen.  GefrOlinlieh  richtet  man  das  Winttelln'eas  so  ein, 
dass  die  neiden  Visirliitien  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
dies  ist  auch  in  der  That  die  Einrichtung,  welche  die  einfachste 
und  hauüjgste  Anwendtiug  dieses  Instruments  in  der  praktischen, 
namentlicK  In-  der  auf  die  Landwfartiiseiwft  aagevrasoten,  Feld- 
messkuDst  gestattet.  Aber  auch  schon  zwei  nur  einen  constantcn, 
sonst  beliebigen,  Winkel  mit  einander  einschliessende  \  isirlinien,- 
—  la  fausse  Equerre  d'Arpenteur,  wie  die  Franzosen 
sagen,  —  bieten  viele  sehr  einfache  und  elegante  Anwendungen 
dar,  wob^  es  jedoch  gut  ist,  die  Lage  der  beiden  Visirlinieo 
gegen  einander  vcr.'indern,  und  dem  constanten  Winkel  eine  ftir 
die  vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grosse  geben  zu  kön- 
nen» wodurch  natürlich  zugleich  bedingt  wird,  dass  an  dem  in- 
stmmente  die  n5tbigen  Schraaben  angnsbracbt  sind ,  wm  die  liel- 
den  Visirlinien ,  nachdem  man  ilireni  Neigiing6\vinkel  gegen  ein- 
ander die  flTir  die  vorlmbondo  Anwendting;  zweckmässiiio  (irösse 
gegeben  hat,  in  unveränderlicher  Lage  gegen  einander  befestigen 
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m  können.  Ich  laMe  mir  letzt  ein  solches  Winkelkreuz  mit  sirei 
leweglichen  Visirlinien  anrertigen,  bei  welchem  die  Visirlinieo 
larch  die  optischen  Azen  zweier  Icleinen  astronomischen  Fera- 
ohre  t1ar5cstellt  ^vorden,  und  werde  späterhin  cinii^«*  mit  dic«^om 
itisfrumentc  ^cMnachto  Anwendungen,  die,  um  die  erreichte  Ge- 
lauigkeit  heiirtlieilen  zu  Uiirinen ,  eine  Vergleichung  verschiedener 
iür  dieselbe  Grösse  erhaltener  Kesultafe  gestatten,  in  dem  Ar- 
diif»  nittheiieB.  Die  Kosten  eines  solchen  mit  swei  kleinen  astro« 
aoini«chen  Fernrohren  versehenen  Winkelkreuzes  sind  gar  Dicht 
hfedeutend ,  wenigstens  keineswegs  so  bedeutend,  als  Mancher 
wohl  glauben  nn'ichte,  da  man  ja  jetzt  kieine  astronomische  Fern- 
rohre in  vorzüglicher  Güte  um  sehr  geringe  Preise  erhalten  kann, 
Mao  braucht  sie,  wenn  man  niciit  will,  für  den  vnriiegenden 
Zweck  nicht  einmal  achromatisch  machen  zu  lassen. 

Ich  werde  jetzt  im  Folgenden  eine  Auflusong  der  Aufgabe: 
„die  Länge  einer  an  ihren  beiden  Endpunkten  nnzng?ir)glichen 
geraden  Linie  zu  messen"  mit  Hülfe  des  >\  inkrikrouzes  gelien, 
die  ich  l\ir  sehr  elegant  halte.  Ich  entlehne  dieselbe  der  folgen- 
den in  vielen  Beziehungen  interessanten  Schrift:  Solutions  peu 
MAnnes  de  difftfrens  probUmes  de  Gdom^trie  prati- 

3ae;  ponr  servir  de  snppidment  aux  Traites  connna 
e  cette  Science;  recaaillies  par  F.  J.  Servois. 
A  I\Ietz.  An  XI!.  p.  75.,  bemerke  aber,  dass  Servois  selbst 
^gt,  t!as.s  diese  Auflösung  schon  von  Masch eroni  in  der  Schrift: 
Problemi  per  gli  Agrimensori  con  varie  Soluzioni. 
Vavia.  1793.  Probl.  III.  Soluz.  13.  gegeben  worden  «ei.  Der 
j^smla,  den  ich  im  Folgenden  Ar  diese  Auflösung  geben  werde, 
rührt  von  mir  seihst  her,  da  der  von  Servois  a.  a.  O.  gege- 
bene Heweis  ajif  der  Trisronometrie  beruhet,  die  ich  hier  a*l>sirht- 
#Bb  vermeiden,  und  mich  bloss  der  Sätze  der  ebenen  Geometrie 


;  Wenn  MN  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  die  za  mef>sende  Linie  ist,  so 
Jplfts  man  auf  dem  Terrain  drei  Punkte  A,  C  von  solcher 
ISbc  auf,  dass  die  Winkel  lUAN,  MHN.  unter  denen  in 

(fielen  drei  Punkten  die  zu  messende  Linie  J/A'^erscheint.  dem  Win- 
kel des  WiiikHkrenzos .  und  daher  naturlich  auch  unter  eii^ander 
deich  sind.  Dann  messe  man  die  Linien  AB  ^  ACr  uud  suche 
^  4em  Winkelkreuze  In  der  Linie  BC  den  Punkt  D  auf.  wel- 
^thtr  in  der  Linie  BC  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Winkel 
4BC  gleichfalls  dem  Winkel  des  Winkelkreu7.es,  also  auch  den 
(irei  Winkeln  MAN,  MBN,  JktCN  gleich  iM.  Misst  man  hierauf 
.Msb  die  Linie  AD,  so  ist 


«fid  die  Linge  der  zu  messenden  LiniA  MN  kann  folglich  mit- 
telst dieser  einfachen  Formel  aus  den  gemessenen  Stücken  leicht 
ktiaehoet  werden. 

Btfvor  wir  zu  dem  Beweise  der  vorhergehenden  Formel  Hber- 
fAen«  aehicken  wir  die  folgende,  iihrigeos  zu  einem  andertveitlg 

'     Th«il  \T1.  14 


•t 


JUJS= 


AB.AC 
SIT* 
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selioii  allgemehi  bekanutwi  Satze  lUirende  Betrachtung  voran«, 
wozu  uns  nur  der  Wansch  veranlasst ,  die«^  Ciegenstand  ganz 
ohne  Hflife  der  Trigonometrie  zu  bebandeln. 

In  Taf.!V.  Fi».  2.  sei  O  der  BOttelponkt  de»  um  das  Dreieck 
ABC,  dessen  Seiten  BC,  CA,  AB  wir  wie  govuhnlich  durch 
fl,  b,  c  bezeichnen,  beschriebenen  Kreises.  Denken  w»r  uns  nun 
.  von  O  auf  AB  das  Perpendikel  OC,  von  B  auf  AC  das  Perpen- 
dikel BB"  i^cfällt,  so  sind  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
AOC ,  oder  BO(\  nnd  BCB**  offenbar  einander  ähnlich,  weil 
der  Winkel  AGB  doppelt  so  ltoss  als  der  Winkel  BCB',  Colg- 
lich  ^AOa=i^BCB"  ist  Also  ist 

BB':BC=AC:AO, 

und  folglich ,  wenn  wir  den  Halbmesser  des  um  das  Dreieck  ABC 
beachriebeoen  Kreiaea  durch  r  bezeichnen: 

1 

BB'ia^scr, 


also 

ac 

Ist  nun  ^  der  Flächeninhalt  des  Dreieck»  ABC,  so  ist 
^  =1  ^  C.BB,     BB"  =  ' 

und  folglich  t  wenn  mun  diea  in  den  obigen  Auadrock  von  r 
einfiihrt: 

Denken  rnia  jetzt  In  Taf.  IV.  flg.  3.  «ber  als  Sehne 
•inen  den  Winkel  des  Winkelkrenzes  fassenden  Kreisabschnitt 

beschrieben ,  so  geht  der  diesen  Kreisabschnitt  hegrünzende  Kreis- 
bogen nach  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Construction  durch  die 
drei  Punkte  A,  B,  6' hindurch,  und  der  Kreis,  welchem  dieser 
.Kreisbogen  ansehSrt,  dessen  Halbmesser  wir  durch  r  bezeichnen 
wollen,  ist  folglich  um  das  Dreieck  ABC=\,  dessen  Seiten  BC,  CA, 
AByue  gewiihnlich  durch  a,h,  c bezeichnet  werden  sollen, beschrieben. 
Fällt  man  nun  von  ^4  aut\ßCdas  Perpendikel  AE=h,  von  dem  Mittel- 

S unkte  Odeaum  daa  Dreieck  ilitCheschriebenen  Kreises  aufilfiV=« 
aa  Perpendikel  O/y,  sosind  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  vl/>Jff 
nnd  MOL  offenbar  einander  .'ihnlich,  weil  nach  der  Constnictioti 
notbwendig  der  ^^'inkel  MOIS  doppelt  so  gross  als  der  Winkel  . 
des  Winkelkrcuzes ,  also  auch  doppelt  so  gross  als  der  W^iokel 
ADE,  folglich  ^M0L^Z,ADE\^.  Also  ist 
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ADiAE^OMiML, 
d.  i.,  weoo  wir  oocb  AJJ=d  setieo: 

folgt  Nun  ist 

I  2^ 

^=-^ah,  also  » 

folglieh  nach  tot  Vorbftrgebendeii 

Nach  der  oben  ▼oranagtMhiehteB  Betrachtung  ist  aber 


«5* 

Fuhrt  maB  diesia  den  vorheifilMiideii  Aoadmcfc  tod  «ein,  ae 
eigiebt  aieh 

6c 

und  wenn  nan  ttr  c,  x  wieder  die  dieaen  Symbolen  enl- 
apiecheaden  LInieb  aetat: 

welchen  die  au  liewAiaende  Fomiel  war. 

Rflcksichtlich  der  Aaswibfons  der  Punkte  A,  B,  C  wollen 

wir  nur  in  der  Kurze  bemerken,  aasa  es  der  Gcnaaigkeit  dfis  zu 
«rzielenden  HesoHats  gewiss  Oirdeiljcb  sein  wird,  tj-er.n  die^eJbeii 
niügliclist  weit  aus  einander  liegen,  in  Vcrhaltniss  zu  der  za  men- 
aenden  Lmie  JfiV. 
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XIX. 

Velber  das  Bttekwttrte^Mhneiden  mU 

dem  Messtische. 

Tod 

'  dem  Heraosgeber* 


I. 

Wenn  ich  noch  einmal  auf  diese  —  andi  von  mir  seihst  ^ 
schon  vielfach   behandelte  Aufgahe   zunickkomme,  sn  wird  dic!« 

fewiss  in   der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  derselben  seine 
icchtfertigung  tioden.    Auch  lassen  in  der  That  alle  bis  jetzt 
bekannt  gemachten  Methoden  immer  noch  Etiras  zu  wunscheo 
übrig.    Am  Häufigsten  nird  ivohl  in  der  Praxis  die  Lehmann'sche 
Methode   der  sogenannten   foblorzeigenden  Dreiecke  angewandt. 
Aber  auch  diese  Methode  hat  mich  —  ich  gestehe  es  offen  — 
niemals  ^aox  befriedii^t;  insbesondere  finden  Anfllnger  Öfters 
einige  Schwierigkeit  bei  der  Beurtheilung  der  l.<age  des  gesuchten 
PiiiiKtes  gegen  das  fehlerzeigende  Dreieck,  ob  derselbe  nSndich 
innerhalb  otler  ausserhalb,  und,  im  letzteren  Falle,  auf  welcher 
Seite  dieses  Dreiecks  derselbe  liegt,  was  auch  «vahrscbeinlicb  Herrn 
Prof.  liartn^r  in  Gratz  zu  der  neuen  umfassenden  und  grflnd« 
liehen  Arbeit  über  diesen  (Jegenstand  in  den  S  i  tz  u  n  g s  b  er  irh - 
ten  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien.  Jahr- 
gang 1849.  November-  und  December-  lieft.  S.  230.  (m. 
s.  aoeh  Liter.  Ber.  Nr.  LV.  S.  768.)  veranlasst  hat,  an  oie 
ich  bei  dieser  Gelegenheit  von  Neuem  zu  erinnern  mir  erlauben 
möchte.    Mich  selbst  haben  die  W^ünsche,  die  mir  bei  der  An- 
wendung der  fehlerzeigenden  Dreiecke .  stets  noch  übrig  blieben, 
veranlasst,  eine  andere  Nffheronjpimefliode ,  die  der  febferseigen- 
den  Dreiecke  sicli  wenigstens  nicht  unmittelbar  bedient,  aufzu- 
suchen.    Diese   Methode  hat  eine  gewisse   Aehnlichkeit  mit 
einer  schon  früher  von  dem  verdienten  Bohnen  berger  in  der 
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Eeitscbrift  fdT  A strononii  e  und  verwandte  Wissen- 

schalten.  Band  VI.  S.  121.  bekannt  gemachten  IM^'thode. 
Ich  sage  aber  absichtlich  eine  gewisse  Aeho Ii  cfa k  ei  t.  Denn 
Butineoberger  bedient  sich  in  der  That  auch  fehlerzeigender 
Dreiecke,  die  ich,  wenigstens  unmittelbar,  gar  nicht  in  Anwen- 
AiDg  bringe,  und  die  nach  meiner  Ansicht  interearsante 
ileoretische  Grundlage,  von  der  ich  bei  meiner  *  Auflösung  aus- 
gehe, kennt  Bohnen be  rger  gar  nicht,  so  dass  also,  wie  ich 
Klaube,  von  einer  Uebereinstimmun«^  beider  Methoden  nicht  die 
K^de  sein  kann,  wenn  auch  allerdings  meine  Autlüsnng  sehr  leicht 
Iii  der  ßohnenberger'scben  Nalierungsmethode  führt,  wie  ich  wci- 
ttr  unten  uoch  besonders  bemerken  werde. 


§i'  iL 


Wir  wollen  uns  swel  sich  schneidende  Kreise  (Tai*  IV.  Fig.  4.) 
denken.    Der  eine  der  beiden  Durchscbnittspuokte  sei  der 

andere  sei  D.  Von  dem  Durchschnittspunkte  A  aus  ziehe  man 
e'me  gerade  Linie^  welcbf*  den  einen  der  beiden  Kreise  in  6,  den 
loderen  in  c  schneidet.  Auf  diese  gerade  Linie  wird  sich  unsere 
%eode  Betrachtung  hauptsächlich  richten. 


Die  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  gehende  gerade 
Linie  nehmen  wir  als  A!xe  der  jc  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
fensystems  der  :rt/  an,  dessen  Anlan»  der  Mittelpunkt  des  einen 
Kreises  ist.  Der  Halbmesser  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt 
aU  Anfang  der  Coordinaten  angenommen  worden  ist ,  sei  q;  der 
Halbmesser  des  anderen  Kreises  seir.  Die  erste  Coordinateoder  söge» 
iiiuiteAbscisse  desMittelpunkts  dieses  letzteren  Kreises  sei  o,  und  es 
wird  der  Einfachheit  wegen,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden» 
(erstattet  sein,  das  Courdinatensystem  so  anzunehmen,  dass  a 
positiv  ist.  Alles  dieses  vorausgesetzt,  sind  n^  die  Gleichungen 
M  i»eiden  Kreise: 

a 

«nd  wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  x,  y  als  unbekannte  Grös- 
sen bestimmt,  so  erhält  man   die  Coordinaten  der  zwei  Durch- 

^oittspunkte  der  beiden  Kreise.    Aus  der  zweiten  Gleichung 

%Siebt  sich  zuvörderst : 

jUfto  wegen  der  ersteig  Gleichung: 
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Also  Uli  wegen  der  ersten  Gleicbong: 


d.  i. 

woraus  man  mitteist  einer  allgemein  iiekannten  ZerlegiWR  aedk 

^  _  («  fg  -f-y)  (fl-l-g—r)  (r-f        (g  f  r  -o) 

erhält.  Bezeichnet  man  den  FIScheninbalt  des  aus  n,  r  ab 
Seiten  gcbildelcu  Dreiecks  durch  ^  ,  8o  Ut  hekaonÜich 


also 


i2 


2  —  .^A. 


und  wir  haheu  daher  aiir  T^jstimmiinf;  der  Conrdiiiaten  der  i«^ 
Oarchscbnittspttnkte  der  beiden  l^relse  die  folgenden  Formeln; 

IT-'  y 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daes  die  Coordinaten  mit  ^ 
oberen  Zeichen  dem  Punkte  ui,/dfe  Coordinaten  mit  dem  notem 
Zeichen  dem  Punkte  D  entsprechen,  so  dass  also,  wenn  »■ 
jene  Coordinaten  durch  Xj,  yi ;  diese  durch  x^,  y^  beseichato:  ' 

ist 

Die  Gleiehang  der  durch  4ci»  Pookt  A  oder  (ait  3u)  gw^f** 
oen  beliebigen  geraden  Linie  sei  Jetil 

80  ist,  weil  diese  Linie  durch  den  Punkt  (xi  gebt. 
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BDd  Ibiglicb 

die  Gleich uug  dieser  Linie. 

Bezeichnen  wir  nnn  die  Cooidinaten  der  Durchscbnittspuokte 
dioser  Linie  mit  dem  Kreiee»  n-elcher  mit  dem-Halbniesser  ^  be- 
schrieben ist,  durch  x,  eo  baben  wir  wa  deren  BeetimnraDg 
die  -beiden  Gleichungen: 

Eruniiiirt  m«u  aus  diesen  Gleiobangeo  jf,  so  erb&lt  diu  inr  Be- 
•ünuDong  von  s  die  Gieicbong: 

,  und    löst  man  diese    quadratische  Gleit^huii!;   aul  gewühnliche 
Weise  auf,  so  ergiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung: 


.Weil  aber  der  l^unkt  (xi  y^)  in  dem  mit  dem  Halbmesser  q  be- 
•ehriebeim  Kfeise  liegt,  so  ist 

\      a-^JPi^^  t¥i-^t)*=(t4i4«)(a-,H3fi*)-'(3ri-^^i)*- 
woraus  sich  nach  leicbter  Rechnung 

'  fblgPeh  nacb.  dem  Obigen 

et^^ebl.  Dai»  obere  Zeichen  tiel'ert  x--Xt^  und  entspricht  folglich 
I  f^imlrte  (x^  vi).  Will  man  also  die  erste- Coordinate  oder 
i  Absctsse  des  anderen  Darchaehoittspunktea  marnr  geraden  Linie 
mit  dem  Kreiee»  «Reicher  mit  dem  Uaibmeaaer  ^  lieichneben  Ist» 
haben ,  so  moss  man  das  untere  Zieidmi  nebmao«  wodureb  man 
Qr  diesen  Durcbacbnittspunkt 
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j.  —   ^1  ^^yt  f^iiu  —^^i ) 


oder 

« 

;r  a:,-  

erhält;  und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

ist»  so  bat  man  zur  Hestinimung  von      y  die  Ausdrücke: 

 qr^ji — 

Bezeicbnen  wir  ferner  die  Coordinateu  der  üurdiscboitts- 
punkte  auserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  weleher  mit  den 
Halbmesser  r  heschriebiMi  worden  ist,  wieder  durch  x,  y  selbst; 
so  haben  wir  zu  deren  Bestimsiung  die  beiden  Gleichoegeo: 

EJiuiinirt  man  aus  diesen  (lÜMichuiigen  jf,  so  erbiüt  man  sur  Be» 
stimm uRg  von  x  die  Gleichung 

d.  i. 


und  llist  man  diese  quadralSsche  Gieiehung  auf  gewuhulicbo  Art 
anf,  so  ergiebt  sieb  mittelst  lelcbter  Recbnoog: 

Weil  aber  der  Punkt  in  dem  mit  dem  Halbmesser  r  bs- 

scfaiiebenen  Kreise  Kegt,  so  ist  * 

(a:|-Hi)Hyi^=r«, 


(l+^V-{5ri-^(^i-«);-^-:(l+-4a)Kx,-c)Hj5^i*}--l3^i--/l(^i~«)J*. 
werans  sieh  nach  leichter  Rechmia^ 

folglich  nach  dem  Obigen 


I 
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— Ja:,  )~a|  +  {(«i-M«j)--a^ 
    l  +  J^  

er^iebt.  Das  obere  Zeicbeii  liefert  .r=Xi,  und  entspricht  folg- 
fich  «ieni  Punkte  (:ri  Will  man  also  die  erste  Coordinate 

Oller  Abscist>e  des  anderen  Durchscbnittspunkts  unserer  geraden 
LIni«  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  flalbmesser  r  beaciurie- 
benivorden  ist,  haben,  so  muss  man  das  untere SSeicheo iieiimwit 
wodorch  man  üBr  diesen  DorehschnlttspiiDkt 


oder 


\A(yi  -  Jj:^)— at-f  Kar,  Jy,)-a| 

 ITIP  


erhält;  und  weil  uun  nach  dem  Obigen 

ist,  so  bat  man  zur  Bestinimuug  von  x,  y  die  Ausdrücke: 

Ist  jetzt  jetzt  b  in  Taf.  IV.  Fig.  4.  der  Durchschnitt^punkt 
vDserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  ilcm  Halb- 
messer p  beschriehen  worden  ist,  dagegen  c  in  derselben  Figur 
der  Durchschnittspuiikt  dieser  geraden  Linie  mit  dem  Kreise, 
welcher  mit  dem  Halbmesser  r  beschrieben  worden  ist,  und  be* 
seicboen  wir  die  CoerdinateD  dieser  betden  Pmikte  respective 
durch  Xht  «««  y«;  so  ist  nach  dem  VerhergehendeB: 

xk-ssi = — \-^A^  *     = — rvi^ 

and 

«.-arj =  i+^F*- » 3f*-afi =  i^^r-^ — 

Alse  irt 

fU'/.ei^hneu  wir  nun  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  b  und  c 
oder  (^6  ^6)  und  (o-r  i/c)  von  einander^  d.  i.  die  Linie  öc  in  Taf. 
iV.  Fig.  4.,  durch  E,  so  ist 

r 


214 

(1.  i.  nach  den|  Obigen 


(blgtich,  weil  unter  den  gemachten  Vorauäsetzangen  bekuntick 
tt  poaitiv  wt: 

Tod  dem  PanHe  D  oder  (x^  y^)  wollen  wir  uns  letit  d 

die  durch  den  Punkt  A  oder  {xi  yi)  gelegte  gerade  Liiue  eh 
Perpendikel  gelallt  denken,  und  die  Ukm  dieses  Per{>eiidikeli 
durch  Py  die  Coordinaten  seines  Fusspunktes  in  der  in  Re^ 
stehenden  Linie  aber  durch  jr>  V  bezeichnen.  Die  Glekhiai| 
dieses  Perpendikels  ist  nach  den  Priocipien  der  analytisch 
Geometrie 

ys=— 2^JP-^f 

und  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  y  bat  man  dakr  il 
beiden  Gfeicbangen: 

oder 

I 

oder  aucb 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 
ist;  so  werden  diese  Gleichungen: 


und 
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Alm»  ist 


4A  1 


Ab«  lit 

_       4/fA  __  4^^A 


bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Fusspanktes  des 
Perpendikels  P  von  dem  Punkte  A  oder  (sci  ^|)  durch  Q;  so  ist 


also  naeh  den  Obigen,  wie  mao  leieht  findet. 


woraus 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»  jeoachdero  die 
Gilisse  A  positiv  oder  negativ  iet. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  . 


•t,  so  ist 


216 


und  daher  dieses  V'erhältniss  ein  voo  der  Lage  der  durch  dea 
Punkt  A  oder  (X|  ifi)  gezogenen  geraden  Linie  uriabhäo^KM, 
Insofern  also  constantM  veniltalM«  wm  unmittelbar  mm  mm 
folgenden  geonieCriflclien  Satse  führt: 


Lehrsatz. 

Wenn  zwei  Kreise  sich  schneiden,  und  man  voo  des 
einen  ihrer  beiden  L) urchs ch  ni tts  p unk  te  aus  eiue,  je* 
den   der  beiden  Kreise  ein   zweites  Mal  schneidende 

äerade  Linie  zieht,  so  ist  das  Verbältniss  zwi^dien 
er  Entierouqg  der  zwei  Durcheelinittepiinkte  dieser 
gernden  Linie  mit  den  beiden  Kreisen  von  ein  ander  «Bdl 
dem  von  dem  anderen  Durchschnittspnnk te  der  beides 
Kreise  auf  die  in  Rede  stehende  £?eradc  Linie  gefäll- 
ten I'erpend  ikel  von  der  Lai;e  der  i;eraden  Linie  un- 
abhängig, und  iuäo lern  also  ein  CO  nstantes  Verb  äi  t  oist. 

Dies  ist  der  Sats,  Ton  dem  wir  ini  Folgenden  eine  Awsen 
dnns  anf  das  Räckwärtseinschneiden  mit  dem  MessHsche  machen 
werden.  Vorher  wollen  wir  jedoch  die  ri»l<;enden  geometriscbM 
Bemerkungen  dem  Vorbergebeoden  noch  beifiigen. 

Wenn  man  aus  den  beiden  Gleicbungeii 
die  Grosse      eliminirt»  so  erhfilt.num  die  Relation 
und  da  nun  nach  dem  Obigen 
ist,  so  ist 

wetaas  sieb  die  benaerkenswertbe  Relation 
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ergicbt 

Bezeichnen  wir  die  gemeinscbafllicbe  iSehne  der  beiden  Kreise 
durcb  <S\  80  ist 

S*=:(«l-^-|-^l~SI!i)^ 
also  naeb  dem  Obigen 

folglicb 

a 


0aber  Ist 


also  dmIi  dein  Obigen 


oder 

welche  Proportion  ein  Jeder  cogleicb  wird  iu  Worten  aussprechen 
künneo. 

▲neb  ist 

«*  441* 

also  nach  dem  Obigen 


Aa^—E^    ja*  . 


woraus  sich 


üiü 


I 
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Wenn  man  die  oben  beschriebene  Operation  bei  zwei  ?er- 
— bindieaeB  Lagen  des  Tieebblattes  ▼omimmt,  so  kann  man  sieb 

leicht  zwei  8oiebe  Paare  Ton  Punkten  wie  Oc  und  b*c'  verschaff 

fen,  und  flass  dies  geschehen  sei,  wollen  wir  von  nun  an  voraus- 
setzen. Dies  aber  vorausgesetzt,  erhellet  aus  einer  bloiisen  Be- 
trachtnn^  von  Taf.  IV.  F'ts.  5.  auf  der  Stelle»  dass,  jenachdem 
*  die  beiden  Paare  60  und  o'c'  gegen  A  symmetrisch  oder  unsym- 
metriscb  liegen,  der  gesuchte  Punkt  D  nicht  zwischen  den  beiden, 
natürlich  stetts  geh<»rig  verlängert  gedacbten  Linien  bc  und  6V, 
oder  zwischen  diesen  beiden  stets  gehörig  verlängert  gedachtun 
Lfaiien  liegt.  Hat  sieh  aber  aus  einer  nach  den  vorhergehenden 
Regeln  äusserst  leicbt  anzustellenden  Beurthcilung  ergeben,  tl.iss 
der  gesuchte  Punkt  JJ  nicht  zwischen  den  beiden  immer  go*b<iriE: 
verlängert  gedachten  Linien  bc  und  ü'c'  liegt,  und  daher  auf 
einer  vnd  derselben  Seite  dieser  beiden  Linien  gesucbt 'werden 
muss,  se  erbellet  sovrofai  aus  einer  blossen  Betrachtung  von  TaC' 
IV.  Fig.  5.,  als  auch  aus  dem  in  II.  bewiesenen  geometrischen 
Lehrsatze,  nach  welchem  die  von  dem  Punkte  D  auf  die  Linien 
6c  und  b'c'  gefällten  Perpendikel  zu  diesen  Linien  selbst  ein 
und  dasselbe  constante  Verbfiltniss  haben,  dass  der  Punkt  D  im- 
mer auf  der  Seite  der  kleineren  der  beiden  Linien   bc  und  b'c' 

Eesucht  werden  muss,  auf  welcher  die  grössere  dieser  beiden 
linien  nicht  liegt. 

Denken  wir  ans  jetst  durch  die  beiden  Punkte*  J  und  D  eine 

gerade  Linie  gezogen,  so  erhellet  durch  eine  ganz  einfache  geo- 
metrische Betra<-btung  auf  der  »Stelle,  dass  die  beiden  von  einem  jeden 
ganz  beliebigen  i'unkte  in  dieser  Linie  auf  die  gehurig  verlängert 
cedachlen  Linien  <i6und  a*b*  geHillten  Perpendikel  in  demselben  >  er- 
nältnisse  zu  einander  stehen  wie  die  beiden  von  dem  Punkte  />  auf 
die  cehorig  verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'ö'  gelallten  i*er- 
penciikel.  Also  werden  nach  dem  in  Ii.  bewiesenen  geometriscbeo 
Ldhrsatse  die  beiden  von  einem  gans  beliebigen  Punkte  in  der 
durch  A  und  D  gehenden  geraden  Linie  au!  die  beiden  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  nh  und  a'b'  gefällten  Perpendikel 
sich  jederzeit  eben  so  zu  einander  verhalten ,  wie  beziehungsweise 
'  die  beiden  Linien  ab  und  a'b'  sieb  selbst  zu  einander  verhalten; 
und  bestimmt  man  also,  nachdem  man  nach  dem  Vorhergeheoden 
die  Lage  des  Punktes  /),  und  demnach  auch  überhaupt  die  Lage 
der  Linie  AÜ,  gegen  die  beiden  gehörig  verlän[;ert  gedacbten  Li- 
nien ab  und  a'b'  bereits  ermittelt  bat,  entweder  nach  dem  Augen« 
naasse  oder  dureh  genaue  geonietrisohe  €oRstnielion  ehieii  Ptekt 
auf  dem  Messtischc  so ,  dass  dessen  Entfernungen  von  den  ge- 
hörig verlängert  gedachten  Linien  ah  und  a'b'  sich  eben  so  r.n 
einander  verhalten,  wie  beziehungsweise  die  Linien  ab  und  ab* 
sich  selbst  zu  einander  verhatten,  so  wird  der  auf  diese  Weise 
erhaltene  Punkt  ein  Pu^^  in  der  durch  A  und  D  gehenden  ge> 
taden  Linie  sein.  Le^^^lan  al>«o  dann  die  Kippregel  an  diesen 
Punkt  und  an  den  Punkt  ^  an,  und  orientirt  liiorauf  das  Tisch- 
blatt nach  2{f  so  wird  dasselbe  richtig  orientirt  sein ,  und  dann 
also  aueh  femer  der  Punkt  D  selbst  leicbt  erhalten  werden  kön- 
nen, wenn  man  nur  die  Kippregel  an  ß  oder  C  legt,  und  respec- 
tive  nach  S>  oder  C  visirt,  was  allgemein  genug  bekannt  ist,  als 
dass  en  hier  noch  einer  weitereu  Ausführung  bedürfte. 
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Mao  kann,  wenn  es  der  Raum  anf  dem  TbeUblntt»  tnltol 

nnd  es  flberbiupt  als  ztreckmäst^ig  erscheint,  worüber  sich  im 


den  gehSrig  TerlSngert  sedachfen  Linien  a&  and  «'6^  dienen  M- 
den  Linien  ab  und  nfb'  nesiehnngnweise  gleicli  sbd. 

Ein  hinreichend  geübtes  Augenniaass  u  iid,  i^laube  ich,  bei  der 
Bestimmung  des  in  liede  stehenden  Punktes  meistens  ausreichen; 
aber  auch  wenn  man  sieh  darauf  nielit  Terlassen  woUte  eder  ictante, 
•würde  dieser  Punkt  stets  durch  ebie  genaue  geometrische  Con- 
stniction  erhalten  w  erden  können,  die  in  der  Ausführung  so  leicht 
und  einfach  ist,  dass  man  wohl  noch  wagen  darf«  sie  den  bei 
Messtischoperationen  auf  dem  Felde  beschftftigten  |>raktiseiien 
Gesmetern  aufzubürden.  Man  braucht  ja  bless  auf  den  gehörigen 
Seiten  der  Lijiicn  «6  und  a*b'  in  Kiitfernungen^  von  denselben, 
die  entweder  diesen  Linien  selbst,  oder  gewissen,  mittelst  des 
Zirkels  zu  bestiiunienden ,  gleichvielten  aliquoten  Theilen,  oder 
endlieh  auch  gewissen  Gleicbvielfachen  derselben  gleich  sind,  mit 
Hülfe  von  Lineal  und  Dreieck  mit  den  Linien  ab  und  a'b'  zwei 
Parallellinien  zu  ziehen  und  deren  Durclisclinitlspunkt  zu  bestim- 
men, welcher  der  gesuchte,  zur  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
erfofderttcbe  Pmilrt  sein  wird.  Jedecn  wird,  wie  gesagt,  gewiss 
in  den  meisten  Fällen  ein  geübtes  Augenmaase  ausreidMB,  weui 
man  namentlich  die  vorhersehende  Methode  als  eine  successive 
Annaherungsniethode  betrachtet,  die  nur  erst  nach  einigen  Wieder« 
hoiungeo  zu  einer  vollständig  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
nibrt  Auch  werden  noch  manche  Vortheile  jedem  in  der  An- 
wendung des  Rückwärtseinschneideus  sehen  geflnten  Pf airtiksr  sich 
gewiss  ganz  von  seltMit  ergeben. 

Wenn  die  Linien  he  und  6V  sieb  beide  anf  einen  Punkt 
■nsammepaieben ,  so  wird  dies  jederzeit  ein  sicheres  Zeichen 
sein,  dass  die  vier  Punkte  A,  C,  J)  auf  einer  und  derselben 
Kreisperipherie  liegen,  und  daher  die  Aufgabe  eine  unbestimmte 
ist*).   Züge  sich  dagegen  nur  die  eine  der  beiden  Linien  be  und 

auf  einen  Punkt  zusammen,  so  wtirde  elMsn  dieser  Ptaht  der 
gesuchte  Punkt  und  eine  weitere  FerCsetsung  det  OpemlleB 
daher  nicht  n6thig  seio. 

Wenn  man  Ae  Linten  be  und  b^&  nibemngs weise  als  ein- 

ander  parallel  anzusehen  sich  berechtigt  haltoa  darf,  ond  diesel- 
ben symmetrisch  gegen  den  Punkt  A  liegen,  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  aus  dem  Obigen  so- 
gleich, dass  der  Durchschnittspunkt  der  gehörig  verlängerten  Li- 
nien bb'  und  ce*  nihsrangsweise  der  oben  angegebenes  Bedingung 


*)    Da  nümlicb  bc  und  ö'C  jetzt  Punkte   «ind ,  die  wir  durch 
and  {Ö'C')  bfzeicbnen  wolle»,  so  geht  der  dnreh  D  beschriebee« 

Krci»  durch  die  Punkte  B,  Dy  (öc\  (b'c'),  der  durch  Aj  C,  D  beschrie- 
bene Kreit  durch  die  Punkte  yl,  (7,  /?,  (^c),  \^*c*).  Also  geben  beide 
Krelee  dnreh  dieselben  vier  Fenhte  i,  D  (^r),  {P'c%  and  fallen  deher 
mit  eieaader  soMmmeii. 


Th«U  3LVI. 
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rilcksicMiell  seiner  Eotferniiiieeii  von  dm  Linien  be  and  6V  ge- 
nfigen wird,  und  daher  zur  näneningsweisen  Orient! rung  des  Mess- 
tisches in  der  oben  angegebenen  Weise  benutzt  werden  luinn. 
Können  daeegen  die  Linien  bc  und  b'c'  näherungsweise  als  ein- 
ander iwrailel  befrachtet  werden,  'und  liegen  nnaymmetriaeh  gegen 
den  Punkt  A,  so  erhellet  eben  so  leicht  wie  vorher,  daM  wieder 
der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Linien  bb*  und  rc'  zur  nähe- 
rongsweiseu  ürientirung  des  Messtisches  benutzt  werden  kann. 
Wie  es  nach  dem  Obigen  bekanntlich  erforderlich  ist,  liegt  der 
Durchschnittspunkt  der  beiden  Linien  bb'  und  c&  im  ersten  Falle 
nicht  zwischen  den  beiden  Linien  bc  und  b'c*,  im  zweiten  Falle* 
dagegen  zwischen  diesen  beiden  Linien.  Dies  ist  eigentlich  im 
Wesentlichen  die  oben  erwähnte,  vpn  Bobnenberger  ange- 
gebene Nlherunssmethode»  die,  wie  es  uns  scheint,  in  der  tod 
uns  obsii  entiridkellen  genaneo  Methode  ihieo  wahren  Grund  bat 

Ueber  die  obige  Methode  uns  noch  weiter  zu  verbreiten,  oder 
dieselbe,  vrie  vielleicht  mancher  Praktiker  wünschen  möchte,  fOr 
den  praktischen  Gebranch  hier  nochmals  im  Zusammenhange  dar> 
zustellen,  halten  wir  für  unnöthij]:.  Auch  wird  der  wahre,  theore- 
tisch gehörig  gebildete  Praktiker  ijewiss  selbst  leicht  noch  auf 
manche  erweiterte  Anwendungen  unserer  Metbode  kommen.  Ich 
evwShne-  daher  nur  noch  zum  »Schlues,  dass  ich  die  in  II.  gege« 
benen  Entwickelungen  hier  absichtlich  auf  demselben  Wege  gege- 
ben habe,  welcher  mich  zu  denselben  creführt  bot,  nänilirli  im 
Gewände  der  analytischen  Geometrie.  Vielleicht  ist  eine  einlache 
elementare  Da»tenun|f  dnrch  die  synthetische  Geometrie  mOgfidi, 
der  iehf  wenn  man  s\c  mir  mitzutneilen.die  Güte  haben  sollte*), 
gern  einen  Platz  im  Archive  einräumen  würde,  und  daher  die 
Leser  dieser  Zeitschrift  zu  einer  dest'allsigen  Untersuchung  auf- 
zufordern mir  erlauben  mochte,  weil  ich  allerdings  der  Meinung 
bin,  dass  dieausdenin  II.  angestellten  theoretischen  Betrachtungen  in 
Hl.  hergeleitete  praktische  IMethode  des  Kuckvv-irtseinschneidens 
mit  dem  Messtische  ihrer  Einfachheit  wegen  wohl  verdient,  dass 
sie  durch  eine  hinreichend  elementare  und  leichte  theoretische 
Betrachtung  auch  In  ihren  GrOnden  einer  möglichst  grossen  An- 
lalil  von  Praktikem  sngfiaglieb  gemacht  werde. 

*)  DsM  dazu  Uoifiiuiig  vorbanden  ict,  habe  ich  oben  ichon  becDerkt. 
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lieber  eiae  neue  Art,  die  Ctesetxe  ü&r 
Fortpflanzung:  und  Polartealfon  de« 

Uchtes  in  optisch  zwelaxigen  JHedlen 

danustellen* 

■ 

Von 

Herrn  Dr.  Beer, 

'  Privatdorr nt^n  Mn  der  Uaivertität  wu  Bodo. 


Das  BedGrfniss  von  Modellen  bei  dem  Studium  der  Uunpel- 
Brechung  bat  sieh  unter  Anderem  donA  die  Erfindung  Ters<  hiedenei 
Darstellungs -  Arten  der  Wellonfläche  optisch  zweiaiiger  Kr^'stallc 
bekundet.  Unter  diesen  «iod  als  die  vollkommensten  dirjenigen 
Modelle  zu  betrachten,  welche  sich  nach  den  wichtigsten  Schuitteo 
jener  Flttdie  aus  doander  schbgen  lassen,  and  deren  Mfcsse  den 
zwischen  den  beiden  Schalen  der  Fläche  befindlichen  Raum  ans- 
Hillt,  so  da^s  sie  in  ihrer  Convexität  und  Concavität  eine  vollstHn- 
die  Vorstellung  der  Wellenform  vermitteln.  Eine  andere  Art  be- 
steht aus  zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  durch  die  innere 
Schale  oder  durch  einen  Theil  derselben,  z.  B.  einen  Octanten, 
und  durch  die  Hauptschnitte,  der  andere  durch  die  Süssere  Schale 
begrenzt  wird.  Noch  einfacher  ist  die  Darstellunj;  mittelst  Plat- 
ten Tou  Pappe,  auf  denen  Schnitte  de^'läche  gezeichnet  sind, 
eder  nltleiiic  Drtbten,  die  den  Umfang  Ulcher  Scbnittei  angeben. 
Dieser  Anfiials  ist  der  Angabe  einer  neuen  Art,  die  Ge^et/.e  der 
Fortpflanznngr  und  Polarisation  des  Lichtes  in  doppeihrerhenden 
Mitteln  sowohl  mittelst  eines  leicht  herzustellenden  Modelles,  aU 
auch  mittelst  der  Zeichnung  darzustellen,  gewidmet  Wir  ndlichan 
der  Beedifeibnng  einige  IwgrQndende  nathematiscfae  Bctrachta»- 
gen  voraus. 
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1.    Die  Gesch\vmdigk«itcii  Vi  und  r«,  mit  welchen  sich  tne'i 
pnrallolo  ebene  Wellen  in  einem  optisch  zwciaxiaen  !VIittel  nach 
der  Hicbtung  ihrer  gemeinsamen  iNormale  lortpÜauzeu,  uerdeo  be- 
.kaiuitiieb  an«  folgeDden  Gleichungen  gefandeo: 

1)    «|Ss=f+<C08(fl|-f  «l)»        2)  f!^«SSf-|-<CM(tti— «a). 

Legen  wir  in  Taf.  V.  Fii;.  1.  durch  einen  Punkt  O  als  Mittelpunkt  zvrei 
Gerade  Ji/li' und  ^.^  J.>' nach  den  Kichtungen  der  beiden  optischca 
Axeo  für  ebene  Wellen  (der  wahren  optischen  Axen),  so  bedeuten 
und  tts  die  \Vinkel,  welche  eine  durch  O  mit  der  semeinsamen 
Normale  der  beiden  Fronten  parallel  izelejitc  Jierade  Linie  O^Vbexusr- 
lich  mit  OAi  und  OA2  bildef:  der  Wertb  von  ä  ist  immer  positiv, 
vrährend  t,  absolut  genommen  kleiner  als  s,  positiv  wird,  wenn 
die  Hathininge- Linie  des  Winkel»  AiOJ^  mit  der  Axe  der  klein- 
sten Elasticitat,  und  negativ  wird,  wenn  sie  mit  der  Axe  der  grosa- 
ten  Elasticitat  zusammen  fallt.  Die  Schwingungen  der  Wellen- 
Front,  deren  Geschwindigkeit  ist,  stehen  auf  OiV  senkrecht 
und  liegen  in  einer  Ebene,  welche  durch  OiV  gehend,  den  Winkel 
N  dee  körperlichen  Dreiecke  AiNA.y  baibirt.  Die  Schwingun- 
gen der  zweiten  Welle  stehen  auf  tienen  der  ersten  senkrecht 
und  liegen  wie  jene  in  der  Wellen  -  Ebene.  Bezeichnen  wir  den 
Winkel,  weicher  von  der  INormale  ON  und  der  Linie  ÜA'^  ein- 
geschlossen wird«  durch  so  wird  wi-\-u^^\SOH,  und  an  die 
Stalle  der  CMeichung  2)  können  wir  die  folgende  treten  laaseo: 

^)  e^>s#-lco8(iit  -f  %')• 

Der  Ort  der  Normalen  nun,  fiir  welche  ri  denselben  Werth  be- 
sitzt, d.  i.  der  Normalen,  deren  erste  Wellen  -  Ebenen  sich  mit^ 
gleicher  Geschwindigkeit  in  dem  krystallinischen  Mittel  fortpflan« 
sen,  ist  offerdjar  ein  Kegel  des  zweiten  (iradcs,  dessen.  Spitze  in 
Oliegt,  dessen  Axe  mit  der  Halbiruugs  -  Linie  des  Winkels  O 
coincTdirt,uud  dessen  lirenn-Linien  die  optischen  Axen.^|J|'  uaU^Jo/^'s 
sind.  Ebenso  bildet  andererseitsdie  stetige  Aufeinanderfolge  der  Nor- 
.  malen,  deren  zweite  Wellen-Fronten  sich  mit  derselben  («esehwin- 
digkcit  7*.^  fortbewegen,  einen  elliptiscben  Kegel,    dessen  Mittel- 

5 unkt  O  ist,  dessen  Uaupt-Axe  den  Winke-  A^OA.^  baibirt,  und 
essen  Focal-Linien  die  Geraden  AiA^'  und  A^A^'  sind.  Die  bei* 
den  erwähnten  Kegel  sind  hiernach  confocal  und  stehen  mit  ihren 
Hauptaxen  auf  cinarutcr  senkrecht.  Einem  jeden  anderen  Werthe 
von  Ci  und  entspricbt  ein  anderer  Kegel  der  ersten  und  der 
zweiten  Art;  wir  erhalten  also  zwei  Gruppen  confucaler  Keeel- 
flSchen,  die  wir  G<»schwindigkeits-Kegel  nennen  wollen.  Die 
Entwicklung  der  Gleichungen  dieser  Kegel  ist  leicht;  es  handle 
sich  /.  Ii.  um  die  Herfl^eTlung  der  Gleichung  für  die  Kegel  der 
ersten  Grujipe.  Wir  .lassen  die  z-  Axe  eines  rechtwinkligen 
Coordinaten-Systnmes  mit  der  Halbirungs  •Linie  des  Winkdls 
'  AiOA^,  die  jS'Axe  mit  der  Halbirungs-Linie  des  Winkels  AiOA^ 
Eusammcnfallen ;  es  kommt  alsdann  die  1/- Axe  auf  die  Ebene  der 
optischen  Axen  senkrecht  zu  stehen.  Da  nun  für  sämmtliche 
Selteii  eines  Kegels  der  ersten  Gruppe  als  Normale  ebener  Wellea 
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deoselbeo  Werth  behalten  soll,  eo  hat  man,  anter  i  eine  die 
otle  des  Parameters  spielende  Constante  veretenden.  die  kielner 
ak  tmAtOJ^  Ut» 

mnaoe  eieh  ergibt: 

co6if|^  -f- jcosiis' '~  2/.co8if|  co8iij|=:  1  — •Z'. 


inen  wir  die  Entfernung  eines  Pnoictes  des  Kegels  tom 
Anfangs  -  Punkte  O  durch  r,  seine  Coordinaten  doreb  yund  t, 
ssirie  den  Winkel  ^|  OJ^  durch  ^»  so  Ist,  wie  leicht  ehizusehen, 

ces «1  s .  sin  M  4- - .cosii, cost^ss— ' r  •  sin » -f  -  •eoeii. 
r  r  r  r 

Bttaus  nnd  ans  der  so  eben  gefnndenen  Relation  swlsehen  eosKi 
Ibd  c(tsu2  ergibt  sich  fflr  die  Gleichung  des  Kegels  vom  Pftrame* 
i  die  folgende : 

,  ITj  s— :r2  (1+0  (co82ii— 0-y*(l +  (cos2ji-.0=0  . 

gans  demselben  Wege  findet  man  die  folgende  Gleicbnng  der 
liten  Gruppe  der  Geschwindigkeits-Kegel : 

■ 

b  ist  hier  /  Immer  negativ  und  kleiner  als  —  cos2fi  au  nehmen; 
%ber  weder  fSr  die  Kegel  A'i ,  noch  Dir  darf  der  Grosse  /  als 
einem  Cosinus  ein  Wertli  beigelegt  werden,  der,  absohlt  genom> 
— «  die  Einheit  übersteigt 


Die  Uauptaxe  der  Kegel  A\  füllt  er^sic-htUch  mit  der  z-Axe 
aMneo«  nalbirt  also  oen  Winkel  ^(OJ^*  während  die  der 
ihgel«;  den  Winkel  A1OA2'  in  zwei  gleii  liü  Theile  thcilt.  Q»8S 
Jkantticne  Kegel  die  optischen  Axen  als  Focal- Linien  besitzen, 
2eht  aus  dem  Cmstande  hervor,  dass  die  Summe  der  Winkel,  den 
eine  Seite  der  Kei;«'l  mit  jenen  (ieradrn  eirischlicsst ,  für  densel- 
ben Ke^el  eii»e  coiistante  Grösse  Ijehait.  Für  die  erste  Grupp» 
^tebt  ein  Grenz  -  Kegel ,  derjenige  nämlich,  dessen  Parameter 
fHlas  Werth  cos2fi  hat,  in  den  Stücken  AiOA^  und  Ax'OA^  der 
FJiene  xt\  die  andere  Grenze  ist  die  Ebene  xn\  dieser  entspricht 
'Is  Parameter  ^=—1.  Die  Grenzen  der  Ivegel  A^  sind  die 
5>läcke  A^OAc^  und  A<iOA^'  der  Ebene  der  optischen  Azen,  (ißr 
is— co829t,  und  der  Uauptschnitt  ^z,  für  1=.  —  1. 


2.  Wir  wollen  annehmen,  es  sei  di^  Ualbirungs- Linie  des 
^Ukds  AiOA^  die  Aze  der  klehisten  optischen  ElasticItSt»  *l*- 
^  ereibt  sich  fttr  die  erste  Grenze  der  Kegel      das  Qua- 

<ifat  der  Fortpflanzunc;s- Gcscliwindi^keit  t^—S'^iws^n.  Dasselbe 
oinimt  an  Grösse  für  die  folgenden  Kegel  immer  »iehr  ab  und 
«freicht  an  der  zweiien  (Jronze  den  IMinimums -Werth  j  — t  Die 
<^  ersten  Grenz  -  Kegel  der  zweiten  Gruppe  eutsprecheude  Ge« 


IM 

«diwiDd%keitvr)ra  be8tiniiiit  durch  die  Gieicirang  t^*=rs-f-teoi(aR;  ile 

wachst,  u'Shrend  sicfi  die  GeschwiDdigkeitä-Kegel  erweitern«  und  ihr 
Quadrat  näliort  sich  dem  Maximum  s  +  welches  an  der  zweiten 
Grenze  erreicht  wird.  Alled  dies  gilt,  abgesehen  davon«  ob  der 
l%iDkel  AiOA^  spitx  odisr  stumpf  oder  ein  Reebtor  ist,  also  für 
positive  und  ne^^ative  Krystaile  und  für  den  UebergangsfaJl ,  in 
welchem  die  beiden  optischen Azen  aufeinander  aenlcreebt  stehen. 

Aus  den  in  1.  gemachten  Bemerlcungen  über  die  OscUlations- 
Ebene  der  Wellen  lolt^t,  dass  die  Schwingungen,  welche  einem 
Geschwindi^keits- Kegel  entsprechen,  nach  den  Richtungen  sei* 
ner  Normalen  vor  sich  gehen. 

3b   Fallen  die  beiden  optischen  Axen  Af  Ai  und  A^A^'  in 

die  r-Axe,  dlose  immer  als  Axe  der  kleinsten  Klasticltfit  gedacht, 
so  ist  das  ."Mittel  optisch  einaxig  und  positiv.  Ks  kann  alsdann 
von  der  zweiten  liruppe  der  Gescbwindigkeits- Kegel  nicht  mehr 
die  Rede  sein;  t^^  behlllt  den  constanten  Werth  «4-^  und  ent- 
spricht den  ordentlichen  Wellen,  deren  Schwingun^srichtungen 
auf  der  ein^ii^'  n  optischen  Axo  senkrecht  stehen.  Die  GleichoBf 
der  Kegel  A'^  gestaltet  sich  nun  in: 

Die  Keimöl  A',  «;ehon  in  Rotations  Ke^el  über,  deren  Axen  mit 
der  oplisclici»  Axe  zusammenfallen. _  Tür  den  einen  Grenzkegel, 
welcher  hier  die  optische  Axe  ist,  erlangt  auch  den  Werth 
'  f-|-f.  Indem  sich  die  Kegel  Offnen,  wird  es -kleiner  und  erreicht 
an  der  zweiten  Grenze,  in  dem  aof  der  Axe  senkrechten  Haupt« 
•chnitte»  das  Minimum  #— t 

WIr.flberheben  uns  der  Betrachtnns  des  Falles«  wo  beide 
Axen  AiAy'  und  A^A^  in  die  ^r-Axe  fallen,  da  dann  das  Mittel 
in  ein  optisch  einaxiges  uegatiTes  Cbecgeht. 

4.  Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  mitgetlieilten  Be- 

trachtunt^en  Ober  die  Fortpflanzungs-Geschwindigkeiten  und  Oscil* 
lations-Ebonen  der  WpIIimi  -  Fronten  ul)ertrafj:en  sich  ohne  Weit<»- 
res  auf  dieselben  Attribute  der  Licht-ISlrahlen,  wenn  wir  an  die 
Stel^  der  wahren  optischen  Axen  die  scheinbaren ,  an  die  Stelle 
der  Normale  einer  Licbtwelle  die  Richtung  des  Strahles  treten 
lassen.  Wir  erhalten,  dem  Früheren  analog,  (Jesrbwindiukeits- 
Ke^el  des  zweiton  Grades,  deren  Brennlinien  die  scheinbaren 
optischen  Axen  (die  optischen  Axen  für  Strahlen)  sind,  und  die 
den  einzelnen  Seiten  emes  solchen  Kegels  entsprechende  Oscil- 
lations-Ebene  ist  eine  Normal-Ebene  dieser  Flficne. 

5.  Um  Ü  als  Mittelpiinkt  werde  eine  Kugel  .i»  von  den»  Ra- 
dius 1  gelegt  Diese  Kugel  wird  von  den  Geschwindigkeit«- 
Kegeln  A'i  rar  dliene  Wellen  in  zwei  Gruppen  confocaler  sphäri- 
scher F.Hipsen  geschnitten,  deren  «jenieinsame  doppelte  Fa- 
centricitäten  bezüglich  die  Bogen  JjJ.^  um!  A^' gröbster  Kreise 
sind.    Zvtei  andere  Gruppen  «olrlicr  sphärischer  Linien  E% 

ten  wir  aU  Dnrehscbnitte  der  Kugel  S  und  der  Kegel  K%\  die 
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gMBeiiiMimeii  Breoopankte  derselbeo  siod  einerseiU  Ai  umI 
aoteetMito  A%  nod  Ax^  Zur  Abkawung  werde  geeeUt: 

•e  ist: 

wo  man  dann  bat: 

D(e  Projectionen  dor  Cnrvcn  und  E^Ani  die  drei  HanptiebDittf 
werden  nun  durch  folgende  (aleicbungeiT  dargestellt : 

V  -  j.)  - »'  + y = -  i ! 

Wir  enseben  hieraus: 

Erstens,  dass  die  Projectionen  der  Gesch windigkeits. 
Cur  Ten  (so  nämlich  wolleo  wir  die  aphSrlicbeD  Ellipsen  nennen) 
auf  die  Ebene  der  optischen  Axen  (|die  Ebene  xz)  in  zu  ei  Rei- 
hen von  Ellipsen  bestehen,  deren  Axeif  mit  den  Coordinaten- 
Axen  zusammenfallen  ,  und  die  den  Schnitt  a-z  der  Kugel  im  All- 
gemeinen schneiden.  Die  eine  Grenz-Curve  der  ersten  Reihe» 
welrbe  den  Curven  £|  entspricht,  ist  die  Axe  der  x,  die  andm 
Grenz-Curve  der  Schnitt  xz  der  Kugel.  Sämmtliche  DurchschnittSf 
Punkte  dieser  Curven  und  des  Schnittes  xz  der  Kugel  sind  auf 
den  Kreis  Bogen  A^A^'  und  A%Ax  beündlich.  Die  erste  Grenze 
der  zweiten  Reihe,  die  zu  den  Cnnren  gehurt,  ist  die  t-Axe, 
die  zweite  wiederum  der  Schnitt  jrz  der  iTueel ;  die  Durcbscbnitte 
dieser  Ellipsen  nnd  der  Kngel  liegen  auf  den  Kreis-Bogen  ÄiA% 
und  Ax'Aj. 


228' 

Zweitens.  Die  Projectionen  der  Geschwindij^keits •  Curven 
auf  die  Ebene  xu  bestehen  er8tiich  au8  einem  System  von  Eilip- 
•eu,  die,  einander  umschüesseiid,  zu  Grenzen  haben  einerseits 
den  Kreis»  in  weicbem  die  Kogel  von  der  Projeetions  Ebene  |e* 
neholtten  wird,  andererseits  die  VerbiDdun^sImic  der  ProJectiO' 
nen  «i  «und  02  der_  Hrennpimkle  der  sphärischen  Ellipsen  (der' 
Durchschnittspiinkte  der  optiscben  Axer)  und  der  Kuuel  S).  Diese 
Ellipsen  entsprechen  den  Curven  Et ;  ihre  Axen  lallen  mit  den 
Coordinsten-Axen  zusammen.  Der  Gruppe  £3  entspricht  ein  Sy 
Htcm  von  Hyperbeln,  deren  reelle  Axo  in  die  a:-Axe  fallt,  und 
deren  eine  Grenze  die  y-Axe,  deren  andere  die  über  fl^  nod  m% 
hinaus  gelegenen  Theile  der  jc-Ajlq  sind. 

Drittens.  Die  Curven  iE7|  stellen  sich  in  ihren  Projectionen 
auf  die  Ebene  yz  als  Hyperbeln  dar,  deren  reelle  Axen  mit  der 
z-Axe  zusammenfallen.  Die  Grenzen  derselben  sind  die  über  ßi 
und  ß.£,  den  ProjectionedRler  Brennpunkte  der  spbiriseben  Cllip- 
aen,  hlnansgelegenen  Tbeilo  der  2-Axe  und  die  y-Axe,  Die  Cur- 
ven E2  t'r^dlich  j)rojicIren  sich  als  Ellipsen  mit  gleich  gerichteten 
Axen  .  deren  Grenzen  der  Schnitt  der  Kugel  und  das  Stück 
ßiß^        :-Axe  sind. 

G.  Die  gewonnenen  Resultate  liefern  uns  nnn  folgende  neue 
Darstellungsart  der  Gesetze,  nach  welchen  die  Licht- Betvegung 
in  doppelbrechenden  Körpern  vor  sich  geht.  Auf  eine  Kugel  tra* 
gen  wir  die  Durchschnitte  ,  A^,  A^'  und  A^*  der  optischeo 
Axen  auf  und  beschreiben  auf  derselben  eine  Anzahl  der  sphHri- 
sehen  Ellipsen  £1  und  £.,^  deren  ISrennpunkte  in  und 
wie  in  Ai  und  Ag^'  liegen.  Die  Operation  bei  der  Zeichnung  die- 
aer  Carmen  ist  darehaos  gleichlanrend  mit  derjenigen,  vf-elche  man 
bei  dem  Zeichnen  ebener  Ellipsen  vorzonefamen  hat»  mag  man 
nnn  einzelne  Punkte  der  Lifiien  eonstniiren,  oder  diese  mit  Hiilfe 
zweier  Stifte  und  eines  Fadens  ohne  Ende  verzeichnen.  Zur  Un- 
terscheidung weisen  wir  einer  jeden  der  beiden  Gruppen  Ei  und 

ihre  eigene  Tinte  an,  und  wir  wfthten  die  gegenseitigen  Ent* 
fernungen  der  Curven  so,  dass  sie  die  Oberfläche  der  Kugel  mi^- 
liehst  gleichförmii;  und  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptschnitte  sym- 
metrisch in  viereckige  Felder  theilen.  Die  so  erhaltenen  Geschu  in- 
diglceitS'Cnrren  geben  nos  die  Richtungen  gleieberFortpflanzunga* 
Geschwindigkeiten  ebener  Wellen  und  gewibren  uns  em  Bild  Fon 
den  Gesetzen  der  l*oIarisation  in  einem  zweiaxigcn  Krystalle. 
Nach  den  Richtungen  aller  Radien  nämlich,  welche  in  den  Punk- 
ten einer  der  Curven  auslaufen,  pflanzen  sich  diejenigen  AVellen- 
Fronten  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fort,  deren  Schwingungs- 
Richtungen  auf  Jenen  Radien  und  gleichzeitig  auf  der  Curve  senk- 
recht stehen.  Lm  aber  eine  Anschauung  von  der  Art  und  Weise 
SU  erlangen,  wie  jene  Geschwindigkeit  von  einer  Curve  zur  anderen 
wiebat  oder  abnitnmt«  kennen  wir  eines  der  beiden  Verfiibren 
anwenden,  deren  Beadireibung  wir  folgen  lassen.  Wir  können 
erstlich  zu  beiden  Seiten  des  Durchschnittes  P  zweier  Curven  Ei 
und  E^  der  beiden  Systeme  nach  der  Ixichtune  der  Tangente  an 
die  eine  Curve  Stücke  auftragen,  die  der  Geschwindigkeit  der 
anderen  Curve  proportional  aind,  und  diese  Operation  in  allen 
Knotenpunkten  ner  Systeme  wiederholen.  Der  Uebarblick  wird 
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«riaichteit,  mtä  w  wM-  den  GeschnuMke  dsdurdi  Rechnung 
trairen,   dass  man  über  den  auf  die  angegebene  Art  erhaltenen 
kleinen  Geraden   als  Axen  Ellipsen  construirt.    Die  Axen  einer 
•olcheo  kleinen  Ellipse  sind  alsdann  den  Axen  der  Durchschnitts* 
Citrve  parallel  und  proportional,    in  vrelehen  die  mit  der  Kugel 


Ebene  geschnitten  wird,  die  mit  d(?r  Ebene  parallel  ist,  ivelcbe 
die  Kugel  in  dem  Mittelpunkte  P  der  Ellipse  berührt;  diese  ist 
aber  die  sv  OP  als  Nonaalen  gehörise  Welleii  - Prent.  Ein  zweitea 

Verfahren,  die  Grossen  der  Fortpnanztings-Gescluvindigkeit  dar- 
zustellen, besteht  darin,  dass  man  die  Dicke  der  einzelnen  Ge- 
8chwinüigkeit8-Curven  der  ihnen  zugehörigen  Geschwindigkeit  pro- 
portional macht.  Dies  letztere  Verfahren  ist  för  <ie  Zeichnung  das 
einzige  mit  Vortheil  anwendbare.  Um  abereine  descriptive  Darstellung 
der  Gesetze  der  Lichtbewegung  in  optisch  zweiaxigen  Krystallen  zu 
erhalten,  projiciron  uir  die  beschriebeaar  Weise  uezeichneten  Gc- 
schwindiglceits  Gurven  aal  die  UauptsWnitte  des  dopueltbrecben- 
den  Mittels,  wobei  die  Bemerkungen  der  tUnllen  Nammer  ibre 
Anwendung  finden.  Die  beigegebenen  FigurenTaf.  V.Fig,  2.,  3.  und4. 
sind  solche  descriptive  Darstelinngen  der  l><'\>  eniins  unti  Polarisatioo 
ebener  Lichtucllen  in  einem  positiven  zuei.ixigen  Krystaile,  des- 
sen optische  Axen  einen  Winlcel  von  c.  60**  einschliessen, 

Wir  halten  es  für  überflüssige  der  leicht  zu  lindenden  Modi- 
fieationea  su  erwSbnen»  welche  an  dem  eben  bescbriebeoen  Ver- 
fahren in  dem  Falle  einaxiger  Medien  anzubringen  sind.  Schliesa- 
lieh  bemerken  wir  noch,  dass  man  zur  Demonstration  der  Gesetze, 
welche  die  Fortpllanzung  der  Strahlen,  sowie  deren  Oscillations- 
Ebenen  befolgen,  keines  neuen  Modelles  bedarf.  Unter  den  Punk- 
ten Ai  etc.  brancbt  man  nur  sich  die  Durchgänge  der  schein- 
baren optischen  Azen  zu  denken;  die  kleinen  Ellipsen  sind  als- 
dann den  mit  ihren  parallelen  Durchschnitten  des  Ellipsnides, 
welches  Fresnel  bei  seiner  Construction  der  Wellentlache  zu 
Gnmde  legte,  ähnlieb  und  ibniicb  liegend,  üie  Scbwingungs- 
Ricbtnngen  derStrablen  kann  man  nur  mit  Hiilfe  der  Wellenfläcbe 
bequem  darstellen;  sie  liegen  in  dieser  Fläche  und  stehen  auf 
deren  Durchschnitten  mit  den  Geschn  indigkeits- Kegeln  für  Strah- 
len senkrecht 
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Kienentare  Alffeitangr  der  Reihe  für 
die  Beredmunir  de«  Bosens  au» 

ner  Tangente. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch 

«I  Dresden. 


I 


In  Taf.  V.  Fig.  5.  sei,  Iflr  den  UalbnifSfier  AC=l, 

ATcAQ=a,  ATcAP=.b; 
JF=tana=a,  AV==Uaö=^ßi 

nithiD 

wobei  d  zur  Abkürzung  dient;  es  ist  dann 

Mr^umyu^ß      1  +  tana.tau6  li^aß 
oder,  wenn  statt  a  gesetzt  wird 

a 

1)  MP=s 


V— l  +  (iS+d)/S* 
Fern«  kai  um  mcIi  eiaer  bduumten  trigooometricchw  Formc4 


Digitized  by  Google 


=  sio(ii-6)  = 


231 

tarnt  —  tan  6 


v"(T4iäP;^r+ijiiS) 


«der  wegeo  a^ß-^d: 

2)  NQz= 


Der  Hogen  liet;t  aber  immer  zwischen  seiner  Taogeote  und  seinem 
^inus;  es  ist  dessbaib 

MP>\fcPQ>NQ, 

^  also  nach  dem  Vorigen :  ^ 

>  ArcPQ> 


Diese  IJngleichunsj  lä*jst  «irli  leicht  stärker  machen  unt}  ztigieicli 
\t'reinfachen;  .schrrihen  uir  iininlich  linker  H.nul  ß  statt  ß  {  8,  »o 
uird  der  Nenner  kleiner  und  mithin  der  ohnehin  s(dn)n  /u  i;rüi<8e 
Quotient  noch  grösser ;  setzen  wir  rechter  üand  {ß  ^ö)^  für  ß^, 
to  nimmt  def  r^nii«r  zo  und  dei  zu  kleine  Quotient  wird  noch 
kleiner.   So  haben  wir 

Wenn  jetzt  von  einem  Bogen  AB  (Taf.  V.  Fie.  (i.)  die  Taneente 
ÄD^T  segeben  ist,  so  ueiie  man  dieselbe  In  «ine Anzahlgleiti 
eher  TbeUe  ond  setze  einen  solches  Theil 

T 

Zieht  man  von  Jedem  Tbeilpunkte  eine  Gerade  nach  dem  Mittel- 
punkte C,  so  zerfällt  der  Bogen  AB  In  n  kleine  Bo^en,  die  wir 
der  Reihe  nach  «i,   Sn  nennen  wollen.   Für  Jeden  sol- 
chen Bogen  benutzen  wir  die  Ungleicbang  3)  |jS=U»  d,  2d, 
».(s— 1)3]  and  erhalten  so 

6  i 
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d   d, 


Ferner  durch  Addition  dieser  Ungleichungen : 

1  +  l  +  l^d«'''  t-|-2V»  +  ••  +  l+(«-l)«d« 
>  ArcJß> 

Beseichnen  wir  (ilr  deo  Augenblick  .die  erste  Sniume  mit  and 
die  sweito  mit  also 

•0  ist 

7^  .T>  1 


und  hieraus  geht  hervor,  da$;s  die  Differenz      — geg^n  die 
Null  converiiirt,  wenn  n  iinemllich  wächst,   da.ss  also  und 
eich  einer  und  derselben  Grunze  nähern  müssen.    Für  unendlich 
wachsende  n  geht  daher  die  vorige  (JngleichuDg  In  die  deicbaog 

Limi?! = Arc^iB = Limli^ 

Aber,  vrofiir  wir  nnn  schreiben  kunnen: 

6)  ArcilfeLim  j+W  +  ••+Hr«i3»j  • 

Will  man  statt  dieser  alli»cmeinen  Formel  eine  speziellere,  welche 
zwar  nicht  auf  jedon  Bogen  jiasst,  aber  dafür  vom  Zeichen  Lim 
befreit  ist»  so  benutze  man  die  Formel 


welche 

anwent         ,    _    ,  .    

»er  aU  die  Einheit  sind.  Diese  fiigenschalt  findet  statt. 


jedoch  nur  fifr  Seht  gebrochene  fj  G^ilt,  und  die  also  nor 
anwendbar  ist,  wenn  die  Grössen  6,  23,  3o,...nd  sSromtlich  khä* 


l 
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die  grünste  von  ihnen,  nämlich  nd^T,  weniger  aU  Eine  betrigl; 
mid  es  findet  eich  nun  für  T^li 

«(l»+2»  +3»+  +  Jl•)^ 

A«:^Ä=Limi-^^^^^  +  '^  +  ^^+  -^^^^  ( 
^^^^      +ö^(lH2H3*  +  ....  +  «*)  || 

  ; 

T 

Setzt  man  stult  ö  beineii  Werth  —  und  berücksichtigt  deo  Satat» 
daee  fiir  nnendlich  wadisende  n  und  ein  poeitivee  gaaaee  k 


Li«.  


ist,  wovon  ich  jüngst  eiiii-n  völlis;  clcniei^aroii  Beweis  gegeben  habe 

i Archiv  Thi.  \iV.  Mr.  XXiX.  6.  452.)  ao  gelangt  mau  zu  der 
^onnel 

Are JSsr Y  r— j  J»  +  ^  I»- 


oder  für 


T<1 


AxeABsiu,  aleo  T^Unu: 
[m  =  j-  tan»*-'  j  tan^-l-  ^  tao*» — .... 


0<«<j 


n 


Da  die  vorstehende  Gleichung  ftir  jedes  «  <  J  u^^d  für  tt<  ^ 
beide  Seiten  derselben  für  ^ich  betrachtet,   endlich  bleiben,  so 

mM9,  nach  einer  bekannten  ScUaasweiee»  auch  üSr  «ssjnodi 

n 

Gleichheit  bestehen;  dagegen  bürt  dieselbe  für  u>^  auf,  «veil 
dann  die  Reihe  divergirt.  Im  letzteren  Falle  kann  man  sich  aber 
leicht  dadurch  helfen,  daee  man  das  Complemeot  e=^— «  ehi* 


führt,  welches  nun  in  der  Tbat  <j  iet;  man  hat  Jetzt 

es-ptanc— j  tanr-f  taa*9— >....• 
0<r<j. 
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oder 


d.  i. 


7) 


J  —  U=  I  cot  V  — j  cot'«  -|-     cot*  tt  — ....  * 


M— ^  —      cottt^^cotHi  +  j  cot*«  — 


Für  Tereiolgen  sich  beide  Formeln^  zur  Lmboiti'tdief 

Reihe.  ^ 

Will  man  die  Euier'&cbe  Doppelreihe  Tür ableiten,  m 

1  1 

biaicbl  man  aar  au  beachten,  daaa  filr  tanxs^mul  lao  5  =  ^ 


'    2  3 


=1. 


TT 


lind  mitbin  a:4-^  =  j  wird. 

Die.  hier  mitgethcilte  Ableitung  der  Formel  G)  bietet  dm 
nicht  unerheblichen  Vortheil,  ehe«  sowohl  von  der  nnsicbere» 
Methode  der  unbestimmten  Koeflizienten ,  als»  von  der  Eininibdiiu 
imaginärer  Gröaaen  frei  an  a^o,  und  eie  dflrfte  aieh  dceaWh  m 
ein  nir  etvraa  gereif tere  Schüler  gewiaa  interessanter  Anhang  ar 
Trigonometrie  empfehlen.  Dass  das  ganze  Verfahren  nichts  wei- 
ter als  eine  maskirte  Integration  ist,  wird  man  hoflfentlich  oitht 
tadeln,  sind  doch  die  elementaren  Quadraturen  des  Krei^^es  d»^i 
Parabel  etc.  auch  nichts  Anderes;  ganz  abgesehen  aber  von  der 
wissenschat'tlicben  Berechtigung  oder  I\ ich tberech tigu pg  solcher 
HerleÜongen,  bleibt  ihnen  doch  noch  ein  didaktiaeber  Weitfi  ▼«^ 
möge  ihrer  Anschaulichkeit  und  geometrischen  Üurchaicbtigkcit 
die  sie  selbst  demjenigen  empfiehlt»  der  die  eipeditiverca  Me- 
thoden der  hSbereo  AoAlyaia  Ifennt 
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Benerkiuiir  sn  deai  Auf satse  WIE. 

in  TbeU  XV. 

Von  den 

Heinm  Professor  Dr.  O.  Schlomilch 

sa  Dresden. 


Auf  Seite  232.  des  ffenannten  Aufsatzes  gelangt  Herr  Pro- 
fessor Franke  zu  der  Behanptung,  dass  aus  der  Continuität 
einer  Funktion  FX^c)  die  Continuität  ihrer  Abgeleiteten  F'(x)  folge, 
wenn  in  beiden  Funktionen  x  auf  dasselbe  Intervall  beschränkt 
wird.  Dieses  Ereebniss  i«t  aber,  wenijjstens  in  seiner  Allneinein- 
heit,  Vüllifif  unrichtig,  und  es  lassen  sich  nicht  \renii;cr  als  unend- 
iich  viele  Funktionen  findeD,  die  sei^t  stetig  sind,  deren  Diffe* 
rebsialqaoCieDteo  dagegen  Cnterbreeliiiiigeii  der  ContbaltSt  eriei- 
den;  90  s.  B. 

F(^)=|(*-l)l=|v(*-l;^  . 
F(ar)=(«-»l)--i=  * 


die  erste  Funktion  bleibt  hier  stets  continuirlicb ,  die  zweite  aber 
wM  dMEonÜDiiirlieh  an  derSMa  #8sl;  dton  bezeieliiieo  wir  mit 
$  md  t  ein  paar  aneodiicli  akmelunttide  GiSaaen,  so  ist 
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F'(l+€»)=^-^  =+L=  +  0D; 

die  Derivirte  F'(x)  springt  demi\ach  an  der  Stelle  x=i  aüs 
nach  +  OD  über.    Diese  analytischen  Bemerkungen  rechtlertigen 
•ich  auch  geometrisch,    wenn  man  berücksichtigt,   dass,  wenn 
fssiF(ic)  die  Gleichung  einer  Curve  ist, 

F'(«)  =  taDT 

fldn  muss,  wo  r  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  berührende 
Gerade  im  Punkte  xi/  mit  dem  positiven  Theilc  der  Abscis&enacbso 
eindcbliesiit.   ^uu  charakterisirt  aber  die  Gleichung 

bekanntlich  eine  Neü'sebe  Parabel ,  welche  in  Taf.  V.Fig.7.  ce- 

3  • 
seichnet  ist  (OA  =  l,   0^=^^,  und  mithin  ist 

1 

tanT=sT 


V(«- 1) 


Die  Ciirve  bildet  einen  ununterbrochenen  Zug  mit  dem 
Rückkebrpunkte  A  und  verläuft  demnach  durchaus  stetig.  Was 
aber  tanv  anbelangt,  ao  ist  der  Werth  davon  negati?  für  <  1, 
abo  t  etninpf«  ninlich 

für  jF>  l  wird  tanv  positiv    also  x  spitz,  n&mlich. 

nnn  giebt  aber  schon  die  Figur  zu  erkennen,  dass  t  abnimmt,  vreoa 
nan  «  von  Noll  aus  wachsen  Hast;  der  Winkel  t  geht  aUo  ans 
dem  sweiten  Qoadranten  in  den  ersten  Aber,  indem  ef  bei 

den  Werth       erhalt;  bekanntlich  wird  aber  die  Tangente  die- 
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koBtinairiieb*)  m  der  Stelle  ^n,  und  so  seigt  sieb  auch  hier  auf 
gans  elementarem  Wege  die  DiscontiDiiltät  von 

tanT=F'(jr). 

Die  Behauptung  des  Herrn  Professor  Franke  ist  übrigens  die 
unrichtige  Umkelirung  des  richtigen  Sat/es,  dass  aus  der  Conti- 
niiitflt  Ton  F'(a:)  die  Continuität  der  ursprünglichen  Funktion  F(a:) 
folgt ,  und  es  liegt  in  dieser  Bemerkmig  zagletch  die  Aaflüirung 
dee  eingeacbücbenen  irrtbnmea. 

Was  endlich  das  Cauchy'sche  Criterium  (itir  die  Gflitigkeit  des 
Mac  Lanrin'schen  Theoremes  betrifft,  so  ist  dasselbe  unrichtig, 
weil  es  die  Gültigkeit  dieses  Theoremes  nur  an  die  Continuität 
von  F(x)  und  F'(x)  (für  reelle  und  complexe  Variabein)  knüpft; 
durch  die  Weglassung  der  Continuität  von /'  (x),  welche  sich  Herr 
Professor  Franke  erlauben  an  können  alaubt«  wird  aber  das 
Cauchy*sciie  Criterium  noch  unrichtiger;  die  richtige  Formuliruog , 
desselben  erfordert  die  Continuität  der  Funktion  P(a;)  und  aller 
ihrer  Abgeleiteten  ^(x) ,  F"{x)  in  iuf.,  wie  ich  iu  dem  ersten 
Aufsatze  meiner  Matnematischen  Abhandlungen  (Dessau 
1860)  gcielgt  babe. 


*)  M.  «•  noiD  Hanlbseh  der  algehraiMben  Aaaljalt»  f.  7. 


Tb«il  XVI.  .  1< 
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Bliliflre  seemetrische  Aufsaben. 

Von 

flerrn  Lig^owski, 

ObeffleaMrv«l)cer  im  7.  Artillcrie-Ilegiment,  commandifft  M  4tr  Avtllto« 
rie-Prüfungs-ComniiMion  so  B«tlia. 


Aufgabe  1.  Bine  Linie  ▼on  der  LStiffe  a  1>eweet 
•ich  zwischen  den  Schenkeln  eines  recDten  Winkeis 

so,  dass  die  Endpunkte  derselben  immer  auf  den 
Schenkein  bleiben;  man  soll  die  Curve  finden,  vrelche 
durch  die  auf  einander  folgenden  Durchsch  n  itts- 
pnnkte  der  geraden  Linie  entsteht 

Lösung.  AD  (Taf.  V.  Fig.  b^)  sei  irgend  eine  Lage  der 
Linie  o.   Winkel  ABC^tt, 

ACssu,  BC^üi 

ii=usinaj  o  =  acosa.  t 

BekannlUch  ist  die  Gieicbnng  der  Linie  a: 

oder  für  «  und  v  ihre  Werths  gesetst: 

Um  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  zu  erhalten,  hat  man 
die  Gleichuns  (1)  nach  a  zu  differeuziiren  und  dann  aus  (i)  und 
der  darch  URffeienxiiren  erbalteoen  GlelelMi|ig  «  so  eliaiiniraB. 
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Uiferai«iwt  man  die  GlekhiiBg  (1)  nach  a,  m  tfliilt  jna« 

f9\  ycostf     jsin«  ^ 

.  ~  i»in«»+  Cosa«-"' 

Mier  auch 

(3)  ^coi*a*  =  :ri>iiia"' . 

Damit  sich  die  Eliminatioo  leicht  auefilhren  laMe»  verfahre 

man  auf  folgende  Weise* 

lo  (3)  aetie  man  l^aln«^  atatt  coao*,  ae  ergiebt  aieh: 

j^co0c(= (ycoaa  -|-  ^sioajaina* ; 
dividirt  inao  diese  Glhiebung  dorcli  siaeceaii^  ae  entsteht: 

sinn     \,8iua      coso/      .  ' 
'eder,  da  nach  Gleichong  (1)  der  eine  Factor  rechts  =a  ist: 


und 


.—  SSO  ein«* 


(4)  |^=ain«*. 


Wird  in  {'i.)  nun  1— co8o^  statt  ein«*  genetzt  und  eben  se  wie 
oben  verfabreit,  ho  erhält  man 

(5)  J  =  coso*. 

L'ni  nun  u  zu  eliminiren,  potenzire  man  (4)  und  (5;  mit  '%  und 
addire  dann  beide  Gleichungen,  wodurch 

<"  e)V(i)'«. 

entsteht,  welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Omre  Ist. 


^  Aufgabe  II.  Eine  Linie  von  der  Länge  u^b  be- 
wegt sich  swiHchen  denSchenkeln  eines  rechten  Wio- 
kels  80,  dass  die  Endpunkte  derseihen  immer  auf  den 
Schenkeln  bleiben;  man  soll  die  Gleichung  der  Curve 
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finden,  welehe  ein  Punkt  derLInie  benchreilit.  der  «ni 
dieLSnge  «  von  den  Endpunkte  dereelben  entfernt  ist. 

Lösung.  AB  (Taf.  V.  F'ie.  9.)  sei  liigeod  eine  Lage-  der 
Linie»  M  wr  die  Conre  lieeclireibende  Pnnirt. 


^ilf=a,  MBzsb,   CP^x,   und  PMssy, 
Winkel  ABC=€i, 


Man  knt 


uod 


(I) 


a 


(2)  I  =sin«. 


Qnndrirt  man  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  und  addirt  sie  dann, 
so  entstellt 

(3)  ;?+^=i. 

welches  bekanntlich  die  Gleichaog  der  Ellipse  ist« 

Anmerkune.  Ist  uie  in  Taf.  V.  Fi».  10.  if  der  be- 
schreibende Punkt  in  der  Veriftngerung  Yen  ÄB  gegeben»  so  ent- 
steht ebenfalls  eine  Ellipse. 

Es  ist  wie  oben: 


also  auch  wieder 


^seoen  und  f-=:sina, 


Diese  Aufgabe  11.  ist  ein  specieller  Fall  des  Lofirsaf/es, 
den  Herr  iVofessor  Pross  in  Kr.  X.XX1V.  des  6.  Bandes  dieses 
Archivs  gegeben  hat. 


Digitized  by  Google 


241 


VebunssauriKaben  für  Sclittler. 

Man  soll  diejenige  Curve  bestimmen ,  welche  die  Krümmungs- 
Diittelpunkte  einer  gegebenen  Curve  bilden,  «obald  die  letztere 
auf  der  Abscissenachse  oder  einer  Parallelen  dazu  lorti;ewälzt 
wird.  —  Aus  der  Kettenliiue  z.  Ii.  entsteht  auf  diese  Weise  eine 
Parabel  mit  demselben  Parameter,  aue  der  Cycloide  ein  Kreia, 
deeaen  Halbmesser  das  Vierfacbe  von  den  Halbmeeaer  dea  eiaeii- 
geoden  Kieiaea  iat. 


Miscellen. 

Noeb     eine    Auflösung    des    Problems    des  Uückw&rl«* 
•iatebaeiden«  oiitteUt  det  Heastiscbe«.   Von  dem  Heraus- 
geber. 

Es  wird  Fig.  11.  auf  Taf.  V.  leicht  ohne  weitere  Erläntenmf 
(ur  sieb  ▼erat&ndlich  sein. 

Die  an  dem  'Stationafmnirte  D  liegenden  Winicel  ADC  und 
RDC  wollen  wir  der  Kurze  wegen  resuective  durch  a  und  ß  be- 
zeichnen. Sind  nun  £  und  F  die  Durchschnittspunkte  der  Linien 
Hb  und  AD  mit  den  um  die  Dreiecke  ACD  und  BCI)  beschrie- 
benen Kreisen,  so  ist,  wenn  man  AE,  CE  und  BF,  CF  zieht, 
offenbar 

i 
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Ferner  ist  * 
und»  weil 
ifit,  so  ist 

^CBF^^ADCszza. 

Ueberiest  man  nun  noch,  dass  D  der  Durchschnittspunkt  der 
beiden  LÄnien  AF  und  BE  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
fjehenden  unmittelbar  die  folgende  Bestiniimini:.<n  eise  des  Punk- 
tes D  roittoist  des  Messtisches,  wobei  die  den  Punkten  A,  B, 
C  auf  dem  Tische  entsprechenden  Punkte  auf  dem  Felde  durch 
A*,  B',  C  bezeichnet  werden  sollen. 

I.  Man  lege  die  Kippregel  an  ACy  orientire  den  Tisch  nach 
drehe  sodann  die  Kipnregel  um  Ay  visire  nach  B',  und  ziehe 

in  der  Kipnregel  die  Lmie  AE*  Hlermif  le|^  man  die  Kipp- 
re^gei  an  EA,  orientire  den  Tisch  nach  Af^  lege  din  Kippregel  an 
C,  visire  nach  O  und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  CE.  Der 
DiirrhscV.nittspunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gesogenen  Linlea 
AE  und  CE  ist  der  Punkt  E  auf  dem  Tische. 

II.  Man  lege  die  Kipprcgol  an  BC,  orientire  den  Tisch  nach 
C,  drehe  si»dann  die  Kippregel  um  B,  vLsire  nach  A',  und  ziehe 
an  der  Kipnre&el  die  Linie  dF,  Hierauf  lege  mau  die  Kiopregel 
an  FB,  orienSre  den  Tisch  naeh  B^,  leee  diS  kipnregel  an 
visire  nach  C  und  ziehe  an  der  Kippregel  aieLiDieCr.  Der  Durch- 
schnittsnunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  f(esogMieil  Linien  BF 
und  Ct  ist  der  Punkt  F  auf  dem  Tische. 

III.  Zieht  man  nan'die  Linien  BE  und  AF^  so  kt  deren 
Durchschoittopunkt  der  geeoobte  Punkt  D  «nf  dem  Messtiecbe^ 

leb  habe  die  erste  Idee  zn  dieser  AuflOsong  des  Plobleras 

des  Rü'ckvvärtseinschneidens  aus  dem  Trait#  de  navigation 
par  V.  (  aillet.  Tome  I.  Brest.  1848.8.  p.  261.  entlehnt, 
glaube  aber  durch  meine  obige  Darstellung  derselben,  wodurch 
sie.  wie  es  mir  scheint,  für  die  Anwendung  in  der  Praxis  wohl 
seeignet  werden  dfirlle,  die  sich  a.  s*  O.  nicht  findet,  auch  ein 
kleioes  Eigenthrnnsreeht  an  ihr  beanspruchen  in  dürfen. 
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Üeb0r  die  QleichuBg  (Archiv.  Tbeii         S.  293.).  welcher 
angeblich  keioe  con|»l«Be  Zahl  gcnägl.  Von  dem  Hemi  D«»cter 
R.  Baltser.  Oberlehrer  m  der  Kreii»ichnle  au  Dreedan. 


Das  Staunen  über  eine  unerwartete  Erscheinuoff,  welche  aas 

cjntPT  CJiiolle  berichtet  wird,  pflegt  die  fjeister  sofort  zur  Frage 
nach  dem  Zusammenhang  derselben  anzutreiben,  ohne  dem  Zweifel 
viel  K.iuni  zu  lassen,  ob  auch  der  Tbatbe^tand  frei  von  Täu« 
i»chuogeu  ermittelt  sei.  Glüsklicberweise  hat  ein  gewandter  Rech- 
oer  ee  sich  nicht  rerdrieeaeii  lasseo,  in  Beziehung  auf  die  Giei- 
ckimg  des  Herrn  Prof.  Seh I  n  milch,  welcher angehlich  keine  com- 
[lexe  Zahl  genfigt.  die  Thatfru^e  za  erheben,  und  bat  durch 
Anfvendung  der  gewühnlichoii  [Methoden  rompfexe  Zahlen  gefwn- 
deh,  welche  der  ge«?ebenen  Gleichiintr  wirklich  genügen.  Herr 
Dr.  Claiissen,  iUmii  wir  diese  Arbeit  verdanken  (Archiv.  Xlil. 
S.  334.),  vermuthet  deshalb  einen  Irrtbum  in  dem  merkwürdigen 
Anfsatse  des  Herrn  Prot  SchlOmilch. 

In  der  That  hält  der  übrigens  schün  angelegte  Beweis  in 
~  Pimkle  Pichl  Stieh,  daee  «imllch 


iBgemelD  weniger  ale 


und  mehr  als 


•ei,  und  folglich  nur  für  6=0  oder  0  =  00  Ferscb winde.  Die  letzte 
Ngerang  ist  nnr  richtig,  wenn  a  positiv.  Ist  dagegen  a  negativ 
(wie  in  den  von  Clausen  berechneten  Werthen^,  so  kann  der 
zweite  Nenner  kleiner  als  (ier  erste  sein,  mithin  der  aweite  Bmeh 
den  ersten  überwiegen  und  die  untere  Grenze  negativ  werden,  wor- 
ttf  die  Möglichkeit  des  VerschwIndens  der  Reihe  einlenchteti 
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Druckfehler  im  ISten  Theile. 

S.  147.  Z.  13i  Yon  unten  statt  „neoe"  Mtie  nun 

s 

S.  166.   -  14.   „    oben     „   „ihr"        „     „  ,,ihm'^ 

&  160.  •   8.  M  unten  „  „Ereignisse'*  netie  man  »»Ergeli* 

nisse*', 

S.  173.  -  &  M     »  vor  Manf"  Mtee  man  „bis". 

S.  182.  •   2.  M      M  statt  «»Zu"    „      ^  mIb". 

S.  IM»  -  18l  „     „    „    MRichtang*' setee  man  >,Rei hang**. 
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dreometrisclie  Anfgalbeii. 

Herrn  S.  E.  Baltrasch 

XU  Dans  ig. 


I. 

Vier  Gerade  gehen  durch  eineo  Punkt  and.begien- 

xen  drei  »»es^ebeno  Winkol  in  oiner  Ebene;  man  soll 
eine  Ger  ade  ziehen,  die  jene  vier  Geraden  so  schneide» 
data  die  beiden  äusseren  Abschnitte  derselben  gege- 
benen Grossen  gleich  seien.  (Taf.  VI.  Fig.  1.). 

Annahme:  Die  gef;ebcneti  Winkel  seien  AGB  =  a,  BOC=ß, 
und  COD=y;  die  gegebenen  Abschnitte  Afi—a,  CDz^c. 

Konstruktion.  Beschreibe  über  r  einen  Wösten,  vrelcher 
den  gegebenen  Winkel  y  fasst;  mache  Winkel  CÜG  —  ßy  GDU 
=  a.  Ziehe  durch  G  zur  Ct)  eine  I*arallele  GK^  mache  GK=a, 
rerlSngere  KG,  welche  den  Kreis  in  J  treffe,  und  beschreibe 
durch  die  drei  Punkte  K.  J,  k  einen  Kreis,  welcher  die  CD  in 
A  und  E  schneide;  ziehe  AU,  /iE,  welche  den  ersten  Kreis  in 
O  und  O'  treffen;  endlich  ziehe  GO»  GO\  welche  der  CD  in 
B,  4  besegnen;  so  begrensen  AO,  BO,  CO,  DO  die  drei  be- 
gebenen Winkel  ß,  «nd  die  Abschnitte  AB=a,  CDsse  der 
AD  sind  gegeben. 

Aehnliches  gilt  von  dem  Punkte  O';  denn  es  ist  auch 

FO'E^itt,   EO'D=ii,  DO'C^r; 

auch  ist  der  Abschnitt  FE  der  FC  der  gegebenen  a  gleich. 
Theil  XVI.  ir 
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Beweis. 

also  AK  parattel  BG;  daher 

AB=iKG^a»   BOC=zCO'G=ß,    und  COD^yx 

also  leistet  der  Pnokt  O  das  Verlangte. 

Abpr  auch  der  Punkt  O'  erfüllt  die  geforderten  Hedintrungen. 
lieiin  UEK^HO'G=^tt',  also  EK  naraliel  I  G,  und  JA  parallel 
AF\  daher  EF=GK=ia,  aod  hieraus  folgt  DE=BC.  Die  lotste 
Behauptong  wird  in  folgendem  Satte  erwi^eo. 

Satz. 

Der  kreis  M  schneide  den  Kreis  m  in  P,  P";  ziehe 
die  Sekante  AB  beliehig,  welche  den  ersten  Kreis  in 
A9  A\  den  andoren  in  C,  O  treffe;  die  Sehnen  AP,  PA' 
durchscbneiden  den  Kreis  m  in  O,  O'.  (Taf.  VI.  Fig.  2.). 

a)  Macht  man  nun  BC=A'C,  sieht  BO,  welehe  den 
Kreis  m  in  />  schneide,  und  die  DO',  welehe  die  ÄA'  In 
Bf  treffe:  so  ist  AB^A'W, 

Denn  (ur  die  Transversale  AP  ist  in  Bezug  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  BAlB  folgende  Glelchong 

1)    BO.£P,A'A  =  BA.A'P£Oi 

für  die  Transversale.  BD  In  Bezug  auf  dasselbe  Dreieck  BA'E 
ist  die  Gleichung 

2)    BD,EO'.A'B'=BB.A'(y,ED.  ^ 

Ferner  ist 

3)  PE.EO'tBOE.ED, 

und 

4)   OB,BD  ^(CB.BOss  OA'.A'O  =  O'A'.A'P . 

Wenn  man  Has  l^rodukt  der  Gleichungen  1)  und  2)  durch  dasPro* 
dukt  der  Gleichungen  3)  und  4)  divicfirt,  so  erhält  man 

AA'.A'B'ssAB.BB'i  ' 

also 

/  ABiA*Bfz=zAA':BB'^AB'^BA':BA'i-A*B*=BjtiBA'; 
daher 

AB'==A'B\ 
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6)  fi«  ist  FOP*  parallel  AB»  und  ilF  parallel  BD. 
Dmui 

parallel  BO.   Ferner  ist 

,4i#o  ^'/^  parallel  />Ä';  uod  da  AA'=^Bßf  '^  ao  iat 

^FAA^XDBB'', 

Also  AFz=  BD  ;  daher  ist  ^ÄDi^  ein  Parallelogramm.  Folglich 
ist  die  Behauptung  erwiesen. 

€)   Maeht  man  Aß=A'B';  so  ist  BC=iOA'.  Denn 

1)  BO.EP.A'AzsBA.A'P.EOi 

2)  BD.EO'.A'B'  =BB\A'0'.£D; 

3)  PE.EO'=OE.EDi 

i  4)  il'B'siUl. 

Das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2),  durch  das  Produkt  der 
Gleichungen  3)  und  4)  dividirt,  giebt 

BQ.BD.AA'^AiyjliP.B»., 

Es  ist  aber  AA'^BB' \  daher  ist 

BO.BD^A'0^,A'P, 

Nun  ist 

DB.BO^CB.BC, 

ond 

O'A'.A'P^CA'Jk'C   CBJBC^CAf.A'C . 
Daraus  folgt 

BC.A'O^A'CtBO. 

Wäre  nun  BC  nicht  z=A'0,  so  müsste  BC  entweder  > 
oder  <^'Csein;  wenn  BCyA'C  wäre,  so  mnsst«^  auch 
A'Cr>nC\  oder  i4'C'+ CC> /^r f  CC,  oder  A'C'>  BC  ^e'm, 
was  uumüglich  ist;  daher  kann  BC  nicht  ^  A'C  sein;  und  ans 
demselbeo  Grunde  kann  BC  auch  nicht  s  ^'^^  sein;  toiglich 
BC  nothweDdig  rsA'C  sein. 


IT' 
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II. 

a)  In  vrelcfie  Vierecke  lassen  sich. andere  Vier- 
ecke so  beschreiben»  dass  dSeSeitendes  eingeschrie- 
benen mit  denen  des  i;e£rebenen  an  jeder  Eclce  de« 
eina;eschriebenen  Vierecks  gleiche  Wiolcel  bildeol 
(Taf.  VI.  Fig.  3.). 

Die  Winkel  des  gegebenen  Vierecks  seien  A,3,  C,  üi  des 
eiogeschriebenen  A',  B\  Ü,  W\  etc.  so  ist 

aber 

A'^B'^C^iy^AR; 

also 

2«+  2|3  f  2y  f2d=4A; 

folglieh 
Mao  ist 

>i-f  a-|'d-|-C-|-ß-Kr=4J?; 

folglich 

ii-fCs  2/2. 

Das  gesachte  Viereck  Ist  eise  ehi  solches,  mn  wddies  4eh  ein 
Kreis  beschreiheo  iSsst. 

6)  Ein  Viereck,  in  welchem  die  Summe  der  gegeo* 
liberliegenden  Wiokel  2A  beträgt,  ist  gegeben,  and 
man  soM  in  dasselbe  ein  Viereck  so  beschreiben,  dass 

die  Seiten  dieses  mit  denen  des  gegebenen  an  den 
Ecken  des  ei  ngescbriebeneo  gietcbe  Winkel  bilden. 
(Taf.  VI.  Fig.  4.). 

Das  gegebene  Viereck  sei  ABCD\  also 

A^C=B^D='1R, 

'  Die  Diagonalen  desselben  schneiden  sich  in  O;  aus  O  ziehe  man 
Senkrechte  Oa,  Ob  ^  Oc,  Od  auf  die  Gegenseiten  des  Vierecks: 
SO  ist  abcd  ein  solches  Viereck,  dessen  leiten  mit  denen  des 
Vierecks  ABCD  an  ;  b,  e,  d  gleiche.  Winkel  bilden. 

Denn  Viereck  AaOd  ist  ein  Kreisviereck,  also  ist  Aad 
z^AOd=:BO0,  weil  ^AOdco^ßOb;  ferner  ist  ^06= ÄsA, 
weil  BaOb  ein  Kreisviereck  ist;  daher  AadssBob. 
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Ebeo  so  wird  die  Gleichheit  der  Winkel  en  den  Edteo  6,  c, 
d  erwiesen. 

c)  Wenn  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  der 
einen  Diagonale  eines  Kreisviereeks  swei Senkrechte 
.auf  zwei  Seiten  des  Vierecks  zieht,  und  durch  die 
Durchsc  hni  tte  di  e  ser  S  e  nk  r  ecli  ton  mitder  anderenDia- 
gonale  zw ei^  neue  Senkrechte  auf  die  beiden  andern 
Seiten  führtl  so  treffen  sich  die  beiden  letzten  Senk- 
rechten in  einem  I'unkte  der  ersten  Diagonale;  die 
Fusspunkte  dieser  vier  Senkrechten  bilden  die  Ecken 
eines  Vierecks,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des  ge- 
gebenen Vierecks  gleiche  Winkel  an  jeder  des  einge- 
echrlehenen  Vierecke  begreneen.  Die  Seiten  dieses 
eingeschriebenen  Vierecks  sind  den  Seiten  des  unter 
6)  eingeschriebenen  Vierecke  parallel.  (Taf.  VI.  Fig.5.)* 

Es  mugen  ßc,  ßd  senlnrecht  auf  CD,  DA  sein,  und  die  Dia- 

gonalo  AC  in  a^y  schneiden;  ferner  seien  ctfj ,  yu  senkrecht  auf 
Cß,  BA:  so  treuen  üb,  ya  in  einem  Punkte  d  der  Diagonale 
zusammen. 

Träfen  sich  06,  ya  nicht  in  der  Diagonale  BD,  so  mögen 
eie  sich  in  6'  beg^nen,  und  6'  liege  also  ausserhalb  der  BD. 

Es 'sind  ABCD,  Auyd,  a^Cc,  also  auch  aßvll^  Vierecke,  um 
welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen.'  Folglich  let 

aßö'  sz.  ayö'  =  Aya . 

Nun  ist  auch 

BAC=BDC   und  Aay=Dcß=:Ri 

also 

^Aayc^o  i^Dcß, 

4tib»r  AyazsDßc,  folglich  aß6'=zDßc.   Daher  MM  d'ß  mit  Dß 

zusammen;  also  treffen  sich  aby  ya  in  8,  einem  Punkte  der  BD» 
Viereck  abcd  ist  ein  solches,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des 
Vierecks  ABCD  gleiche  Winkel  bilden. 

Denn  ' 

Aad=  Ayd = ßya=:ßi«ssbaB , 

weil  Aavd»  yßai,  UbBa  Vierecke  sind,  um  welelie  man  Kreise 
beschreiben  kann. 

Aus  gleichen  Gründen  ist  ahB=zcbC;  etc. 

Sei  nun  Oa\  Ob',  0€f,  Odf  aenlaeOki  anf  AB ,  BC,  CD, 
DA,  so  folgt  daraus 
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daher  ist  ad  parallel  a'd'.  Aus  deoselbeo  Grfioden  ist  ab  paral- 
lel o'**;  ete.  *^ 

d)    Die  Umfange  zweier  Vierecke,  welche  unter  6)^ 
oder  c)  in  ein  Kreisviereck  eineescbr ieben  sind,  müs- 
•en  eioaoder  gleich  eein.  (TaffT  VII.  Fig.  1.). 

Man  verlängere  br  um  ein  Stück  ce  =  cd,  ab  um  ein  Stuck 
bfssbe,  da  um  ein  Stück  uy  =  af  \  so  ist  dg  gleich  dem  Um- 
fange de«  Vierecks  abed.  Ebenso  Terfabre  man  mit  demUmfiuige 
des  Vierecks  Mtfd*'^  so  erfafilt  man 

dg'  =zd'a'  +  ab'  +  6  V  +  c'd' . 

Nim  Ist  so  seigen,  dass  dg^d'g*  ist. 

Es  ist  Viereek  deiftP  ^  Vieteck  sec'e';  denn 

de=ce,  cc'=ec',  d'e'=&€*, 

und 

dcc'  =  ecc',   cc'd' = cc'e' ; 

drei  auf  einander  folgende  Seiten  hind  die  beiden  dazwisdbeil  lie- 
genden Winkel  des  einen  Vierecks  sind  also  einzeln  {genommen 
gleich  den  jgleicbuamigen  Stücken  des  anderen  Vierecks.  Aus 
denselben  GrOnden  ist  Viereek  s'^^e  ^  Viereek  und 
Viereek  fiunff^gaa^g.  Daher  Ist 

Ferner  ist  Wnkel 

odA  =  cdd'  —  ce^ = bff  —  agy' ; 

also  ddf  gleich  vnd  parallel'^;  daher  ist  dd*g^g  ein  JParallelo- 
grammf  also  dg^^äfff.  i 

a 

Ul. 


Wenn  zwei  Vielecke  einander  ähnlich  sind:  so  haben  sie 
stets  einen  Aehnlichkeitspnhkt.  Die  gleichnamigen  Seiten  beider 
Vielecke  sind  entweder  parallel  oder  nicbt  paralleL  Jeden  die- 
ser beiden  Fälle  hat  man  in  zwei  neue  Fälle  zu  zertiieilen.  Wenn 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Vielecke  parallel  sind, 
80  smd  die  parallelen  Seiten  entweder  einstimmig,  d.  h.  nach 
derselben  Seite  hin  parallel,  oder  nicht  einstimmig,  d.  h.  entge- 
gengesetzt parallel.  Zwei  ähnliche  Vielecke,  deren  gleichnamige 
Seiten  einstimmig  parallel  sind,  haben  nm-  einen  iasserea  Aehnlicn- 
•  keitspuokt 
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Zwil  fttaillelid  Vi«leeke,  dem  f^idnuunige  Seiten  eui&Q- 
|en|e8etzt  pAnJIel  Bind,  babeo  nur  eineo  ionero  Aehnliebkens« 

Diese  beiden  SStze  sind  allgemein  bekannt  und  ancb  leicbt 
erweisbar;  vielleicbt  \veni»er  bekannt,  oder  doch  nicbt  so  beban- 
delt, wie  bier,  sind  die  beiden  folgenden  SStxe: 

Wenn  die  gleiobnamigen  Seiten  sweler  ftbniichen 

Vielecke  nicht  parallel  sind,  so  folgen  sie  entweder 

in  derselben  oder  in  (mi  t  g  e   e  ri  ir  e  s  o  t  / 1  e  r  F\  1  c  Ii  t  u  ni;  auf 
einander.  Im  ersten  t'alle  baben  lieidc  Vielecke  einen 
äussern,  im  andern  einen  inoern  Acbniichkeitspunkt. 
,    <Taf.  VJI.  Fig.  2). 

Zwei  ahnliche  Vielecke  lassen  sich  in  Jedem  Falle  durch 
Diagpnalen  in  «ähnliche  Dreiecke  zerlesten ;  und  da  der  Aebniich* 
keitepunict  zweier  äbnticben  Dreiecke  zuglei9h  der  Aebnlichbeits- 
pnnkt  der  beiden  ähnlichen  Vielecke  ist,  so  darf  man  norden 
Aebnlichkeitspunkt  von  swei  äbnlicheo  Dreiecken  soeben. 

e)  Es  sei 

und  die  glelcbnaraigen  Seiten  beider  Dreiecke  folgen  in  derselben 
Ricbtong  auf  einander. 

Die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  begreo- 
sen  gleiche  Winkel,  und  bilden  dadurch  drei  Vier* 
ecke,  um  welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen; 
'  diese  drei  Kreise  durchschneiden  sich  in  einem 
Punkte,  welcher  der  Aebnlichkeitbuun  kt  der  beiden 
ftbniichen  Dreiecke  ist.    (Taf  Vif.  Fig.  2.). 

Das  erste  Kreisviereck  ist  ADA'E,  das  zweite  ßFß'D,  and 
das  dritte  CFCE.    Die  Gründe  dafür  sind  leicht  angebbar. 

Die  beiden  Kreise  ADA'E  mit  BFB'D  durchschneiden  sich 
in  D  und  Pi  so  ist  P  der  gesuehte  Aeholichkeitsponkt.  Denn 

weil  PAE  =  PA'E,  da  beide  auf  demselben  Bogen  PK  des  Krei- 
ses PA'AÜE  stehen;  PBD=.PBfD,  da  beide  aul  demselben 
Bogen  PD  des  Kreises  PBD  stehen;  eise 

ABiA*B*=zPAiPA'=^PBiPB\ 

Aach  ist 

^PACcol^PAfO^ 

deim 

PAI)=PAI), 


% 
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weil  beide  auf  demselben  Bogen  PD  im  Kreise  PÄD  sieben,  und 

PAiPA'^ACiA'C\ 

also  ist  auch 

PC'.PCz:zACtA'C, 

Die  Verbaltnisse  zweier  Abstänilc  des  Punktes  P  von  zwei 
gl^cbnamigen  EekpunkCen  heider  äbniicben  Drriecke  sind  untm 
einander  gleich;  datier  ist  P  der  Aebnlichkeitspunkt  beider  Drei- 
«dce.  Der  dritte  Kreis  CFCE  muss  auch  durch  den  Poolct  #^ 
gehen.  Denn 

APC=^A*PC, 

weil  ^APCc<i:^A'PC; 

.  *  APB=A'PB', 
ättM  demselben  Grande,  also 

APB^APC=A'PB'-'A'PC  oder  CPB=CPB', 
nnd  dazu  Gleiches 

BPV=BPC 

gesetst,  giebt 

CPO^BPB'=zBDB':^CEa . 

Daher  liegen  die  fünf  Punkte  C,  F,  C,  L,  P  auf  dem  Umfange 
eines  iireises. 

b)  Die  Mittelpunkte  der  drei  oben  genannten 
Kreise  bilden  dio  Ecken  eines  Dreiecks,  das  jedem 
von  den  beiden  ähnlichen  Dreiecken  ähnlich  ist.  (Tat. 
VU.  Fig.  3.). 

Es  sei  a  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  ADP, 
der  Mitteluunkt  des  Kreises,  welcher  durch  Bli'P,  und  y  der 
ittelpunkt  nes  Kreises,  welcher  durch  CCP  geht 

Die  Centrale  ciß  haliiirt  die  Bogen  DmP.  DnP  in  m,  n\  die 
Centrale  ov  halbirt  die  üogen  EpP,EqP  in  p,  q,  und  die  Ceu- 
tiale  ßy  halbirt  die  Bogen  FrP,  FtP  in  r,  i. 

£8  ieCnun  au  zeigen»  dass  DAE=7nap,  also 
■  ^  Bogen  DE  =  Bogen  mp. 
Bogen  DE  =  Bogen  DEP  —  Bogen  EmP\ 

also 
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2  Bogen  DE  =  ^  Bogen  ÜEP  ^  ^  Bogeo  LmP 
s  Bogen  mpP  —  Bogen  pP  =s  Bogen  mp . 

J>»ber 

Eben  so  zeigt  mao,  dass  r/3ft=  t'BD\  denn 

|>Bogen  F/>  =  ^  Bogen  FrP  —  ^  Bogen  DnP 

=  Bogen  r/t/^  —  Bogen  nP  =  Bogen  ni. 

Daher 

Folglich 

e)  Wenn  xivei  Dreiecke  äh nlich  sind,  ihre  gleich- 
namigen Seiten  nicht  parallel  sind,  nie  aber  in  der- 
selben Richtung  auf  einander  folgen,  und  man  die  Ge- 
raden, welche  ,dic  gleichnamigen  £ckeo  beider  Drei- 
ecke Terhlnden»  nach  dem  Verhftitnieee  sweier  gleich- 
namigen Seiten  theilt:  so  bilden  die Thellnngspankte 
die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  einem  von  den  gege4)e- 
nen  ähnlich  ist  (Taf.  Vll.  Fig.  4.). 

Die  ijegobenen  Iholichen  Dreiecke  seien  ABC  und  A'B'O* 
Ziehe  Aö,  B'c,  Ca  paraUel  AB,  BC,  CA,  und  mache 

bA*=A'B',  B'c=zB'a,  Ca=OA\ 

Verlängere  die  drei  Geraden  bA',  B'c,  Ca,  welche  eich  in  «',6', 
treffen;  so  ist 

^iafb'&co^ABC, 

weil  die  gleichnamigen  Seiten  unter  einander  parallel  sind.  Da 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Dreiecke  gleiche  Win- 
kel hegrensen,  so  iat  ^ 

B'Ab* = C'B'c'  =  A'  6V , 

also 

bA'ß'^e'»C'=^a'OA*i 


und  da  die  drei  Dreiecke  b'A'B' ,  e  H  Oy  a'CA'  gleichschenklig 
sind,  so  sind  sie  auch  unter  einander  ähnlich;  foljpich  ist 


2H  . 

A'B'i  »Ol  Cdf = bB'ieCioAf. 

iNach  der  Koo«truktioo  ist  aber 

Jla:aA'=ABiAfB',  ßß:ßB'=BCiB'C; 
CyiyC^ÄCiA'O', 

daher 

Folglich  ist  •  ^ 

.  a)  Wenn  zwei  Dreiecke  ähnlich,  ihre  c;leirhnami- 
gen  Seiten  n  icht  j>arallel  sind,  und  in  entgegengesetz- 
ter Richtung  auf  einander  folgen:  so  soll  man  den 
Aehnlichkeitspankt  beider  Dreiecke  bcfatimmefi.  (Taf. 
Via  Fig.  1.). 

Sei 

Theile  AA',  BB*  necb  dem  VerblHniMie  ivreier  gleicbiiMiigeQ 


ADiDA'^ABiAfB'^BEiEB', 

and  suche  r.n  den  drei  Punkten  A»  A'  den  vierten  barauHii* 
ecbcu  (i,  d.  b.  es  muss  sein 

AD\Ad^nAe\A'd\ 

daraus  folgt 

AB-^-AdiAA-AD^DÄ'-^Adi^d  -  Bdf\ 

sei  a  die  Mitte  vou  JJd;  so  wird  vorstehende  Proportioo  folgende: 

2Aai'Wus^2D«i2A!a 

oder 

AaiDa=J)aiaA'. 

NoD  beschreihe  man  um  a  mit  aD  einen  Kreis,  welcher  die  BE 
in  /  schneide ;  so  ist  J  der  innere  AehnUchkeitepunkt  der  lieiden 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C. 

Denn  man  Ix  stimmc  (Taf.  VIII.  Fig.  2.)  auch  zu  den  drei 
Punkten  B,  E,  JJ'  den  vierten  hamumischcn  Punkt  V.  halhire 
A'c  in  ß,  und  beschreibe  um  ß  mit  ßE  einen  Kreis,  welcher 
den  vorieen  Kreis  in  J'  und  K  schneide ;  no  kann  man  zeigen,  «vie 
▼orbtr,  daee 
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2«S 


«od  ÄttJ'  beideo  Dreiecken  gemein.  Daher 
leroer  ist 

ttS'Dz^J'^DJ'A^DAi'i 

also 

AfJ'D^DJ'A', 

folgUcb 

AfJ'iJ'Ats:  A!üiOA  =  A'»\AB . 
Eben  so  zeigt  man,  dass  B'J'E  =  EJ' ß;  daher 

BfJ*iJ'B*^B'EiE,B^A'BfiABs  " 

und  daraus  folgt 

^AfJ'B'tSi^AJ'Bi 
also  A*^B':=AJ*B%  daher 

also  eine  Gerade;  folglich  ist  J  und  ein  and  deiselbe 
Paokt 

Aus  Vorstehendem  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass 
^A'JCco£iAJCs  and  üB'JOco^.BJC. 

Daher  ist  J  der  innere  Aebnlichkeitspunkt  der  beideo  Sbnlicben 
Dreiecke  ABC  md  A'B'O. 

Bemerkung.  Sind  die  drei  Punkte /4 ,  /),  A'  gegeben,  so  kann 
man  unmittt^lbar  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  linden, 
ohne  vorher  den  vierten  harmonischen  Punkt  d  gesucht  zu  haben. 
Daher  folgende  Aufgabe. 

Die  Strecke  AA'  nach  dem  Verhält oisse  11:0  su  t hei- 
len.  (Taf.  Vlll.  Fig.3.).  . 
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Ziehe  AF  \n  beliebiger  Richtone,  AfG  parallel  AF;  mache 

AF=p,  A'G  =  f/,  ziehe  F6\  wf  lrhe  die  AA'  in  D  schneide') 
führe  JJK  parallel  AF,  mache  ÜK=zqy  und  ziehe  FKy  welche 
die  AA'  in  a  treffe:  so  ist  a  der  Mittelpunkt  und  uD  der  Radius 
des  gesuchten  Kreises. 

Denn 

und 

AFi  DK=sp;qssAaitiDi 
daher  i^t  auch  *  '  . 

« 

ADiAa-'ADszDA'ittD—DA' 

oder 

ADzi^siDA'iA'a;^ 

folglich 

ADiDA'=Dtt:uA=A«itiD, 

Macht  man  die  Vcrlän^rruni»  von  CA'  =  q=A'H ,  und  zieht 
FO,  welche  der  AA'  in  d  begegnet,  so  sind  AÜ,  A',  d  vier  har- 
monische Punkte,  und  «  ist  die  Mitte  Ton  Dd 

Dieses  kann  man  durch  Proportionen,  aber  anch  auffol«;ende 
Art  erweisen.  Ziehe  UK,  welche  die  FD  in  L  erreiche:  so  ist 
DK  parallel  GH,  nnd  DK  zagleich  V2  von  GB,  dAw  aE:=zKL^ 
also  anch  ila=al>,  weil  HK  parallel  Dd  ist 

ß)  Wenn  il  i  c  I  e  i  ch  n  am  i  ge  n  Sei  te  n  zweier  5h  n  li- 
ehen Dreiecke  nicht  parallel  sind,    ihre  gleiehnami- 

Sen  Ecken  in  entgegengesetzter  Richtung  auf  eioau- 
er  folgen:  so  gieot  es  drei  Kreise,  deren  Jeder  durch 
den  Aehnlichkeitspunkt  geht,  jeder  seinen  Mittel- 
punkt in  einerGeraden  hat,  welche  zwei  i^lei  c  h  namige 
Ecken  beider  Dreiecke  verbindet,  und  die  zwei  Punkte, 
n  welchen  jeder, Kreis  seine  Centrale  schneidet,  bil- 
den mit  den  beiden  Eckpunkten  der  Dreiecke,  durch 
welche  die  Centrale  ^eht,  vier  harmonische  Punkte, 
und  zwar  sind  die  Schnittpunkte  des  Kreises,  so  wie 
die  eleichnamigen  Eckpunkte,  zugeordnete  harmoni- 
sche Punkte  (Taf.  VlU.  Fig.  4.). 

Sei 

^ABCoi^AB'C 

Man  theile  AA  in  D,  ÜB'  in  L,  CC  in  F  so,  dass 
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sei.  Suche  nun  zu  A ,  /) ,  A  ;  Fi ,  E .  ß' ;  C,  F,  V  den  vierten 
harmonischen  Punkt  d\  r;  /:  halbire  Ihl^  Ee „  Ff  in  «,  /3,  y;  so 
sind  diese  Punkte  die  Älittelpunkte  der  gesuchten  Kreise.  Die 
Kreise  um  a  mit  aÜ  ^  um  ^  mit  i^E  be8chrieben,  mögen  sich  in 
/  eclmeideii:  so  ist  J  der  Aeholichiceitspuokt  der  beiden  Drei- 
ecke ABC  und  A'B'C,  wie  oben  bewiesen.  Älan  lege  dorcli 
J  und  F  eioeo  Kreis,  dessen  Mittelpookk     io  CV  liege.  Da 

UB^VJB',  BJE=:B'JE, 

•o  ist 


oben  ertriepeo. 


• 


daker 


CJE  =  CJE, 


f^FJ  =  FJy' , 


yJC  =  r'CJ; 


Cr'iy'FzsFy'-.y'C, 

oder 

+  y'F;  Y^F-yCssF/ \'fC\'/C-'iF , 

oder 

CriVF:=^tC\CF, 

wenn  der  dritte  Kreis  die  CC  in  f  schneidet;  daher  sind  C,  F, 
C  f  vier  harmonische  Punkte;  foli^lich  ist  f  und  f  ein  und  der- 
seibe  Punkt;  daher  ist  auch  Y  und  y  ein  und  derselbe  Punkt. 

y)  Die  drei  gleichartigen  Durchschnittspunkte  der 
drei  Kreise  mit  den  dreiGeraden,  welchedurch  gleich- 
namige Eckpunkte  der  ähnlichen  Dreiecke  gehen,  lie- 
fen mit  dem  Aebnlielikeltspnnkte  tn  einer  Geraden. 
Es  bilden  also  eine  Gerade  J,  F  und  £,  so  wie  dJtf, 
(Taf.  VIII.  ?ig.  4.). 

Dass  DJE  eine  Gerade  bildet,  ist  schon  oben  gezeigt;  es 
bleibt  aber  zu  beweisen,  dass  die  Gerade  D'JE  die  Gerade  CO 
In  F  nach  dem  Verhältnisse  aweier  gleicboaroigen  Seiten  theilet. 
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Also  angenommen ,  der  Punkt  J  sei  durch  die  beiden  Kreise 
um  a  und  p  bestimmt,  die  Gerade  DJE  geiogeD,  weklie  di«' 
CO  in  F  schneide;  so  ist 


und 


weil 


daher  ist 


folglicb  ist 


^OJBco^.CJfB; 


VJE:=zCJE, 


OF'.FC=zCJ:  CJssA'B'iAB, 


and  dam»  ergiebt  sieh,  dasa  die  vier  Punkte  />,  J,  F,  E  in 
einer  Geraden  liegen. 

Es  liegen  aber  auch  die  vier  Punkte  J,  f,  e  in  einer  Ge> 
raden;  dena 

DJd^R^EJ€:=FJfi 
weil  Dd,  Ee,  f/*  Dvehmesaer  der  Kreise  sind.  ' 
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dementarseomelvisclier  Beweis  eines 
in  dleMBi  ArehiY  viel  besprodteaen 

Satzes. 

Vum  dem 

Herrn  Gymnasialdirector  Augast 

io  Berlin. 


Der  geometrische  Satz,  um  deo  es  sieb  hier  handelt,  ist  im 
13.  Theile  S.  341.  md  im  15.  Hielte  8.361.  untersucht,  auch  int 
für  einen  Kehr  .specaelieo  Fall  desselben  ein  geometrischer  Beweis 

im  15.  Theile  S.  Si)S.  ijeirehen.  Kr  lässt  sich,  so  weit  er  die  Win- 
kel des  Dreiecks  betrifft,  höchst  einlach  durch  indirecte  Sshiüsse 
aus  dem  folgenden  ableiten,   der  eine  sehr  elementare  Beweis- 

fUhmog  Biili8«t 

Lehrsatz.  Wenn  zwei  unglelebe  Wioitel  eine« 
Dreiecice  durch  Transversalen  proportional  getbellt 

werden;  so  ist  die  Theilun^st^ans versale  des  grosse- 
ren Winkels  kleiner,  als  die  des  kleineren. 

Beweis.  In  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fi«r.  5.)  sei  Winkel 
AB  (J>ACB  und  der  kleinere  WiokeMCiJdurch  die  Transversale  CD 
in  beliebigem  Verhältniss  getheilt;  so  dass  ACD:DCB=^m.n. 
Es  ist  sn  seigen,  dass  eine^  aus  B  gezogene  Transversale,  die 
den  grosseren  Winkel  ABC  in  denselbeo  Verliältniss»  iii:n  tbeilt» 
kleiner  ist  als  DC. 

Man  |pj»e  zunächst  die  Transversale  BE  so,  dass  Winkel 
ABK  =  DCA  wird;  danu  folgt  aus  der  .\ehnlichkeit  der  Dreiecke 
ABE  und  ACD  die  Proportion  AB:AC=BE:IJC;  weU  aber 
AB<AC,  so  ist  aueb  ßE<DC. 

Femer  lege  mao  die  Ttansversale  BF  so,  dass  Winkel 
FBC^DCB  wird;  dann  haben  die  Dreiecke  FBC  wad  DCB 
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eine  gleiche  SeHe  BC  und  einen  gleichen  anliegeixlen  Winkd 
¥BC—  DCIi\  es  muss  daher  in  demjenigen  Dreieck,  in  welchem 
derz^veife  dieser  Seite  anliegende  VViukel  grosser  Lst,  aoch 
die  Gegenj»eile  dieeies  Winkels  grosser  seio  als  die  entsprecbeode 
Seite  des  anderen  Dreiecke;  folKlicb  iet  andi  BF<^Dv, 

Soll  non  der  grossere  Winkel  ABC  [»roportional  mit  dem 
kleineren  Winkel  ACB  getfaeilt  werden;  so  werden  seine  Theile 

i;rüsser  als  die  Theile  fies  anderen.  Ks  muss  also  der  an  HA 
aniioL'f'iide  Witikidtheil  «riisspr  sein  als  Winkel  ACO,  d.  i.  gros- 
ser als  ABE.  Die  Theilunga>linie  lallt  daher  zwischen  BE  und 
BC.  Eben  so  muss  der  an  BC  aiUiegende  WinkeHlidi  fErSsser 
«ein  als  Winkel  DCB,  d.  i.  grosser  als  FBC.  Die  Theihings- 
linie  fällt  daher  auch  zwischen  BF  und  BA.  Ist  demnach  IW 
diejenige  Tbeilungstransversale,  durch  ^w eiche  die  Proportion 
ASCtGBCszACDzDCBsszmiu  nnfer  den  Winkeltbeilen  ent- 
steht; so  liegt  sie  auch  nothwendig  swiscben  BE  und  BF, 

Wenn  aber  von  einem  Punkte  B  ausserhalb  einer  geraden 

Linie  AC  drei  gerade  Lifden  BE,  BG,  BF  od  dieselbe  gezogen 
sind ,  so  ist  die  mittlere  BG  dieser  drei  Linien  kleiner  als  die 
grössere  der  beiden  äusseren,  oder  wenn  diese  einander  gleich 
sind,  kleiner  als  Jede  von  beiden.  Da  nnn  sowohl  BE  sAb  ancb 
BF  kleiner  als  UC  ist;  so  mnss  auch  BG  kleiner  ate  CD  sein. 
Dies  sollte  bewiesen  werden. 

Znnatz*).  Wenn  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  durch 
gleiche  Transversalen  proportional  getbeilt  sind,  so 

sind  die  W'inkel  gleich. 

Beweis.  Wären  die  Winkel  ungleich:  so  wären  auch  die 
Transversalen  ungleich.  Da  diese  aber  gleich  sind,  ao  kiMinen 
die  Winkel  nicht  ungleich  sein,  sind  also  gleidi. 

Anmerkung.  Die  BeweisflShrong  gilt  (Ur  jede  zwei  innere 
'  Winkel  eines  Dreiecks.  Construction  und  Beweis  lassen  sich 
auch  noch  für  clm  Fall  an^venden,  wo  die  Linien  BD  und  CF 
parallel  sind.  In  dioseni  Falle  wird  BE=I)C.  Für  den  Fall, 
dass  BD  und  CF  divergiren,  die  Winkel  also  eigentlich  Aussen- 
Winkel  enes  Dreiecks  sind,  läs«t  sich  ans  dieser  Gonstmction 
nichts  folgern,  weil  der  Beweis  7?^ > /)C  ergiebt ,  weshalb  eine 
Vergleichung  swiscben  BG  nnd  DC  aul'  diesem  Wege  nicht  oiüg- 
lieh  wird. 


*)  Dieser  ZuRatz  ist  der,  nnr  itn  Ausdruck  etwas  voräodertef  ThI.lft* 
S.  355.  im  zweiten  Absatz  enthaltene  Lchrtals. 
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« 


XJUCi. 


Wenn  zwei  der  Yier  Dnrehschnitts« 
punkte  zweier  Kegelsciinitfe  sicli  un- 
endlieli  entfernen  sollen,  wie  mOtsen 
nIMIann  die  OoeflBcienlen  ihrer  CtM- 
eliunsen  zusammenhangen? 


Bevor  wir  zur  eigentlichen  Aufgabe  übergehen,  wollen  wk 
ujoa  vorher  mit  der  ihr  verwandte»  Aaigabe  beechäftigeu: 

L  Welcher  Zueammenbang  muss,  sollen  zwei  Regekchnitte 

eine  geroeinächaftliche  reelle  oder  imaginäre  Asymptote 
haben,  zwischen  den  CoeCücienten  ihrer  Uleichungen  statt- 


um  nachher  diejeni(;cn  Fälle  su  betraehteo,  in  welchen  zwei  Ke* 
gelsehnitte.  ohne  den  Besitz  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote, 


befriedi  gen. 

Es  scheint  unsere  Aufgrabe  eine  ganz  bestimmte  zu  sein  und 
daher  auch  nur  eine  einzige  ganz  bestimmte  Antwort  zu  erhei- 
schen. Bedenken  wir  aber,  dass  jeder  Kegelschnitt,  je  nach  der 
verschiedenen  Lage  der  Coordinatenazen,  durch  verschiedene 
Gleichungen  dargestellt  werden  kann,  so  sehen  wir,  dass  in  der 
Frage  unbestimmt  gelassen  worden  ist,  welche  Gleichungen  man 
eigeotlicb  gemeint  hatte,  und  dass  also  unsere  Aufgabe  L  mehrere 
pwtielle  Anfgaben  enthfilt,  deren  jede  ihre  eigene  Antwort  erfor- 
dert 2.  B.' 


Tsa  doM 

Herrn  Doetor  J.  6*  H.  Swellengrebel 


so  Dtrecht 


finden  V 


dennoch  die  in  der  primitiven 


91« 


Digitized  by  G6ogle 


S22 

n.  Wenn  der  Seheitel  eines  gewissen  Kegelsehnitts  als  Coordi« 

oaten-Ursprung  gewählt  wird,  and  eine  der  Axen  dieses  Ke- 
gelschnitts als  Axe  ;y~0,  wie  müssen  alsdann  die  Coefbci- 
enten  der  Gleichune  dieses  Kegelschnitts,  von  denen  die  der 
Glelelniiiff  eine«  «Mereii  Kegdaebaltt«  abhängen,  d.  h.  wie 
mflssen  cue  GleiehuiigeD 

A'x'^  +  Ä  *  +  C'^y + /^a:  +  E'^  + 1-* = 0 

mit  einander  verbunden  sein,  damit  zwei  der  vier  As^'mpto- 
ten  der  Kegelschnitte  einander  decken? 

Wir  wollen  uns  jedodi  hi«r  ntcbt  mit  diesen  speciellen  Aufga- 
ben beschäftigen,  sondern  uns  unter  def  Aufgabe  1.  die  allgemei- 
nere Aufgabe  denken,  worin  nach  demjenigen  zur  Asymptoten-Coin- 
cidining  erforderlichen  Coefficientenzusanimenhang  gefragt  wird, 
welcher  bei  jeder  Lage  der  Coordinaten-Axen  etattnodeii  moss,  d.lk 
weleher  die  Glelehimgeo 

Ax'^  \  By^  +  Cxy  +  Dx  +  Ey  +  F=  0, 
Ax^  +  B'n^  +  Cxit  +  Ü'x + +  iP = 0 

zum  Ausdruck  zweier  eine  geaeiDscbafUlche  Asymptote  liesitien* 

den  Kegelschnitte  macht. 

Es  Sfonngt  jedoch  diese  Annahme  noch  nicht,  um  unsere  Auf 
gäbe  I.  zu  einer  ganz  bestimmten  zu  machen.  Es  war  nämlich 
in  der  Frage  nur  im  Allgemeinen  von  den  Coeflücienten  die  Rede, 
wibrend  es  dagegen  bei  jeder  Kegelechnlttegleichung 

einigermaaesen  onbeetimmt  ist,  welche  man  als  ihre  CoefSdenten 

betrachten  soll,  weil  alle  sechs  CoefTicienten,  ohne  dass  die  Bedeu- 
tung der  Gleichung  sich  ändere,  mit  einem  gemeinschaftlichen 
Factor  multiulicirt  werden  dürfen.  Es  ist  also  auch  hier  zwischen 
der  allgemeineren  Aufgabe  III.  nnd  der  specielleren  Aufgabe  IV. 
ZV  unterscbeidcn ;  wobei  wir  Dentllchkeits  halber  die  zivei  Grup- 
pen  der  sechs  CoelTicienten ,  wenn  zwei  solche  ausgewählt  worden 
sind,  welche  jede  einer  bestimmten  Hedingung-unterworlen  sein  soll, 
durch  ABCDEF  und  A'B'C'D  L  l  ',  wenn  sie  dagegen  ganz 
willktihrlich  bleiben  sollen,  durcb  aj}/d£^  und  a'ßyö'rt  andeuten 
wollen? 

ID.  Welcher  ist  der  zur  Asymptoten  -  Coincidirung  erforderliche 
Zusamnienhang  zwischen  den  Coefficienten  aiFeler  Kegel- 
schnittsgleichungen 

^         man  muge  nun  die  zwei  bestimmten  Gruppen  unserer  jetzi- 

0MI  awrdf  CoelBdentep  a,^,....o',  ß\  oder  zwei  andere 

unippen 
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•4SI  iwei  Gruppen 

uN,  ßN,....t^N*,   

als  Coefticienteii  beUachteDt 

IV.  Wenn  jede  der  zwei  Gruppen  der  eecbe  Coeflieienten  einer 

fewisseri  Bedingung  unterworfen  sein  soll,  z.  B.  dass  F  und 
^  die  i'.inheit  darstellen  sollen ,  welcher  Zusammenhang  ist 
alsdann  /.wischen  den  bestimmten  Coeflieienten  solch  eines 
Ausdrucks 

ma  Asymptoten- CoineidiroDg  erforderlich  f 

Da  ein  System  zweier  Kegelsc  hnitte,  soll  es  die  Eigenschaft  der 
Asymptoten  •  Coincidiruiig  besitzen,  zweien  liediuguogeu  genügen 
■mss,  nSmlich  erstens  dass  die  Kegelschnitte  einander  berflhren, 
zvreltens  dass  diese  Berührung  in  unendlicher  Entferoune  statt- 
finde, so  besteht  die  Antwort  auf  die  allg^metne  Aufgabe  lIL  aus 
einem  System  zweier  GleicbuSgen 

INe  Antwort  dagegen  zn  jeder  speeiellen  Aufgabe  der  Art  IV 
besteht  aus  einem  System  Ton  vier  Gleichungen:  Es  sind  n&m* 
lieb  alsdann  erstens  die  CoefTicienten  des  einen  Kegelschnitts,  def 
die  gerade  benütste  Coeflieienten* Wahl  ausdrückenden  Bedingung 

fiABCDEF)=:0 

opter^  orfeo,  zweitens  die  CoelBdenten  des  anderen  KegeUehnitts 
einer  ähnlichen  Gleichung 

F{A'B'CD'E'F)=:Q, 

eudllcb  finden  die  von  der  Coef&cienten  -  Wahl  unabbSngigen  Be* 
diognogen  der  Aufgabe  Iii. 

» 

auch  bei  unseren  Coeflieienten  statt;,  se  dass  die  CoeiBeleiiteii  dtlt- 
teas  und  viertens  den  Gleichungen 

^  (ABC DEF  AB'CD'E'P)  =0 
%(ABCDEF  A'B'CD'E'F^^^O 
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unterworfen  sind.  Man  bekommt  also  nr  äahmi  mt  §H§l0j^ 
IV.  entweder  das  System  dieeer  vier  Gletdiuncen  seilt»»  Mra 
den  neieten  Fülen  ein  System  vier  anderer  GleieiHifi«  '  ^ 

deren  jede  eine  I»esiiltante  •  Glcitliuiig  zweier  oder  ^j^^^^^^i 
vier  vorigeu  Uleichungeo  ist.  Bei  jeder  anderen  CoelBcle«lM»fKij|| 
hat  man  eine  andere  Aufgabe  der  Art  IV.  zu  losen  und  eeltSlail 
die  Antwort  ans  einem  System  vier  anderer  Gleichangen  } 

ip^iAJiCÜEF  A'ß'OD'E'F')ssO  (p^{A.,.A',..)=^0  ^ iA..,A'...)=6 

tvorin  sowohl  die  Functionen  (p^  <p^  (pj  (pf^  von  deu  t  uoctioKi 
9>t  92  93  94  verschieden  sind,  als  auch  die  Zeichen 

ABCDEF  A'BfCiyE'F 

andere  Grössen,  als  vorher,  hodeutcMi,  weil  von  den  %  ier  Gl^i^ii- 
geu,  deren  jede  der  vier  letzten  eine  Resultante  ist,  nur  die  lirf 

^(ABCDEF  A'B*CD'£'F^:=0, 
t(ABCDEF  A'B'Cn'E*P)^0 

mit  den  heiden  der  vorigen  Coeflicienten-Wabl  identiadi  äil 
währeod  die  beiden  anderen 

r(ABCDEF)=0, 
V'iAß  C  D  E  F)=:Q 

von  denen  der  von«;en  Aufgabe  'verschieden  sind  und  die  jit^ 
Coefficienten-Wahl  ausdrfid^en. 

Zur  Beantwortuni;  der  allgiemeinen  Aufgabe  III.  IcSnuen  nlr 
anfangen  mit  der  leichteren  Arheit,   wohei  wir  die  Antwort  wi 

eine  gewisse  specielle  Aufgabe  der  Art  IV.  suchen,  um  nacbhef 
biernnt  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufsähe  III.  abzuleiten. 
nach  den  verschiedenen  ('(n-riicieiilen-Wahlen  nun,  womit  man  an 
Otugt,  d.  h.  ie  nach  den  verschiedenen  Aulgabeo  IW,  welche  uob 

als  intermedilirii  HOlfsmittel  benutzt,  gibt  ee  verschMene  IMb> 
den,  die  Aufgabe  III.  au  lOsen. 

I^ir  wollen  damit  anfangen«  bei  derjenigen  Wahl  der  sttbi 
Coeflieienten  des  ersten  Kegelsschnitts  die  Aufgabe  IV.  sn  IBM 
wobei  man  identisch  hat 

(l)  Afifi-^-Bff^^Cüry-i  />a:+£^+Fs(iu:-f  ^+  l)(car  +  <a^+lH« 
d.  h.  nach  Entwickclung 

Ax^  +  i>^2  |.  Cj.^^  J)^  +  %  4-  F=  (ac)x^  +  {0(1)1/^  +  {ad  +  fc>Jf 
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La  sind  daher  die  sechs  Coefficienten  ABCDEF  hier  der  Bc 
fliogiing  uotenvorten,  dass  »ie  in  den  G — ]=5  Grössen  abcde 
•Mgemckt  Warden  kOoBco,  und  sirar  dorcb  die  secbs  GleichmigeD 

d.  b.  dass  sie  zasammenbängen  durcb  die,  darcb  Elimination  der 
abcde  aua  dieaen  Gteicbungen  sich  ergebende Cndgleichung.  Com- 
bfniren  wir,  um  diese  zu  erlangen,  Mr.! .  mit  Nr.  4.  nndJNr.  mit 
|tr.  5.«  so  ergiebt  sich 

dnch  deren  Sobstitution  in  Nr.  3.  wir 

I 

and  hieraas  nach  gebdriger  Entwickelung 

C^AB  ^CDE-^BD^-AE^ 

für  die,  die  Natur  unserer  jetzigen  Coefficienten-Wahl  ausdrückende 
Gleichung  bekonuiten.  Unterwerfen  wir  ebenso  die  Coetücieoten 
des  anderen  Kegelacbnitta  der  Identität 

Jtz^^  Bf  +  Cay  +  jyx^E'y + P  =  (a'x  M'y\\)  ^cx  ■{^d'if\\)U\ 

so  ergibt  alcb  för  awei  der  vier  bei  dieser  Coeffidenten  •  Wahl 
die  Antwort  der  Aufgabe  IV.  darstellenden  Gleichungen 

C^ABzsCDE-BD^AE» 

Fir  die  beiden  anderen  der  Tier  Antwortsgleicbungen  bekommen 
wir  das  eine  oder  das  andere  der  vier  Paare  Gleicbongen 

arso*  a=:&' e^cf  er=& 
b=^b'  b^d'  d=ib'  d=d', 

\\  triebe  wir  jedorb,  da  nicht  nach  dem  Znsamnierdiange  zwiMcheii 
den  Coustanten  aOcdaöcd,  sondern  nach  demjenigen  zwiMcbeo 
den  C  o  e  f f ic  1  e  n  t  e  n  gefragt  war ,  vorher  mittebt  der  Glelcbnngeo 
(2)  transformiren  mOssen»  wodurch  wir  das  eine  oder  das  andere 
der  Gleiebungen-Paare. 

Thrii  XVi.  28 
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T  i  =F  T 

b«komni«D. 

Zur  besseren  Einsiebt  in  die  Bedeutuns  dieser  verschiedenen 
Doppelzoicben  ±  bedenk«  man,  dass,  im  rslle  die  CoefBcieDteii 
ABbDEF  sechs  bestimmte  wären,  aacb  der'  Kegelschnitt 

ein  ganz  bestinimtor  wHre,  und  dalicr  zwei  bestimmte  Asymptoten 
hätte,  und  dass  daher  die  Grössen  a  h  c  d,  je  nach  der  ver«icbie- 
denen  Ordnung ,  in  welcher  die  Asymptoten  ayf  einander  folgend 
gedacht  wfirden,  d.  h.  Jenachdem  der  Kegelschnitt  als 

(«r + ^  + 1)  (cdT 1^ + 1)  +  «  SS  0 

oder  aU 

(€är+rfy  +  1)  (aa:  +  6^  + 1;  +  e=0 

betrachtet  würde ,  auf  sweifaehe  Weise  durch  die  CoefBcienten 
ABDJ^  ausgedrücict  werden  IcOnnten,  da  man  der  GrQsse  a  eot« 

weder  denWei  tl»        f  VJJ--4A)  oder  den  Werth .^,(/)—V'/>-^7) 

aiiiertheilen  könnte,  hierdurch  aber  zugleich  bestimmt  wäre,  uckhe 
der  Zeichen  -f  oder  —  man  bei  den  liadicalen  der  drei  übrigeo 
Gftaen  6  e  d  nehmen  sollte.  Hätte  man  daher  ein  System 
tweier  Gleichungen 

• 

Ax^  +  By^-^Cxy -{-Dx-^Ey-^  F=0 
A*x^ + +  Cxy  -i-      -f      -i-    = 0 

mit  zwölf  bostimmten  und  den  Bedingungen  (3)  unterworfenen 
CoefGcienten,  sn  kimnte  man  zwar  die  Zeichen  oder  —  der  in 
a  und  a*  vorkommenden  Kadicale  H-illkiihrlich  auswählen;  es 
wären  aber  alsdann  die  Zeichen  der  \tk  h  v  d  h*  &  d'  vorfcomroea' 
den  Radicale  bestimmt;  und  es  uiire  daher  nur  auf  vier  verschie* 
dene  Weisen  moylich,  dass  unsore  Kegclschnitfe  eine  gemein- 
sciiaftlicbe  Asymptote  hätten,  nämlich  in  den  vier  Fällen,  woriu, 
bei  den  verschieaenen  Bedeutungen  von  a  nnd  a',  das  Gleicban- 

gen-Paar  stattiaude,  z.  B.  in  den  vier  Fällen: 
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da  die  aus  der  leterpretalieD  der  drei  Arigen  Ptare  Olticbviigeo 

a  =  c'  c  =  a'c  =  c' 
bz=:tV  dz^b'  d  =  a 

bei  vierfaeher  ßedeutvr^  der  a  und  a'  sieb  ergebenden  4x3=12 

Gleicbungen -Puare  re»*})ective  mit  den  vier  vorigen  identi-sch  sein 
würden,  die  \1  ültri^en  dagegen  der  10.  aus  der  CombiuatioB  der 
vier  DoppelzuK-hcn      der' Gleicbuugeu 

hervorgehenden  Fälle  keine  Asyniptoten-Coincidirung,  sondern  ge- 
w'isae  andere  Zusaiuiueiibänge  der  beiden  KegeUchnitie  uudeuteo 
wOrden.  Sind  nun,  wie  in  unserer  Aufgabe  der  Fall  war,  die 
CoeHicienten  AiSCDEF  alle  unbestimmt,  sovrciss  man  zwar  nicht» 
»veklie  die  vier  roinhiriationen  der  vier  Doppelzeiehen  der  Kadi- 
cale  seien,  welche  die  Gleichungen  (4)  zum  Ausdruck  des  üe- 
aitsea  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  machen;  man  weise 
aber,  daae  nicbt  alle  sechszehn  Combinationen  zugleich  als  mr 
gesuchten  Antwort  gehörig  betrachtet  werden  können  ;  sodaa«  ea 
zwar  erlaubt  ist,  die  Zeichen  der  in  a  und  a'  vorkommenden  awei 
Kadicale  als  zweideutig  zu  betrachten  und  die  Cileicbung 

als  das  =0  iSeiu  des  Productes  der  vier  Functionen 

m 

d.  b.  nacb  Entwickebing  ala 

(^'-^)* D)  iA'D^Aiy} 

zu  betrachten,  die  Zeichen  aber  der  übrigen  Radicale  aladann 
nicbt  mehr  wHHiabrilcb  aindr  and  ea  daher  nicht  «rlnnbt  lat,  auch 

22* 
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di«  Md«re  Gleicboog  in  ähnlicher  Wein«  raCionnl  na  machw,  nd 
fUn  Gleicbvngen* 

(A'-A)'^  (/>'-/>)  {A'D^A[>) 
(ß'—B)^ = (£'—£)  {B'E—BE') 

aUi  diejenigen  sfrei  Gleichungen  zu  betrachten,  welche  in  Verbin- 
dung mit  den  zwei  Gleichungen  (3)  die  Antwort  auf  unsere  Auf- 
gabe IV.  darstellen  sollten.  Denn  es  würden  diese  Gleichungen 
fö)  alle  lö  Conibinatiouen  der  Üoppeizeicben  der  Gleicbungeo  (4) 
daretellen,  und  daher  eine  Eigenschaft  ansdrficken,  «reiche  nicht 
nur  den  KegeUchnitten 

(2ar+3y  + 1)  (4a:  +     +l)-12=ac2+15y  +  22a:3^+6j:+8y— 11=0 
4.  i)(Cb4- 7y-f  I)--ll =122>42ty>4-32^4- ar+](V^ 

zukäme,  soodern  aucb  den  KegeiäcboitteD  • 

(lr+3y-f  l)(4a:  +  5^  +  l)— 12—8«*+  15y^»  +  22a:.y +6ar+8iy- 11=0 
(2*  +  4y  + 1)  (Ga: + 5y +1)  -11=  12*»+  "IS^ + 34iy  +  8» + 9jy-l(M) 

welche  statt  des  Besitzes  einer  genieinschaftiichen  Asymptote  die 


Eigenscbeft     ^*  besitzen. 

Es  sind  die  beiden  Gleichungen  (4)  auch  unter  anderer  Form 
darstellbar,  welche,  obschon  weniger  einfach,  in  gewissen  Fällen 

l  c 

jedoch  nützlich  sein  kann.  Da  nämlich  A=iaCf  so  ist  -s-stond 
daher  ^ 

 ^   D±\Ü^A 

Transformiren  wir  in  Ihnlicher  Weise  die  drei  Functionen 

so  nehmen  die  Gleichungen  (4)  folgende  Gestalt  an : 

D+V5^n_  &^  ^rt^-^Ä' 

3       -        3  ~ 
(ö)     

ß  F  ' 

Es  sind  diese  Gleichungen  (4)  oder  (0)  Resultante -Gleichungen 
der  beiden  (3)  und  der  noch  zu  findenden,  bei  jeder  CoeHicienteu- 
Wahl  zur  Asym|itoten-Concidhrung  eifoiderUchen  Gtekhongen 
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IT  kOnneu  daher  jedes  andere  Paar  Hesuitante  •  Gleichungen 
der  nKnilicheii  vier  Gieichuogea,  statt  der  beiden  Gleichungen  (4) 
o^ier  (0),  aU  die  Gleichungen  uneerer  jetzigen  Antwort  betracbteD» 
d.  h.  «vir  können  (lie  Gleicbangeo  (4)  oder  (6)  mittelst  der  Glel- 
chuneeri  (3)  transforniiren,  und  zwar  nicht  nur  durch  eine  blosse, 
aus  tier  Entvvickeluiig  als  erlaubt  8ich  ersehende,  Aonderunij  der 
Art  des  Zusammenhanges  der  Grössen  A  A'  l)  D\  w  ie  diejenige 
4ir  (4)  und  (6),  sondern  auch  durch  solch  eine  Aeuderung,  wobei 
s.  B.  die  unter  der  Forni 

gegebene  Gleichung  (4)  oder  (())  von  -den  Gruesen  D  und  Ü'  be- 
nreit und  zur  Form 

gebracht  würde.  Umgekehrt  kann  es  sich  daher  auch  sehr  »ohl 
ereignen,  dane  raan  raKtelat  einer  anderen  Metfaodet  ebne  dase 
daniro  ein  Fehler  in  die  Rechnung  eingeecblichen  vrSre»  ein  von 

den  Gloichun<;en  (4)  oder  (6)  verschiedenes  Paar  Gleichungen  ' 
zur  AntvTort  bekommen  hhttf.  Wie  z.  B.  der  Fall  gewesen  sein 
v^i'ir<le,  wenn  wir  zur  Erlangung  des  Ztisannuenhanges  ('2),  statt 
dessen  dass  wir  die  Gleichun?  (7=  r/r/  |  lir  uiibenützt  gelassen 
und  uns  nur  der  Nr.  1)«  'i),  4),  5)  bedient  hätten,  uii;»  auch  cler  Glei- 
chong  C^ad-^-be  beoient  bitten»  und  daher  o  als  Function  der 
vier  GrSesen  ABCE  bekommen  h&tten. 

Da  unsere  nach  der  vorigen  Methode  erhaltene  Antwort 
irrational  war  nnfl  nicht  rational  gemacht  werden  konntn,  ohne 
Mehrercs  als  die  gel'ragte  Antwort  ausziidnicken ,  so  wollen  wir 
versuchen,  mittelst  einer  anderen  Metbode  eine  Antwort  rationaler 
Form  zu  bekommen.  Wir  wollen  wiederum  die  vorige  Coefficien- 
teö-Wahl  nehmen ,  d.  h.  wo  die  Coefficienten  den  Bedingängen  (3) 
unterw  orfen  sind.  Es  ist  daher  der  erste  Kegelschnitt  unter  der 
Form  (1) 

Ax'^  ^By^\^i:xi/^Da:^Ey^F=(ax  +  (ex  +      +  l)  +  e=0 

and  der  zweite  Kegelschnitt  unter  der  fthnlichen  Form 

il 'j«  f       +C.r^+/>'a:+£'y>F'=(a'j;  f  6'^+ l)(c'd;-|-c^'yf  lHs'=0 

darstellbar,  statt  der  wir  jedoch,  mit  Inaehtnebmung,  dass  die 
Grossen  af  und  A',  sollen  die  beiden  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schafilicbe  Asymptote  haben,  respective  mit*  den  Grössen  a  und  6 
ideotisch  sein  müssen,  folgende  Focm  nehmen  wollen: 

Entwickeln  wir,  so  ergibt  sieb»  dass  die  zehn  Coefficienten 
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ABC  DE  A'RCiifE', 

den  vier  Bediosungeu  unterworfen  sind,  da«»  sie  iu  den  sechs 
GrOsaen  abed&d*  aifiMft  ausgedrückt  werden  kOnnes»  eed 
zwar  durch  die  sehn  Gleichungen 

A  =  nc    B=^l>d    ('=ad^bc    D  =  aic  E-b\d 
J'ssflc'  B'^bd'  Cssad  +Äc' i>'=tt+c'  £'=6+<f' 

so  dass  sie  susammenhüngea  durch  die  vier,  aus  diesen  sehn 
Gleichungeu  durah  Elimination  der  a  b  c  d  c'  tV  zu  bekommen- 
den Gleichunsen,  zu  deren  Erlangung  wir  dio  vier  letzten  Glel- 
cbuogeo  conibiuirea,  und  aus  ihnen 

e'— esD'^D  df-^^E'^E 

erhalten  Icönnten,  deren  Verbindung  mit  den  vier  ersten  uns 

A'"A^a(ir—ß)  B'-'B^biE'^E) 

würde  gegeben  haben;  und  wenn  wir  die  hieraus  «ich  ergebenden 
Wertbe  der  a^upd  6  mit  ihren  nach  der  vorigen  Methode  he> 
koiiiinonpn  Weichen  (2)  reepective  Identificirten,  so  erhielten  wir 
die  Gieichoogen 

welche  jedoch  xnu  den  Gleichungen  (4)  und  ((5)  nur  der  Form 
nach»  nicht  wesentlich  verschiedensein  würden,  da  si«;h.  durch  Ratio- 
nalmachung  aus  ihnen  ergSbe 

[Ä'— =x(i;'-Ä)»x(Ä«-4Ä) 

d.  h.  nach  Kntwickoliini;  di<^  (ileicliurii^cn  (5).  Die  beiden  dage- 
geu  bisher  unbenutzten  Gleichungen  liefern  uns: 

C=«l+4c=.(f)+4(^^), 

6'=  ad^bc=a  {E—h)  -\-b(D—a)  —  aE^b  JX—lab , 
C^ad' -k-bc'  =  a{E''-b)^^b{l)'-a)=iaE'-\^bD'--'2ah,  . 
C=^ad  -I-  6«;=  {D-e}d  +  {E—d^^^dD  ^  c£— 2cc{ » 
Cszod' 4- 6c'=(D'-.c')i«' +  (£'-^')«'= <''i>'+«'^-2c'd' 

u.  ■.  w. 

und  wefin  wir  hierin  die  Werthe 
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:ireo,  so  bekommen  nlr  für  die  gesachten  swei  Gleicbuo» 
unserer  Antwort  entweder  die  Gleichungen 

(J'-^A)  (B'^B)  {ly-D)  (E'-£)  (Q 

 : — .  a 

[oder  aber  die  Gleichungen 

iA'-^A)iE'—E)iE)  +  {B—B)  {D'-D)  {D) 
 E*  /y 

[oder  endlich,  wenn  keine  der  vorigen  Formen  uns  geftUt»  die 
[Gleichungen 

{A-A)(:E'-E){BD)  -f  {B'-B)  {W-D)  (AE)  • 
 B/r  AE'  • 

:=iA''^A){B'''B){C)  +  iD'-DliE'^E)i2AB) 
 :  C  2A'B' 

welche  Gleichunpni  alle .  obwohl  unter  ratlenaler  Form  clargestettt» 
nur  denjenigen  Keucischnitten  zutcomraen,  welche  eine  gemeio- 
sdiallUiche  Asymptote  haben,  nicht,  wie  die  Gleichungen  (Ö),  auch 

denjenigen,  welche  die  Eigenschaft  ^Z^^/  besitzen.    Denn  hätten 

wir  difr>  Grtissen     und  d*  den  GrSssen  ü  und  d,  statt  af  und 
den  a  and  6,  respective  identisch  gesetzt,  so  hätten  wir 

J'    1       B  -B  ,B_ B{E'-E) 
jj'^U  "^-W^  B  —B 

belconimen,  deren  Substitution  in  irgend  zwei  der  Werthc  der 
C  und  Ö  ms,  well  nur  der  Werth  des  o  mit  dessen  firOherein 
Wertbe  identisch  ist,  die  der  6  und  €l  dag  e^en  von  d^ien  frfihereii 
Wertben  verschieden  sind,  niemals  zwei  der  Gleichungen  (8)  hätt« 
Kefem  können,  sondern  uns  s.  B.  die  zwei  folgenden 

{A  ^A)(B'''B)(D'-^D)  (O 
—  'O 

=ziA-Af  {B'-B)'^-\  iD'-D)^{E'—E)^  (AB) 
■     «' —  A'  B' 

gefierert  haben  würde. 

Aus  unseren  auf  die  Aufgabe  IV.  bekommenen  Aiitwortsglei 
cbnngen  (4)  oder  (0)  oder  (7)  oder  (8)  wollen  wir  jetzt  die  Ant- 
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wort  xnr  allgemeineren  Aufgabe  Ul.  berzotelleo 
wir  also  ao,  daas  die  üieicbong 

eines  der  Kegelschnitte  der  Aufgabe  III.  eolcbe  CoefBciesIta 

hätte,  welche  der  Bedingung  (3)  unaerer  vorigen  Coefficienten* 
Wahl  nicht  j^onn^teT» ,  so  können  wir  immer,  durch  Multiplicinin» 
aller  Coeriicienton  mit  einem  unbestimmten  Factor  3,  uns  eio« 
neue  Function  zweiten   Grades  denken,   deren  CoeOicieoteD  dei 

Senaniiten  Aedingung  genügten,  d.  h.  so,  dass  man  idcififd 
Stte 

Durcb  EotwickeiuDg  ergibt  sieb 

oiVs=iu;  ßN=öd  fN==adi-bc  6IS=za-^c  iN=^b-^, 
ii'oraus  man 

,  » 

als  deiij<Mii<;on  Quotienten  bekommt,  welcher  hei  jeder  beliebicpa. 
die  L)ar.<>tfllbari(«it  unter  der  Form  (1)  betiitzendeu  Fuucüoo  ' 
ten  Grade«» 

« 

den  Werth  =1  hat,  bei  jeder  beliebigen  dagegen  dieser  Dtubl 
barkeit  ermangelden  Function 

«r* + y«y + Ar + +  C= 0 

allen  Coeflicieuten  vorher  als  Factor  sugeffigt  werden  rouss,  um 
der  Function  die  Darstellbarkeit  (1)  /n  p«  ben.  Substituiren  wir 
also  in  zwei  der  zur  Aiiti^abe  IV.  erhaltciuMi  Antwortsi^leichunsen. 
z.  Ii.  in  den  Gieioungeu  (G),  statt  AßD£  A'B'D'E'  iea^tiu 

ai\  diV,  (N,    c'i\\  ß'lS',  &JS\  t'JS', 

d.  b. 

so  sind  die  nach  gehöriger  Eotwickelung  sieb  ergebendes  Glei- 
chungen : 
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tt\^i^        "  a'S  '/-—ia'ßf 

diejenigen,  welche  die  gebuchte  Antwort  zur  Aufgabe  III.  aosma- 
ehep,  d.  b.  vrelcbe  genügeo,  um  jedem  Systeme  sweier  beliebigen 
Kegekcbnitte 

man  mSge  nun  ihre  sechs  und  sechs  CoefficieDten  mit  jedem  be- 
liebigen Factor  multipliciren,  jedesmal  aufs  neue  die  Ri^^'nsdmft 
des  Besitzes  einer  i^emeinscbaltlichen  Asymptote  zu  verschaffen. 
Hätte  die  andere  Antwortsform  (4)  der  Aufgabe  IV.  die  nämliche 
Verallgemelnenmg  erlitten,  so  bStteo  wir  die  Antwort  der  Auf- 
gabe III.  in  folgender  etwas  weniger  einfacben  Gestalt  belcommen: 

^yffir^ctß  ±  (yd— 2af)  _  2«V)_ 

•  Welche  aber  der  Antwortsformen  ( l)  oder  (0)  oder  (7)  man  auch 
gewählt  hätte,  immer  würde  e»  uns  nicht  erlaubt  sein,  die  durch 
Verallgeroeinerung  «ich  ergebenden  Gleichungen  ohne  Aeiulerung 
der  Bedeutung  beide  zugleich  rational  zu  machen,  aus  der  nSm* 
liehen  Ursache,  wesshalb  die  (jHeichunircn  (4)  oder  (6)  oder  (7) 
selbst  nicht  beide  zuiileich  rational  gemacht  werden  dürfen.  Wol- 
len wir  daher  die  Autwort  zur  Aufgabe  Iii.  iu  rationaler  Form 
bekommen»  so  mflssen  wir  in  irgend  einem  der  Gleichungen- Paare 
(S^  die  Coeflficienten  AA'BB*  n.  s.  w....  durcb  die  allgemeineren 

a(y'^--iaß)         a' (y"^—4a' ß')  _ß(y'i-^4aß) 

ersetzen ,  woraus  sich  ein  Svstem  zweier  Terwickclter 
Formeln  ergibt»  deren  Entwicicelnng  Dier  f&giich  unterwegs  bleiben 
darf. 

Wir  wollen  jetst  nochmals  die  gefragte  Antivort  auf  die  Auf- 
gabe III.  zu  bekommen  suchen,  diesmal  aber  mittelst  einer  an- 
deren Coefficienten-Wahl,  d.  h.  mittelst  der  Losun^^  einer  anderen 
intermediären  Aufgabe  IV.  Es  sollen  nämlich  die  zwölf  Coef- 
ficicnten 

ABCDEF  A'B'Ol^E'F' 

jetzt  nicht  den  Bedingungen  (3),  sondern  den  lie<lingungen  A  —  i 
unterworfen  sem  nnd  sieb  daher  auf  sehn  redndren.  Neb- 
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meo  wir  Jetzt  die  er$t(>re  unserer  beidea  Gleidrangeii,  eo  kSauea 
wir  immer  ideotiecb  setzen 

ar«+i5i/»+  Cr//  +  Z>j: F=  {x-\-py^q)  {x  +  my^n)  +  r, 

und  zwar  ohne  dass  wir  dio  Coenicienten  ßCDEF  irsend  einer 
neuen  Uedin^ung  zu  unterweri'en  brauchen;  welches  letzte  dage* 
ßen  der  Fall  getvesen  sein  würde,  wenn  wir  ansere  Gleicbnng 
der  Darstellbarkeit  unter  der  Form  (1)  unterworfen  hätten.  l)ur<^ 
Entwickeln ng  ergibt  sich,  dnss  die  vier  Coel'ücienten  BC.D£i  in 
den  vier  Grössen  p  q  m  n  durch  die  Gleichungen 

B  =pm  C— 1>  +  w  />  =  9  +  «  K=zpn  +  (jm  . 

und  daher  umgek^rt  die  CiKtssen  p  q  m  nxxk  den  Co«flicienten 
durch  die  Gleieliangen 

1        ^  CD— 'ÜB 

ausgedruckt  werden.  Betzen  wir  ebenso 

so  ergibt  sich,  als  die  zum  geroeinscbaftlichen  Besitze  einer  Asymp- 
tote nothwendiiro  Hedingnng,  das  Ntattlinden  des  einen  oder  de» 
anderen  der  viex  lolgenden  Gleichungen -i^aare 

» 

p^p'   p  =  m'    m=zp'  m^mf 
d.  h.  das  Stattündeu  der  beiden  Gleichungen 

bei  irgend  einer  von  vier  gewissen  ms  den  sechszehn  möglichen 
Combinationeu  der  in  ihnen  vorkommenden  Doppelzeichen  +. 
Ersetzen  wir  nun  in  dieson  Anw  ortsgleichnngen  unserer  jetzigen 
Aufgabe  IV.  die  Coeflicieiiten  BB' CO  u.  s.  w.  respective  durch 

^  2/  ^  ^  u.  s.  w.,  so  bekommen  wir  die  Antwort  der  Aufgabe  lU. 
0  er  tt  Cr 

unter  folgender  Form: 
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Hätten  «ir  diejenii^e  Coeflicienten-NVahl  cjenonimen,  wo  nicht 
A=^l  A'=\,  soDdero  B^l  B'^i,  80  hätten  wir  durch  eine 
äbnliciie  ArgumeDtation  die  Antwort  auf  die  Aufgabe  HL  uoter  der 
Ferin 

bekommen,  vvobei  jedoch  in  beidon  Fallen  zu  beachten  ist,  dass 
7.\var  eine  beider  tireicbungeo «  z.  B.  die  ertitere«  rational  gemacbt 
und  zur  Form 

(9)  («'y-«/)  tf'y-AO + («'/l-«/J^ =0 

£;el)ra(ht  tverden  darf,  die  gleichzeitige  RatioBaLnachaDg  aber  der 
anderen  oieht  erlaubt  ist. 

Da  jede  uoaerer  beiden  letaten  r<»cnicienten>\Va)il(>n  eine 
unsymmetrische  war,  d.  h.  eine  andere  in  liezug  huf  A,ß,D,K, 
als  in  Bezui;  au(/i,A,E,fJ,  so  bekommen  wir  in  diesen  beiden 
Fällen  die  Antwort  der  Aui'uahe  III.  in  unt>Ymmetrii»cher  Form« 
Und  xwwr  bekenmen  wir  jedesmal  nur  eioe  eer  bddeo  Gleichun- 
gee,  welche  die  nach  der  vorigen  Metkode  bekommene  symme- 
trische Antwortsforni  der  Aiif'sabe  III.  ausmachten.  Dio  andere 
unserer  jetzigen  (jleichun^en  drückt,  nenn  wir  die  Cotangenten 
der  zwieebea  der  Coordiiiateii«Axe  jf==0  und  den  Asymptoten  der 
Kegelecbnitte  begriffenen  Winkel  f*  nennen,  die  Bedingung  aae> 
dase  sowohl 

fi=^-^-^;  

als  auch  (10) 

^        ^  ' 

d.  Ii.  die  Bedingung,  dass  eine  der  b^den  Asymptoten  des  ersten 
Kegelschnitts  eine  des  zweiten  zwar  niclit  decke,  aber  doch 
Ihr  parallel  laufe,  d.  b.  die  Bedingung,  da«s  von  den  vier  Durch* 
scbDittspunkten  der  Kegelschnitte  einer  unendlich  vom  ('oordina- 
teo- Ursprung  entfernt  bSL 
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Eine  andere  Methode,  die  Aufji^be  III.  su  litoeo,  ist  folgeode: 
Stellen  wir  uns  die  gegebene  l^rage  Hl.  anter  folgender  etwss 
Teränderten  Form  vor: 

Y,  Aus  allen  den  individuellen  Kegelselinittif-Paaren,  welehe 
maa  bekomm^  wenn  man  im  Ausdrucke 

a'x^  +  /Jy  +  y'xy  -^d'x  +  «'y +r  =-0 

den  CoefBcienten  o,      u.  s.  w.  .  .  .  a',  ß\  o.  s.  «r.  alle 

möglichen  reellen  VVertlie  zuertheilt»  diejenigen  auszusuchen, 
denen  die  Eigenschaft  des  gemein0cballUicbeD  BesiUes 
eiuer  A^yiuplote  zukommt'/  ' 

Um  nun  zur  vollständigen  Antwort  dieser  Frage  V.  zu  gelangen, 
(d.  h.  zu  einem  Ausdruck,  welcher  alle  die  eine  gemeinsi  haftliclie 
Asymptote  besitzenden  Kegelschnitts -Pnare  enthält,  wuilcn  w'xi 
von  einer  particulären  Losung  ausgehen,  d.  b.  von  einem  nur 
einige  dieser  Kegelscbnitts- Paare  darstellenden  Ausdruck,  z.  B. 
vom  Ausdruck 

+     + 1)  +  +*=:0 
%  + 1)  -I-  t=ffxyA-h*y^  \  0,  i 

welcher,  nenn  nian  den  (»rö.ssen  g  h  k  tj'  h'  k'  alle  mögli- 
chen Werthe  /.uertheilt,  alle  möglichen  Kegelschnitts -Paare 
ausdrfickt,  «reiche  die  Ooordinaten-Axe  ^  =  0  zur  gemeinschall' 
liehen  Asymptote  haben  und  daher,  ausser  den  geforder- 
ten zwei  nedirtgungen  der  Asymptoten  -  Coincidirung,  auch  nocb 
den  zwei  anderen  unterworfen  sind,  dass  die  geraeinschattliclie 
Asymptote  senkrecht  zur  Axe  .ir=0  laufe  und  dass  sie  den  Coor- 
dinatrii-Ursnrung  durchstreiche.  Ks  enthfilt  nun  aber  der  erstere 
der  Kegelschnitte  unserer  particulären  LnsuTicj  nur  drei  Unbestimmte 
g  h  k,  und  ist  daher,  da  ein  ailüeineinor  Kegelschnitt  deren 
länf  enthalt,  5 — 3=2  Bedingungen  unterworfen,  nämlich  dass  eine 
Ihrer  Asymptoten  senkrecht  zur  Axe  .^=0  laufe  und  den  Punkt 

yz=0  ^"""chstreiche,  d.  h.  es  sind  ihre  durch  Entwickclung  sich 
ergebenden  Coeflicienten  nicht  die  allgemeineo  der  Gieichaogsform 

sondern  zweien  |Bedingui)gen  unterworfen ,  und  zwar  zweien  von 
der  Coeflicienten •  Wahl  unabhängigen:  erstens  nämlich  dass  a=:0, 
zweitens  dass  die  Tangente  des  zwischen  der  Asymptote  nnd  der  Axe 

^=0  begriffenen  Winkels  sowohl  =  —  ^,  als  auch 

-  w 

sei,  d.  h.  dass  man  habe  a£*  f  |3Ö*  — yöf,  d.  h.  dass  die  Darstoll- 
barkeit  unter  Form  (1)  im  Allgemeinen  unmöglich  sei.    Und  auch 
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der  zweite  Kegciscboitft  der  particuUireD  Loeuug  ist  zweieo  äho- 
iicbeu  ßediDgungen 

tf  =0  und  /dV  -  jJ'd*— «'«^=sO 

• 

unterworfen.  E.s  war  aber  in  der  Frage  V.  nach  einem  Systeme  zweier 
Kegelsehoitte  gefragt,  deren  jeder  an  eich  ^ans  allgemein  w8re, 

sodass  nur  das  i^anze  System  sich  durch  den  Besitz  einer  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  specialisirte.  Soll  daher  unsere  particulSre  Lösung 
die  voiistän(ii<^e  Lösung  der  Frage  \.  werden,  so  müssen  wir 

{'edem  beider  Kegelschnitte,  damit  sie  die  allgemeine  werde,  zwei 
Jnbestimuite  zu  ihren  drei  vorigen  hinzufflgen,  d.  h.  wir  müssen 
sie  betrachten  als  einen  speciellen  Fall  eines  allgemeinen  Kegel- 
schnitts, welche  aus  dem  primitiven  durch  eine  in  zweifacher  Hin- 
sicht unbestimmte  Transformation  entstanden  sei.  Wir  würden 
ftberaoi  diese  Weise  dem  Systeme  2x2=4  Unbestimmte  hin- 
xufflgen,  sodass  es  6-1-4  =  10  d.  h.  die  zum  Ausdruck  eines  allge- 
meinen Systems  zweier  Kegelschnitte  noth wendii^o  Anzahl  voo 
2x5  Unbestimmten  bekäme  und  daher  keineswegs  die  in  der 
Frage  V.  gefragten  speciellen  Systeme  von  Kegelschnitten  aus- 
drackctt  wurde.  Wir  mflssen  daher  nicht  jeden  Kegelschnitt  an 
sich,  sondern  beide  zugleich,  mit  Beibehaltung  ihrer  relativen  Lage, 
verallgemeine'rn  durch  eine  zwei  Unbestimmte  •&  x  enthaltende 
Transformation,  wodurch  wir  die  Lösung  der  Frage  V.  d.  b.  den 
6-|-2=8  Unbestimmte  entbalteoden  Ausdrack  eines  den  10--8=^ 
Bedingungen  der  Asymptoten*Coincidirung  unterworfenen  Systeme« 
zweier  Kegelschnitte  bekommen.  Vml  um  hiervon  zur  Lösung 
der  Frage  III.,  d.  h.  um  vom  Ausdrucke  selbst  zum  Zusammen- 
bange seiner  Coefficienten  zu  gelangen,  stellen  wir  die  zwölf  Coef- 
ficienten  unseres  erhaltenen  Aasdrocks  respective  den  zwölf 
Coeflicienten  eines  allgemeinen  Systems  zweier  Kegelschnitte  gleich; 
wol)f'i  jedoch  zu  beachten  ist,  dass  die  zwei  Gruppen  der  seehs 
Loellicienten  unserers  Ausdrucks,  weil  sie  jede  mit  einem  gemein- 
scbaftlleben'Paetor  mnittplicirt  werden  dflrten,  nicht  die  allgemeinen 
der  Aufgabe  III.,  sondern  die  bestimmten  der  Aufgabe  fV.  sind, 
uod  daher  den  swdif  Coefficienten 

ABCDEF  A'B'CD'E'F* 

eines  bei  irgend  einer  bestimmten  Coefficienten- Wahl  stattfinden- 
den Ausdrucks 

respective  gleichgestellt  werden  müssen,  aus  welchem  System 
Ton  swolf  Gleichungen  wir  durch  Elimination  der  acht  Grossen 
ghf:  fj'li'kf  die  Terbngten  vier  Gleichungen  «riscben  den  swGif 
Ooefttcienten 

ABCDEF  A'B'CD'E'F^, 

d.  h.  die  Lösung  der  jedesmaligen  Frage  IV.  bekommen;  woraus 
alsdann  weiter,  wie  Irfiner,  die  Antwort  der  Aufgabe  UL  abgeleitet 
werden  muss. 
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Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  das8  nicht  jede  beliebige,  zwei 
Unbestiminte  enthaltende,  Transformation  dam  freeigact  ist,  mmm 

fiarticuläre  Lusuns  Jer  Frage  V.  in  die  vollstÜndise  abzuänden. 
fehmea  wir  s.  B.  diejenige  Transformation,  wobei  die  illm 
€oordinaten  ±  und  y  respective  durch  neuere 

ersetzt  werden»  eo  bei^onlnlen  wir  den  Aoedrack 

(Asin*^  h^rsin^cos^)^^  +  (hcos^&—gsin»cas^)t/^-i^[g  (cos*^— sia»fr| 
-I-  2AsiD^cos«Ja;y-t>.....  -f  (^Hl)  (ain^)^  -f  (!fH^Kci»e)^tc4 

und  wenn  wir  die  eo  bekommenen  swSlf  Coeflicienteii 
den  z^vüirCoefficienten  AA'BB  u.e.w.  gleichstellen,  bei 
nnnitlelbar 

— tg^=^,' d.  h.  ÜE-D'E=^Q 

d.  h  einen  Coenicicntenzujianiinenhang,  ivelchen  wir  durch  Vcm 
der  voricren  Methoden  als  der  Kigonschaft  der  As\  mptoCen-C«ioo- 
diruns  zukomiiuMid  gefunden  haben;  und  dorh ,  »mmmi  er  uirkliik 
ihr  zukäme,  hätte  er,  da  er  ein  von  der  Coenicicrilen 'Wahl  uiwir 
hängiger  ist  und  daher  durch  de'— d'e=:0  dargestellt  werden  lEa^ia 
entweder  eine  der  Gleichungen  (11)  oder  doch  eine  ReedlMli 
dieser  beiden  Gleichungen  sein  sollen.  Es  ergibt  sich  dann  uA 
bei  näherer  Hetrachton«;,  das»  wir  nicht  die  vollständige,  «oadcft 
eine  neue  particuliire  Lösung  der  Frage  V.  Iiekonunen  haben,  so- 
dass unsere  Gleitliung  öe' — b'i  —  0  nur  denjenige  n  KeueKschniffS' 
Paaren  zukommt,  welche,  ausser  den  beiden  iCigeu»chaltefl 
Asymptoten-Coincidirung,  noch  durch  eine  dritte  Eigenschall  apc» 
alibirt  sind.  Es  ist  nämlich  unsere  Traaslbraiation  zq  betracnten 
als  eine  Translation  der  primitiven  Figur  parallel  der  Axe  ^=^'. 
d.  h.  als  eine  Ersetzung  der  x  und  «  durch  neue  Coerdiailfli 

yi-.y  »  der  eine  Umdrehung  um  den  Coordioaten-ÜrspiM|, 
d.  h.  eine  Ersetzung  der  x  und  y  durch 

y =.rai  n^ -f  ^coH^ 

iiachsefolgt  »äre.  Es  ändert  nun  aber  die  erstere  dieser  pirtid 
len  Traneformalionen  die  gegebene  particuläre  Losung  io 
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d.  b.  in 


(3,)(r;"x  +  ry+l)  +  r-0 
Ö)(l7"'«+Ä«'y+1)+F'=0 

• 

und  ist  daher  eigentlich  nicht  als  Verallgemeincratig  zu  hetrach- 
ten,  sodaj<s  die  ganze  Doppel- Transformatioo  als  aus  der  einlachen 
Traosformation 

bestehend  und  daher  nur  eine  einzige  Unbestiinnite  der  parti- 
culäreii  Lösung  zuführend  zu  betracliten  ist,  sodass  diese  particu- 
läre  Lü«un<^  von  ihren  vier  Specialisiriuigsbedingunuen  nur  die 
einzige,  dass  die  gemeinschaftliche  Asymptote  senkrecht  zur  Axe 
«rzU  laufe,  Terioren  bat»  die  zwei  Bedingungen  dagegen  der 
Asyniptoten-Coincidirung  und  die  dritte,  dass  die  genjeinscnallliche 
Asymptote,  d-  h.  die  Vereinigungs-Cicrade  heider  K^elschnitts« 
Centra,  diin  Coordinatcn- ürspruni^  durchstreiche,  nocn  behalten 
hat:  lind  diese  dritte  Hedinuiin«;  wird  eben  durch  die  erhaltene 
Gleich  uug  öi' — ö'e=0  ausgedrückt. 

Wir  müssen  daber  die  Verallgemeinerung  auf  andere  Weise 

einrichten,  z.  B.  die  Translation  „t^„      der  Umdrehung 

.t'  —  A'cosi>— ^sin^ 
y' = ^sin^  +  ifcos^ 

oicbt  TorausgebeDy  sondern  folgen  lassen,  und  daber  die  Tiaasfor- 
Buttlon 

a?'=:rcos^— 3^8in^  +  ilcos^ 
y  ss^psin^  -|-  ycos^  +  ilsin^ 

iienutsen;  oder»  wenn  wir  statt  der  Translation  ' die  an- 

<lwe  yt^^^  ^  nehmen,  können  wir  diese  der  ürebutig 

0?  sind  -|-  y  cotf  d 

entneder  folgen  oder  vorangehen  lassen.  Nehmen  wir  letzteren 
Fall  und  ersetzen  wir  daber  die  Coordinaien  x  und  y  unserer 
particulSren  LOsnng  dultb 
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so  bekommen  wir  den  Ausdruck 

(AeiD«»  +^«iii«co8d);r«+  (Acoe^a-^in^cosO)  y^-f  (ftcoe*»-^^ 

+  2*siiUhJ08^]j-^+  4-  [(2ft»-f  l)sinO  +  .9XcosdJjr 

(A'siD«d+^8iii«co»e)«H(Ä'coa«^-pVio^08^)^Hiy(co^*^-^^ 

'  +2*'«ioOcos{>J./w/  f  +  [(2ä'x  +  l)sinO+^«»e*> 

Multipliciren  wir  jetzt  Alles  mit  sio^,  setzen  wir  zur  Abkürzung 
Gotg^  s  fi  nod  (deotificiren  wir  unsere  swOlf  CoefBdeotee  afi 
den  Coefncienten  AA*BB  u.  s.  w.^  so  bekommen  wir  dae  fkf^m 
der  zwOlf  Gleichungen 

^   &k%\im9*i»)  ^_(2A»-H;fi-(/yx)  ,^_Ax*+x+Ä 

Sondern  wir  aus  liea  vier  er«»ten  Gleichungen  die  Grüssen  gtf  'kk 
ab,  80  bekommen  wir 

S  ^  9  n 

und  substituireii  wir  diefies  in  die  Wertbe  der  C  undC\  eo  eigiM 
eich 

aas  welchen  Gleichungen  eich  die  beiden  Werthe  (10)  der  Gritaft 
I»,  und  daher  durch    deren   Gleichstellung  die  Gleichung  (tü 

ergibt.  Um  die  übri<;en  Gleichungen  der  gesuchten  Ant^vort  zo 
bekommen,  iiehmni  wir  aus  den  zwulfGieicnungeo  die  ^ir•  (7)«  (^)» 
(9),  (10),  und  verbinden  sie  zu 
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vioraus  wir  bekouiiueo 


und  wenn  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  des  ft  dessen 
beiden  vorher  erhaltenen  Werthori  (10)  respecti?e  gleichatellen, 
bekouinieu  wir  zwei  oeue  AutworUgleichungeD: 


(12) 


\iD'-^l)(A-^B)-iD-\)iA'-\-B')    C^dbV  C-MA'ßf 
£{A'-\-ß')-£xAiB)      ^  ,  2A' 


XM  durch  eine  etwas  andere  ElDrichtans  der  Elioünation  konnten 
wir  diesen  drei  Gleichungen  leicht  noch  eine  vierte  hinzufilgen 

und  ao  die  vollständige  Lösung  nnserer  jetzigen  Aufgabe  IV.  be« 
kommen.  Von  diesen  Gleichungen  ist  die  erste,  d.  h.  die  Glei- 
chung (9),  eine  von  der  Coeflicienten-Wahl  unabhängige;  die  übri- 
gen dat^egen  linden  nur  bei  unserer  jetzigen  Coenicienten -Wahl 
statt.  Üod  es  ist  diese  eine  von  den  vorher  benützten  verschiedene ; 
denn  der  die  Natar  der  Coeffidenten  -Wahl  aasdrückende  Zoeam- 
menhang  zivischen  den  sechs  Coeflicienten  einer  Kegelschoitta- 
aleichung  ist  hier  nicht  das  sich  zu  fünf  lieduciren  der  sechs 
roeflicienteii  fxler  die  Darstellbaikeit  der  Gleichung  unter  der 
i'orni  (1)«  sondern  es  ist  ihre  Entspringbarkeit  aus  der  Form 

niittebt  der  Tran«ilomiation 

= :zrco8^ — ^sin^ 

Rodaaa  der  In  der  Antwort  angegebene  Zuaammenhang  nicht  mehr 
—  wie  früher,  da  die  Gleichungen  (4)  üie  Antwort  darstellten»  der 
Fall  war  —  den  Coeflicienten  der  Gleichungen 

(Sa^f3y'f  IXao^fr^l^l)  - 11  ^ISiiS+Slyft-f  32ay+av-|-  tOy-10s=:0 

zukommt  f  dieser  Zusammenhang  (12)  dagegen  den  Coelficienteo 
itt,  doreh  M nitiplicirnng  der  vorigen  Gleichungen  mit     sich  er- 

gebenden  Gleichungen 

16  ,    30  ,    44        12       16      n  ^ 
Theil  Wl.  2.1 
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tukommt.  Wollen  uir  nun  weiter  aus  der  erbalteocn  Aatwert 
sur* jetzigen  Aufgabe  IV.  die  zur  Aufgabe  III.  herleiten,  ao  musr 
sen  wir  in  t!«Mi  (iicic  hiins2:en  (VI)  nebst  zwei  anderen  bei  der  nim- 
liehen  Coellicienten  -  Wahl  stattlindenden  Gleichungen,  die  Coef- 
ficienteu  AA'IiB'  u.  s.  \\.  respettive  durch  aiV,  a'iV,  jprÄ, 
u.  s.  \v.  ersetzen,  wohei  N  und  iV  respective  die  unbekaiilllie 
Functionen  der  allgeiueinen  Coeflicienteu  ajSydfJ:  ood  ä'ß'y'd'^f  ■» 
deuten,  deren  jede,  wenn  sie  mit  den  ^ecbs  Coefficienten 
einer  beliebigen  KegeUchnittsgleicbung  multiplicirt  wird,  diese  ra 
den  <  oefticienten  unserer  jetzigen  Wahl  ahandert;  aus  welche» 
Systeme  von  vier  («leichuni;et)  sich  alsdann  einerseits,  durch  Ab- 
sonderimi;  der  A  iük!  A',  der  Werth  dieser  unhekaunteu  Factow 
andererseits ,  durch  Elimination  der  JS  iqid  iV,  die  Anhfett  mt 
Aufgabe  HL,  d.  h.  die  eeauchten  von  der  CoefEclenten-WaMaii* 
abhiingigen  ztvei  Gleicliangen  iwiacben  den  Gritosen  «fpl 
afßYfrC  Qnden  liesse. 

Kei  dieser  Methode  der  Lösung  der  Aufgabe  iV.,  wo  iMi 
sich  einer  gewissen  particularen  Lösung  als  Hfilfsniittel 
lansung  der  vollst&ndigen  bedient,  fangt  man  nicht,  wie  bei  wi 
vorigen  Methoden,  damit  an.  eich  iri^end  zwei  bestimmte  Coeü* 
cicntcn-Gruppeu  auszuwählen;  map  lässt  vielmehr  die  CoefBcien- 
ten-Wahl  unbestimmt,  his  man  die  vollst.itidiiic  Lösunj;  der  Frage 
V.,  d.  h.  den  Ausdruck  der  verallj^enieinten  Kegelschnitte  beko»- 
men  hat.  Und  jetzt  erst  wählt  man  sieb  eine  bestimmte  Art  d« 
Coefficienten  aus,  je  nachdem  man  die  erhaltenen  GieichoBg« 
niivcrändert  läeat  oder  aber  sie  mit  einem  oder  anderen  Fa^M 
multiplicirt  Hätten  wir  z.  B.  unsere  Antwort  zur  Frage  V.,  statt 
sie  mit  sin^  zu  ninltlpliriren ,  ungeändert  gelassen  oder  aber  .««it; 
durch  sin^  oder  siu-Ü^  u.  s.  w.  dividirt,  so  hätten  wir  statt  (iii 
andere  Gleichungen  bekommen. 

Wollen  wir  bei  unserer  jetzigen  Metbode  die  CoefScieelm' 
Wahl  nehmen  der  Bedingungen  (3),  d.  b.  der  Darstellbarkeit  un- 
ter Form  (I),  so  müssen  »vir  beachten,  da:-is  der  zur  Antwort  iw 
die  Frage  V.  erhaltene  Ausdruck  die  Form  hatte: 

[a;sin^  -f  ^cos*  +  xj  [(Asint> + ^cos^)j:  -|-  (Äcos^— «/sind)  y 

+(A»+l)j+4=fl 

[orsind+ycosd  -|-  x]  [(ÄVmd+^oonl^)«  -|-  (A'cosd^'siod)  y 

-|-(/*'x+l)]+i'=0 

sodass,  soll  jeder  Factor  der  in  den  ersten  Teruien  der  GleicboD 
gen  vorkommenden  Producte  die  Einheit  zum  Qoefficienten  ihn» 
mit  X  oder  «  nicht  moltiplicirten  Terms  haben,  entemi  ItM* 
Gleichungen  ddreh  x,  zweitens  die  erstere  durch  As-|>l,  die  iweH» 
durch  A'x-f-l  dividirt  werden  muss.  IdentiGciren  wir  nach  viÄ* 
fiihrter  Division  die   erhaltenen   awulf  Coeflicienten 
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•mit  den  CoeflioiMrten  AA'BB*  u.  c.  w.  mul  setzen  wir  wiederum 
lurAUrilnKmif  cot|{>frnfi,  so  Mommen  wir  die  zwMfGlelchuiigtiii 

^-555+1)0^+1)  '^■~«(A'ji  +  l)Oi»  +  i) 

a.  8.  w.y  woraus  wir  bdioinnieii: 

^^»-^  j+Ä    ^"  ji^"lP+F' 

und  wenn  wir  diese  Werthe  der  vier  Grössen  fff  ff',  Ax+l,  A'x+l 
io  die  Wertlie  der  D  und  i}'  subttitairen,  erlialten  wir  nacli  ge- 
höriger Kednction 

%(A'x+i)yVn  «V/i-^i^i 

und  wenn  wir  die  liier^ius  sicli  ergebenden  Werthe 

JJ± \  W-Al    ^  />  ±  S/  D'^—AA' 


einander  gieiclistelien,  bekommen  wir  die  erstere  der  Gleichungen 
(6),  wSbrend  die  zweite  In  fthnlicber  Wdse«  nur  mit  einer  Icleinen 
Aenderung  der  Eliminationsweiee,  gefundeu  werden  wirde. 

Nachdem  wir  nun  die  Aufhüben  III.  und  IV.,  und  daher  auch 
die,  beide  enthaltende,  Aufgabe  I.  gelöst  haben,  wollen  wir  einen 
anderen  Fall  betrachten,  worin  zwei 'Kegelschnitte   auf  solche 

Weisf  ziisaminenh.nmeri,  (fass  zwei  ihrer  vier  Durciisci)nittspunkte 
f^ich  uiteiidlicfi  vom  (  oordinatoii  Ursprung  entfernen.  Wir  wollen 
uns  nämlich  die  Aulgabq  stellen: 

VI.  Wie  müssen,  sollen  dio  beiden  reellen  oder  imai^inSren 
Asymptoten  einesi  Kei<ci.si:hi)itts  rcspective  den  beiden 
eines  anderen  paraliei  iatilen,  diu  Coeflieienten  beider 
Kegelschnittsfileichun^en  sMsammenbangen? 

So  wie  wir  nun  oben  die  Anlüabe  1.  in  die  alip;cnH>inere  III.  und 
le  die  specieUeren  IV.  getreimt  haben,  so  könnten  «vir  auch  hiec 
uimere  Aufgabe  VI.  n  eine  allgemeinve  und  in  veraehiedeiie 
■imielieie  trennen.  .  Wir  wollen  dieees  jedoch  unteihmeen »  id« 

89* 
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wii  «ogleich  die  Antwort  zur  aligemeinereo  Aufgabe ,  d.  Ii.  ^toa 
von  der  Jedesmaligen  Coefficieoten-Wabl  anabbängi^^en  Coeflleie«- 

tenzusanimenhang  bekommen:  Denn  nennen  nir  wiedemm  fi  die 
Cotangenten  der  zwischen  Asymptote  und  Coordinaten-Axe  y— 0 
begriffenen  Winlcel,  so  sind  die  Asymptoteu-lUchtungen'der  bei- 
den Kegelscbnitte 

aar« + ftvH  y«if + +   + = 0 

reiipective  durch  die  beiden  Wurzeln  der  GleicbuDg 
und  dnrcb  diejenigen  der  Gleichung 

gegeben.  Soll  -dabttr  den  in  der  Anfgabe  VI.  geateHten  Forde- 
rungen genQgt  werden«  so  müssen  die  beiden  Wurzeln  der  ersteren 
Gleichung  gleich  denen  der  zweiten  sein,  d.  fa.  es  müssen  die  beiden 
Gleichungen  selbst  identisch  sein :  was  nur  entweder  so  möglich 
ist 4  dass  die  drei  Coot'ücienten  a,  ß,  y  den  drei  Coefiicienteo 
a*,  ß',  /  respective  gleich  sind,  oder  aber  so»  dasssie^von  Urnen 
nur  durch  einen  genieinschaftlichen  Factor  verschieden  sind.  Wir 
eriiaiteo  daher  aogleich  zur  Antwort  auf  die  Aufgabe  VI. 

«  — ^  -  y  **•     ßf-ßy=,0 ' 

Wir  wollen  jetzt  einen  dritten  Fall  betrachten,  worin  den  Forde- 
rungen der  primitiven  Aufgabe  genügt  wird:  IStellen  wir  uns  also 
die  Aufgabe: 

VII.  Wie  müssen  die  CoelTicienten  zweier  Ke^eischnittsglei- 
chuDgen  beschaffen  sein,  damit  einer  beider  Kegelschnitte 
sieh  an  einer  Geraden  redueire»  und  daher  von  den  vier 
In  endlicher  Entfernung  vom  Coordinaten-Ursproog  liegen- 
den  reellen  oder  imaginären  Durchsclinittspunkten  der  zwei 
Kegelschnitte  nur  .zwei  uhna;  bleiben,  nämlich  diejenigen 
der  Geraden  mit  dem  sieb  nicht  zu  einer  Geraden  reduci- 
renden  Kegelschnitt? 

Wir  bekommen  sogleich  zur  Antwort,  dasa  das  System  der  aw«i 

Kegelschnitte 

+ /V  +  Giy + + iSf + F = 0 

obigen  Forderungen  genucit,  wenn  entweder  die  drei  Gleichungen 
A=0  B=0  CA=H)  zu&leich  stattfinden,  oder  aber  die  drei  anderen 
A'ssO  CsO.   Und  60  Ist  diese  AntworUform  einigermas- 

•«  von  der  Coefficienten-Wahl  unabbSngig,  d»  sie  die  laihreit 
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■tobt  aar  bei  derjenigen  Coefliclentea-WabI  danrteilt;  wo  dieCoef- 
ioenten  F  und  F*  respective  ai»  Efnbeiten  ar}genommea  werde» 
nod  die  zwölf  Coelficienten  eich  daher  auf  zehn  redudren,  eondem 
auch  bei  derjenigen,  wo  i?=l  E'=z\  gesetzt  wird,  so  wie  auch 
bei  fler  dritten.  Wo  IJ=zl  =  Bei  den  drei  anderen  CoeflI- 
cieoteu  Wahlen  dagegen 

A^l  B^i  C=i 
A'=:\    B'-J  C=l 

rau88  die  erhaltene  Antwortsform  durch  diese  ersetzt  werden, 
da!«s  die  zur  Aufgabe  Vil.  erforderliche  Coeflicienten- Beschaffen- 
heit entweder  ans  dein  Zu«>aniinenbeätehen  der  drei  Gleichungen 
Z^=30  £^=:X)  F=:x,  oder  aber  au8  dem  der  drei  4[jileichungen 
B'sfoo  £'=rao  #^=90  bestebt.  Bei  allen  CoefÜGienten- Wahlen 
endlich,  wo  die  zwölf  Coeflicienten »  ohne  duss  sie  sich  auf  sebn 
reducirteu,  irgend  zweien  Bedingungen,  z.  B.  den  Bedingungen 
(3)  unterworfen  werden,  kann  man  entweder  die  eine  oder  die  an- 
dere Antwortsform  nehmen.  Eine  dagegen  von  der  CoeflBcienten- 
Wahl  ganz  unabhängige  Antwortsforni  zur  Aull^ube  VII.  wäre  ciu« 
Zwuniiieiibeatehen  entweder  der  drei  Bedioguiigen 

i|=<>  6=" 

oder  der  drei  anderen 

3W="  3^^-  <*5> 

Es  ist  jetzt  zu  untersuchen,  ol»  ausser  diesen  <lrei  Fallen  der 
Aufgaben  1..  VI.,  Vll.  noch  andere  möglich  «ind,  in  welchen  den 
Forderungen  der  primitiven  Aufgabe: 

VIII.  Wann  werden  zwei  KegeUchnitte  ecbeinbar  nur  zwei  reelle 
oder  imaginäre  DorchsänittspaBkte  beeltaen»  weil  die  awel 
anderen  anendlicb  weit  gerfiekt  sind? 

genügt  wird.  Dass  keine  solchen  Fälle  mehr  vorhanden  sind ,  er- 
übt  sich  au8  folgender  Betrachtung:  Es  waren  in  der  Form  \  III. 
der  primitiven  Frage  beide  Kegelscbnitte  als  nnbestinwit  und 
vcfSnderlicb  angenommen;  da  es  jedoeb  hier  nur  auf  den  Zneam- 
nenhang  zwiiichen  den  Kegelsciinitten  ankommt,  so  können  wir 
auch  einen  l>oider  Kegelschnitte  als  const.mt  und  bestimmt  an- 
sehen und  uns  die  Frage  unter  folgender  Form  vorlegen: 

DL  Ee  eel  ein  gewisser  bestimmter  Kegelscbnitt 

mit  bestimmten  und  constant  bleibenden  Coefficienten  und 
daher  auch  mit  bestimmten  und  unveränderlicben  Asymp- 
toten isn.  und  im.   Es  sei  Gberdiess  'ein  swelter,  den  er- 
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ffteren  in  den  vier  Punkten  p  q  r  i 
Kegelschnitt 

A'x^  +  B'y^  +  Cjcjf         +  £'jf  +  F'  =0, 

ilemen  Coeftieienten  man  Jeden  beiicbi'xeii  Werth  zuer- 
kennen darf,  sedai«»  dessen  Form  und  A^ynintoten  iw  und 

«0  verlinilerlich  seien:  Wie  mflssen  al8dann  die Coeflfieien- 
ten  A' B'(y D'E'F'  sich  andern,  damit  zu  ei  der  vier  Dorcb* 
schoitt^punl^te  p  q  r  $  uueudlich  weit  rücken  d 

Es  kann  nun  den  Forderungen  IX.  nur  auf  «llo>(»  Weise  ge- 
nügt werden,  dass  die  beiden  uneiullich  weit  rückenden  Punkte 
«ich  nacli  den  kS|iit/.en  (l«r  A.symj)toten  ///  und  Im  ln»j;cl)eii. 
Denn  es  hat  der  unveranderliciie  Kegelschnitt  keine  anderen  un- 
endlich entfernten  Punkte  als  eben  dieoe  Spitzen;  und  dneh  sollen 
die  beiden  unendlich  weit  ruckenden  Punkte  »(ets  Durchschnitts- 
punkte  bleiben  ,  d.  Ii.  si.  Ii  nicht  vom  nn\ eränderlichen  Kegelschnitt 
entfernen.  Ls  ist  also  die  üediiigung  der  Fraue  IX.  uur  auf  fol- 
gende Weisen  muglich:  Enhreder  so,  dass  die  Punkte  p  und  ^ 
«ich  beide  zur  Spit/.e  der  Asymptote  kn,  oder  aber  y«o,  dass  sie 
«ich  beide  zur  Spit/o  der  Im  begeben,  oder  überhaupt  so,  dass 
das  Puriktenpaar  />r  oder  das  Paar  ps  oder  qr  oder  qs  oder  r* 
sich  zur  iSuitze  der  kn  oder  sich  zur  Spitze  der  Im  begebe.  Ueber- 
•  diess  w'ira  die  genannte  Bedingung  noch  erfHllt,  wenn  der  Punkt 
p  sich  zur  Spuze  der  kn,  und  zugleich  der  Punkt  q  sich  zur 
Spitze  der  !m,  oder  aber  wenn  iinigekebrt  p  sich  nach  Im  und 
q  sich  nach  kn  begiebt,  oder  wenn  überhaupt  von  den  6  Punkteii- 
Paaren  pq,  pr,  pi,  qr,  qs ,  rs  der  eine  Punkt  sich  zur  Spitze  der 
jbi,  der  andere  sieb  zu  der  der  Im  begiebt.  Es  vereinigen  sich 
nun  alle  erstgenannten  Falle  zu  der  Hedin'jung.  dass  z«ei  der 
%'ier  Durchsfbriittspijiikto  sich  beide  na<'h  der  Spitze  einer  der 
beiden  Asymptoten  des  constant  bleibenden  Kegelschnitte  bege- 
ben» alle  letztgenannten  Fftlfe  zu  der  Bedingung,  dass  einer  der 
▼ier  Durchschnittspuiiktc  sich  zu  der  Spitze  einer  dieser  Asym- 
ptoten und  zugleich  ein  anderer  der  vier  sich  zur  Spitze  der  anderen 
Asymptote  begiebt.  Es  sind  nun  diese  beiden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  respcctive  diejenigen  der  Aufgaben  I.  und  VI.  Denn 
es  wird  die  zweite  unserer  Bedingungen  im  Allgemeinen  auf  diese 
Weise  erfüllt,  dass  der  veränderliche  Kegelscnnitt  so  lanne  sich 
umdrohe  und  seine  Form  findere,  bis  seine  Asymptoten-Hichtungen 
respective  diejenigen  der  beiden  Asymptoten  kn  und  Im  gewor- 
den sind;  während  die  erstere  Bemngung  im  Allgemeinen  mtf 
diese  Weise  erfüllt  wird,  dass  der  verSnderllcbe  Kegelschnitt, 
ohne  gerade  seine  Form  abzuiindern  zu  brauchen,  so  luv^e  sei- 
nen Ort  wechsele,  bis  eine  seiner  Asymptoten  eine  der  Asym- 
ptoten kn  oder  im  decke.  Es  k«innen  aber  beide  Bedingungen 
auch  noch  auf  andere  Weise  erfüllt  werden,  wenn  nümlich  die 
vier  Asymptoten  kn.  Im,  tw,  uv  vier  verschiedene  Geraden  dar- 
stellen ,  ein  gewisser  Theil  aber  des  veränderlichen  Kegelschnitts 
Mch  zu  einer  fünften,  von  allen  vorigen  verschiedenen,  (ieraden 
ausdelmt;  in  welchem  Fall  die  beiden  oneodlicb  weit  rdekenden 
Pnnkte  wich  zwar  immer  noch  auf  dem  verSnderliehen  Kegebiehnitt, 
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■Mit'.aUr  Ml  dttMer  OMen  Geradeo  beiiMfeii,  weil  nie  soo^ 
«Itht  in  den  Spitzen  der  kn  und  /f»  irfirden  liegen  kSnoeti;  UM 
m  iMlat  in  dieMm  FaJle  die  Bedingang  (15)  fttoU. 

Die  10  der  Frage  IX.  gesuchte  Aeod^ruog  ^des  KegeUchnUte 

* 

ist  also  nur  auf  diese  VVeif:e  inügiich,  dass  entweder  die  ßedio* 
gangen  (11)  oder  (13)  oder  (15)  errallt  werden.  Soll  et»  aber  erlaubt 
eeln,  die  primitlTe  Aufgabe  VIII.  unter  der  Form  IX.  sich  vor- 
ziiierren,  so  muse  man  der  Auigabe  IX.  noch  die  Supplement- 
Au%nbe  binzufflgen: 

X.  £e  «ei  ein  veränderlicher  Kegelschnitt 

mit  veränderlichen  Asymptoten  kn  nnd  /m»  und  ein  con- 
stanter  Üegelachnitt 

mit  den  coostanten  Asymptoten  tw  und  uv.  VVel«  he  Aon- 
derun«;  der  ABCDEV  giel>t  dem  ^»ysteme  die  in  der 
Frage  VUl.  gej>ucb(e  Eigenschat 1 1 

Und  «'S  besteht  alfedann  die  Antwort  aiil  die  Fraye  Vlll.  aus  den 
respectiveii  Antworten  der  iX.  und  X.  zusammen.  Die  verechle- 
denen  Fälle  nun,  in  welchen  der  Aufgabe  X.  genügt  wird,  ?»- 
einigen  eich  ebenfalls  au  drei  Grupnen;  deren  beide  ersteren 
reap.  dlejeni^^en  sind  der  Aufgaben  Vi.  und  L,  d.  h.  der  Bedin- 
gungen (13)  und  (11),  und  daher  den  Aufgaben  IX.  und  X.  gemein- 
schaftlich sin«):  wahrend  die  dritte  Cruj>pe  dieje'nigen  Fälle 
omfasst,  in  welchen  der  in  der  Aufgabe  A.  verändeiliche  Kegel- 
schnitt sich  unendlich  vergruseert,  0.  b.  wenn  die  Bediogungett 
(14)  stattfinden. 

Da  also  aueser  den  Fallen  der  drei  Aufgaben  I.,  VI  ,  VII. 
keine  anderen  vorhanden  sind,  in  welchen  der  Aufgabe  VllL  gO;- 
niiut  wird,  so  bekommen  wir  sogleich  als  den  gesuchten  aur  Auf- 
gabe Mll.  erforderlichen  Coeffidenten-Zuammenbang,  daaa  es  der- 
jenige ist,  bei  welehem  Irgead  eine«  der  vier  Gleiebui^e-Sy»tenie 

(U)  (13)  (14)  (16) 

statltindet.  Es  setzt  diess  jedoch  Toraus,  das«  keine  der  drei 
Aufgaben  L,  VI.,  VII.  eine  Specialuiirung  einer  der  beiden  anderen 
tel,  da  man  alsdann  sich  mit  den  Antworten  zu  denjenigen  bei- 
den Aufgaben  begnügen  könnte,  welche  die  dritte  als  spcciellcii 
Fall  in  sieb  enthielten.  Und  wirklich  würde  man  oberflächlich 
meinen,  es  sei  die  Aufgabe  VII.  ein  spccieller  Fall  der  I.,  denn 
es  werde  der  Aufgabe  1.  in  den  beiden  Fällen  der  VII.  genügt. 
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weil  die  Antwortst^leichwu*»  (9)  der  Aufgabe  1.  8on-ohl  durch  die 
Bedingungen  (14)  als  auch  durj^h  fl5)  zu  0=0  reducirt  wird.  Eg 
ist  aber  zu  beachten,   dass  der  Gleichung  {U) ,   soll  sie  die  voll- 

•tiodiee  «ein,  noch  ein  l'actor  —7  oder  -söt    zukommen  mxisSf 
'  •  ttu  pp 

weil  sie  vor   ihrer  Rationalmachung  das  Einandergleirhsein  der 

beiden  Werthe  (10)  des  fi  bedeutete.   Es  wird  nun  der  erstere 

dieser  beideo  Wertbe 

2a 

0 

durch  dte  Annahme  0=0,  /3r=0,  7— Ozur  Form     reducirt, und 

tot  —  im  Fall  man  die  Gerade  nur  als  Gerade  Uetracbtet,  d.h.  im 
Fall  man  die  Coefliclenten  nicht  nSherheetimmt,  als  da»  sie 
=  0  sein  Möllen  —  ghnslich  unbestimmt;  wenn  man  dagegen  die 
Gerade  als  unendlich  £j;rossen  Kegelschnitt  betrai-htet,  so  druckt 
unsere  Formel  die  Iteiden  Asymptoten-Hichtungen  aus,  xvelcbe  dem 
Kegelschnitt  vor  seiner  V  ergrösserung  zukamen  und  auch  noch 
nach  voilfährter  VergrDsseninff  zukommen.  (Nicht  zu  vernech- 
sein  mit  der  Richtung  der  Geraden  selbst,  welche,  da  jede 
Gerade  als  ihre  eigene  Asymptote  betrachtet  werden  kann,  in 
gewisser  Hinsicht  eine  dritte  Asymptote  der  Figur  ist).  Jeden- 
nlls  aber  ist  Jcein  Grund  vorhanden,  weshalb  durch  die  Bedin« 
gnngen  (14),  der  erstere  dieser  beiden  "Werthe  (10)  des  (i  dem 
anderen,  nur  von  j3',  y'  abhängenden  und  daher  von  den  Be- 
dingungen (14)  keinen  Einfluss  empfindenden  \N  rrth  desselben 
ffleicb  werden  sollte;  woraus  sich  ergibt,  dass  die  Aufgabe  Vll. 
kein»  Spedalisirung  der  1.  ist.  Andererseits  aller  sollte  man  mei* 
nen,  es  sei  die  Aufuabe  I.,  d.  h.  dass  zwei  Kegelschnitte  ein- 
ander in  nnendlicher  Fntfernung  vom  Coordinaten-Ürsprnng  berüh- 
ren sollen,  ein  specieiler  Fall  der  Aufgabe  Ml.,  wo  die  Kegel- 
schnitte einander  zweimal  in  unendlicher  Entfernung  durGhscbneloea 
sollen,  ebenso  wie  überhaupt  das  8icb-BerObren  sweier  Kegel- 
schnitte ein  specieiler  Fall  ist  des  allgemeineren,  wo  sie  sich 
durchschneiden.  Denken  "ir  uns  jed.nh,  dass  in  der  Aufgabe 
Vlll..  z.  B.  in  der  Aulgabe  IX  ,  schon  einer  der  vier  Durch- 
schnitspunkte,  s.  B.  der  Punkt  p,  unendlich  weit  geröckt  wire, 
und  zwar  nach  der  Spitze  der  Asymptote  kn ,  sodass  nur  noch 
der  Punkt  7  unemilicb  weit  rücken  sollte:  es  hat  alsdann  dieser 
Punkt  o,  um  in's  Unendliche  zu  gelangen,  die  Wahl  zwischen 
zwei  Wegen ,  deiivjcnigen  der  Asymptote  kn  und  demjenigen  der 
Im:  im  ersteren  Fall  wird  der  Aufgabe  1.  genfigt,  im  letzteren 
Fall  der  Aufgabe  VI.:  es  hat  nun  eben  so  viele  Wahrscheinlichkeit 
für  sich,  dass  der  Punkt  q  die, erstere,  als  dass  er  die  zweite 
Bahn  wählen  vvird;  und  es  ist  keineswegs  die  eine  Wahl,  d.  h. 
die  eine  Au^be»  ein  specieiler  Fall  der  anderen.  Weit  ent^srnt 
also,  dass  die  Aufgabe  I.  ein  specieiler  Fall  der  VI.  wäre,  wird 
im  Gegentheil,  sobald  der  Aufsahe  I.  genügt  wird,  der  VI.  im 
Allgemeinen  nicht  genügt:  denn  es  sei  z.  H.  die  Bedingung  I.  auf 
diese  W^eise  erfüllt,  dass  die  Asymptoten  kn  und  tio  einander 
decken^  so  ist  die  relallre  Legender  An  und  irr  an  einander 
unbestimmt  gebissen,  und  es  sind  daher  die  Im  und  ur  einander 
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im  Allgemeinen  nicht  parallel;  wahrend  dagegen  die  Frage  VI. 
forderte ,  dass  nicht  nur  die  km  der  iw,  soodero  auch  die  Im  der 
UV  paralleJ  w£re.  , 

Da  aUo  die  primitive  Aufgabe  VlII.  aus  den  drei  Aufgaben 
I.,  VI.,  TU.  znaammengesetzt  ist,  8«>  ist  die  Antwort  zur  Auf- 
cabe  VIII.  auf  zweierlei  Wei^e  zu  bekommen :  entweder  unmittef- 
bar,  ohne  dass  wir  die  VIII.  in  die  drei  partiellen  Aufgaben  tren- 
nen; oder  at)er  so,  dass  wir  die  zu  den  drei  partiellen  Aufgaben 
I.,  VI.,  Vll.  erhaltenen  vier  Antworten  (11).  (13),  (14).  (J5) 
lusanunen tilgen.  Die  letstere  Weise  wäre  sehr  leicht,  wenn  jede 
dipser  vier  Antworten  nur  aus  einer  einzigen  (Jlrirfiuns?  bestände, 
da  man  alsdann  die  vier  Gleichungen  nur  mit  einander  zu  raulti- 
pliciren  brauchte,  um  die  verlangte  Antwortsgleichung  zur  primiti- 
ven Aafgabe  ta  bekommen.  Die  gegenseitige  Multiplication  jedoch 
der  zwei  Gleichlingen  der  Antwort  (Ii)  nnt  den  beiden  der  Ant- 
wort (13)  würde  muh  Mehreres  als  die  Summe  der  Antworten  (11) 
und  (13)  liefern;    (vozn   noch  kommt,    das«  jede  der  Antworten 

il4)  und  (J5)  aus  einem  System  dreier  Gleicbun^en  besteht,  so- 
lass  es  dvreb  anmittelbare  Multiplication  unmöglich  ist,  ein  den 
Complex  der  vier  Gleichungs- Systeme  (11),  (13),  (14),  (15)  aus- 
dn'iclcendes  Gleichungs- System  zu  linden.  Wir  wollen  uns  daher 
lieber  der  anderen  Auilüsungsweise  der  Aulgabe  Vlll.  bedieoeu 
und  auf  folgende  Weise  arguraentiren: 

Wir  wollen  diejenige  Coefßcienten  Wahl  nehmen,  wo  C=l, 
<?=  I ,  und  daher  anbmgen  mit  der  Auflüsuug  einer  suecielleo 
Aufgabe,  die  zur  Vlll.  steht,  wie  die  IV.  zur  III.  Dass  nun 
zwei  der  vier  Dorchschnlttspnnkte  der  Kegelscboltte 

uncndlicl)  vom  Coordinaten-l Tsprung  entfernt  seien,  erheischt  im 
Allijemeinen,  dass  zwei  der  vier  Ordinaten  der  Djirch.sclinilts- 
puukte  unendlich  groisse  Werthe  besitzen,  d.  b.  dass  die  durch 
Elimination  Ton  s  aus  den  gegebenen  beiden  Gleiebnat*en  ideh 
ergebende  Gleichung  vierten  Grades  f^(y)=:0  zu  ei  nnendlich  grosse 
Wurzeln  besitze  und  sich  daher  auf  eine  (ileichnng  zweiten  Grades 
F2(.i/)  =  0  reducire.  Es  ist  nan  die  genannte  Gleichung /4(^)  =  0 
folgende : 

 ^2.4  

 ^   ■  

d.  h.  das,=  0  Sein  eines  Productes  von  vier  Functionen,  deren 
drei  letzteren  von  der  ersten 


• 
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nur  durch  die  Zeichen  der  beiden  Radicale  verschieden  sind. 
Entnickeln  nir.   sr>  beicommeu  wir  oach  gehurtger  R«diictb»ii, 

d^M  die  Function 

[A'-^A-^^iA  'B~A/n]v^^-  

in  M  Quadrat  erhoben,  gleich  hei  dem  Producle 

[(A'^Äj^H'^A'-^A)  (i<'l>-^l>^4(il'l>— i</>0»]X.-. 

Es  hat  also  unsere  GleichuDg  /^(y)=0,  wenn  wir  sar  AUrtlr^ 

zung  die  mit  7/^,  mit  und  mit  niiiltipliclrten  Termin  respec- 
tive  durch  die  buchstaben  a,  ö,  c,  d,  e,  f,  g,  k,  k  andeuteD» 
die  Form 

(a+6+c)*=(rf+«+/)(y+A+A) 

und  wird  daher  durch  Eotwickelung  die  Funu  aunehme» 

o* + 2a6 + +  iflc  +  Ihv  +  c* 

Es  dröclit  nun  die  Gleichung  a^=dg  die  Bedingung  aus,  dass  die 
Coeflicienteo  der  mit  g*  mnltiplicirten  TermeB  Mnander  aofbebeD» 
d.  h.  daas  die  GleichoDg  /«(y)^0  aicb  zu  einer  P(3f>sO  redudr^ 

d.  h.  daas  eine  der  vier  Dorclisdioittpunkts- Ordlnaten  nnendlidi 
gross  sei.  In  ilinliclier  Weise  drückt  das  System  der  lieidea 
tileicliusgeo 

die  Bedingung  aus,  dass  unsere  Gleichung  /4(y)=0  eine  JP(y)=0 

werde,  d.  h.  dsMS  zwei  der  vier  Durchschnttts-Ordinaten  unend- 
lich crross  8ei«?n,  d.  h.  den  gesuchten  bei  unserer  jetzigen  Auf- 
gabe erforderlicheit  CoefUcienten-Zu^animenbang.  Es  ist  nun  die 
Mieichung  a^^dg  die  folgende:  . 

i\.  \\.  nach  Eut Wickelung: 

(il*-  A)  (B'-^B) + (A'B'-AB'y^zzO. 
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''IHe  Gleichung 

dagegen  liefert  unn  nach  Eiitwickeluiiu  dus  r=:OStMn  eine  äuiume 
voa  34  Teriuen,  deren  sie  jedoch  13  verliert,  weil  dureh  die 
IdeotiMU 

=((-4'- J)«x2D]  +  [2(^'~il)(.4'/)-/<£)0] 

•ecbs  Termen  des  ersteo  Gliedes  durch  sieben  d^  anderen  Glie- 
des  iM%eboben  Herden.  Die  cinundzwansig  Qbrigen  Tennen  lie- 
(oro  mal  gehöriger  fieduction  die  Gleichumg 

W—^)  (£'-£)  -f(/i'-.'l)  {B'D-ni)')  +  {B'-B)  {AD- AD') 

^H,A'B^AB'){AE''AE')={i, 

Um  nun  ven  diesen  bei  unserer  jetzigen  IJoefficienten-Wabl 

fbkttfindenden  Gleichungen  snr  Ant^v'orf  der  allgemeineren  Auf* 
sähe  VIII.  zu  j^elangen,  wo  von  keiner  iiestimmten  Coeflicienteu- 
Wabl  die  Rede  ist»  mfissen  wir  «taitt  AA'BB'  etc.  respective 

y    /    y  y 

substituiren,  wodurch  wir  als  die  i^esiichte  Antwort  auf  die  Auf* 
gal)e  V^ll.  daii  S$ystem  der  ztvei  Gleichungen 

(9)        («'y-ay')  i^'y^M  +  ('^'/^-«^')*  -  0, 

(16)  (o'y-nryo  (ye'-y'0+(«'y-«yO         + 'y-ftO  . 

bekommen,  deren  ersfere  wir  schon  fr  i!)(''r  als  eine  der  Antworts- 
^eicbuQgen  der  Aulgabe  1.  hekommtju  imbeii. 

Es  ist  aber  das  3ysleui  dieser  beiden  Gleidbnugen  noch  kei- 
oesfregs  die  vollständige  Losung  der  Aufgabe  VIII  ,  sondern  nur 
eine  yiarticuläre .  d.  h.  ein  nur  denjenigen  Kegelschnitts -Paaren 
zokoniinender  ('oenicienten- Zusammenhang,  weiche,  ausser  der 
gt^fragten  Eigenschaft,  dass  zwei  ihrer  vier  Durchschnitfspunkte 
Hieb  unemllicb  entlernen  6oUen,  uoch  aewisse  andere  Cigcnschul- 
ten  liesitzen.  'Es  war  nSinlich  die  erhaltene  Antwort  eigeo^lieh 
diejenige  der  folgenden  von  der  VIII.  verschiedenen  Aufgabe: 

\I.  Welcher  Coelticienfen-Zusamnienhung  wird  erfordert,  da- 
mit zwei  der  vier  Durcbsi  hiiittpunkts-Ordinaten  zweier 
Kegelschnitte  unendlich  gross  seien? 

Von  den  der  Aufi^ahel.  genü'gendcn  Kegelschnitts- Paaren  se- 
nügen  nun  der  Aufgabe  XI.  keinosweffs  diejenigen,  welche  die 
Axe  ^^-0  oder  eine  ihr  paraUelc  und  endlich  von  ihr  entfernte 
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Gerade  5f==  6  zur  geaidpschaftlicben  Asymptote  haben,  sonders 
nur  diejenij^en.  deren  s^emeinschaftUcbe  Asjanptote  entweder  der 
Axe  tf=:0  nicht  parallel  ist,  oder,  nie  die  Parabel  ij^z=px,  ihr 
parallel  ist,  sondern  unendiicb  von  ihr  entfernt.  iSo  auch  siod 
«unter  den  der  Aufj[;abe  VI.  genOgenden  Kegelschnltts-Pamn  einige, 
welche  der  Anfisabe  XI.  nicht  genügen.  Will  man  daher  alle  die 
der  Aufgabe  VlII.  genügenden  Kegelschnitts-Paare  bekommen,  so 
mustt  man  der  Frage  Xl.  noch  folgende  Supplement-Frage  hinza- 
ilDgeo: 

XIL  Bei  welchem  CoefTicientcn-Zusummenhan?  werden  zwei  . 
der  vier  Durchschnitts- Abscissen  unendlich  gross? 

Zur  Beantwortung  der  Aufgabe  XII.  brancbeii  wir  bloss  in  der 
zur  Beantwortung  der  XI.  statt^eCundenen  Argumentation  die 
Coeföcienten  A,  B,  7>,  £,  A  ,  ß',  !>,  E'  überall  respective 
durch  B,  A,  E,  D,  B\  A\  E\  zu  ersetzen,  vreldier  Oim- 
tvnach  die  Gleichung  (9)  nBTerftndert  lUst»  die  (KQ  eher  la 
feigende 

(17)  (/J'y-ft^Xya'— y'^)  +  (ß'Y-ßr)  (o'^-aeO  +  («'/-o)^)  (^«-ßO 

abündert*  Cnd  es  wird  nee  die  Antwort  der  Aufgabe  VIII.  doch 
die  Zusammeufiitrung  der  Antworten  der  XI.  und  der  XII.  ausge- 
drückt, d.  h.  durch  ein  System  zweier  Gleichungen,  deren  ersteie 
die  (9),  die  zweite  aber  das  Product  der  (16)  und  (17)  ist. 

Bei  dieser' Methode,  wo  wir  die  primitive  Aufgabe  VIII.  nicht 
in  die  drei  partieller»  I.,  VI.,  VII.  getrennt  haben,  hat  dennoch 
eine  neue  Trennung  der  Viil.  in  die  XI.  und  XIL  stattsefunden. 
HStten  wir  gar  keine  Trennung  der  VlIT.  vornehmen  wdlen;  so 
hätten  wir  auf  folgende  V^eise  a^umentiren  müssen:  Es  war  in 
der  Aufgabe  VIIL  gefiagt,  das»  swei  der  vier  Durcfaschnittspankte 
der  Kegelschnitte 

die  Eigenschaft  besissen,  dass  ihre  Entfernonfr  r=V^^M^voni 

Coordioaten- Ursprung  den  Werth  oo  hfitte,  d.  h.  dass  sie  sich 
irgendwo  auf  dem  unendlichen  grossen  Kreise  jr*  +  y*  =  OD  befän- 
den. Wir  können  uns  also  unsere  Frage  in  folgender  Form  vor- 
legen. 

XIIL  Welcher  Coefßcienten-ZnMunmenbang  wird  gefoidert» 
damit  die  drei  Curven 
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eiiiand«r  io  zwei  Pankton  gemeiiisehaftiieh  doreb- 
flchneideii? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  bringen  wir  die  drei  Curven 
auf  die  Form 

r*(a'co8*y-f-/S'8in*g)+/'sin9)Cos9))  -J-  riß'costp-^e'ainq))  4-  0, 

eliminiren  aus  den  beiden  enteren  die  Ceordinate  tp ,  und  eocben 

ahdann  die  Bedingung»  dass  die  resultirende  Gleichung  f^(r)^0 
eine  F2(r)  =  0  werde;  d.  h.  sich  vom  vierten  Grad  auf  den  zwei- 
ten Grad  rcducire.  Bei  der  vorigen  Methode  hatten  wir  uns  da« 
Unendliche  als  ein  unendlich  grosttes  Quadrat  vorgestellt,  welches, 
da  ee  swcA  Paare  gei^enOber^heode  Seiten  iMtte,  eine  Treanmiff 
der  |irimitiven  Aufgabe  in  zwei  andere  verursadite«  während  bei 
gegenw?irticer  Methode,  wo  das  Unendliche  als  ein  unendlich  gros- 
ser, keine  gegenüberstehenden  Seiten  liabeuder  Kreis,  gedacht 
wird,  iLeine  solclie  Trennung  nöthig  iat. 

« 


A  n  nt  e  r  k  u  n  g. 

WeoD  auch  obige  AbhaadlunK  im  Aatdrueii  ooch  einige  oadeotoche 
Weaieafsa  «ntMIt,  die  nsn  eineoi  Analinder 

-wird,  so  ist  die  Sprache  doch  im  Ganten  ao  deutlich  nnd  leicht  veraländ- 
lich.  das«  ich  mir.  ohne  den  Eindruck  der  ganzen  Uarstellung  za  ver- 
wischen, wesentliche  Aendernngen  vorznnehmen  nicht  erlauben  za  müa- 
•en  glaubte  und  aach  oldit  erlauben  durfte.  Ich  danke  vielmehr  de« 
f^ebrten  Hfm  Vf.,  dass  er  die  Abhaadlnaj^  ia  deatsolier  Spradie  Yer- 
ÜMst  hat.  G.. 
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Heber  einige  seometrisehe  Stttze  umk 
die  Reeliniins  mit  den  imagrlnäitn 

dr9men. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Zech 

SU  Stallgtrt. 


Aufgabe.  Durch  zwei jgegebeiie  Punkte  einen  Kreil 
so  ziehen,  der  einen  anoer^o  gegebenen  Krei«  in  Jm 
Endpunkten  denaelben  Onrcbmeanere  dea  letatetta 
Kreiaea  acbneldet 

Aufliisun  !.  Die  beiden  gegebenen  Punkte  seien  A  und  B 
(Taf.  V  Ill.  Fig.  0.),  der  Mittel|Htnkl  des  gegebeneu  Kreises  sei  C\ 
man  ziehe  die  Gerade  AC  and  senkrecht  daranf  den  Oilbiiefy 
CD,  beechreibe  ao(V)rt  aus  dem  Mittelpunkte  C  mit  dem  BaS^ 
messer  (\i  einen  Kreis  und  schneide  in  diesem  die  Sehne 
A£=:Ai)  ab ;  endlich  fälle  man  von  JEJ  eine  Senkrechte  'du(  AC,  welche 
gehörig  verläncert  die  auf  AJi  im  Halhininj;spunkte  errichtete 
Senkrechte  im  Punkte  F  ^schneide:  dann  ist  der  aus  F  mit  fkUQ 
Halbmesser  FA  beschriebene  Kreis  der  gesuchte. 

Beweis.  Der  gefundene  Kreis  geht  durch  A  und,  weil  «ein 
Mittelpunkt  auf  der  auf^/i  im  Halbiruntrspunkte  errichteten  Seok 
rechten  lietzt ,  auch  durch  ß.  Es  ist  also  nur  noch  zu  bewei^eOi 
dass  derselbe  den  gegebenen  Kreis  auf  die  verlangte  Weise  schnei* 
det  Letzterea  iat»  wie  man  leicht  aiebt,  dann  und  nur  daaa  dv 
Fall,  wenn  der  Halbmeiiaer  dea  gefundenen  Kreiaea  glelcb  ist  der 
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Hypotonm«  elMs  rechtwinkligen  Drdecks,  deseen  eiue  Kathete 
der  Halbmesser  des  gegebenen  KreiKes  (und  desseo  andere  Ka* 
thete  die  £otferooog  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  ist;  d.  I|. 

wenn 

Nun  ist  aber,  ivenn  man  den  Durchschnittspunkt  der  Gevideil  KF 
und  AC  durch  G  bezeichnet,  oacb  der  CoDstroctioii 

'lACycAG^ÄE^^Tli^ÄC^  CD\ 

also 

ACxCiAG^AQzs'cS 

eder  weil 

AC=:AG^GCt 
und  '  ^ 

^AG—AC=iAG^(AC-AG) = AG^GCz 

iS-^Gif^CBl  iSrsCS-^GV. 
Ferner  ist  in  dem  bei  G  rechUriukligen  Dreieck  l  GA 

ta^is^  Gi\ 

also  nach  der  letzten  Gleichnng 

TA=VD^GC^Gf^ 
eder,  vr^  FGC  ein  iiei  Cr  rechtwiokliges  Dreieck  ist, 

/^=CD+^\.  e.  d. 

Die  Auflösung  ist  immer  rouglich,  solange  die  von  E  auf 
AC  gefüllte  Senkrechte  und  die  auf  AB  im  HalÜrnngspunkte 
errichtete  Senkrechte  einandernicht  parallel  .sind,  d.  h.  so  böge  die 
drei  Punkte  A,  B,  C  nicht  in  derselben  Cnraden  llej^en.  Die 
Gerade  £F  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  lireise, 
welche  durch  den  Puiikt  A  gehen  und  den  gegebenen  Kreis  anf 
dlß  verlangte  Weise  schneiden. 

JVlan  kommt  auf  die  gegebene  Construction  sogleich,  wenn 
man  das  Dreieck  FAC  befrachtet,  in  welchem 
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FCz^FA  '^  AC-'2FAxACxqobFAC 
Mt;  wetl  nlmlicb 

f?=f3— CT* 

sein  soll,  50  fulgt 

üACxFAxeoBFACssAt-^Cif 

d.h. 

lACxAG  =  ÄC^CJj\ 


II. 

Lehrsatz.  Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Winke? 
iniglei«:hen  V^erhäitnit^sgetheiit  werden  und  die  bi<* 
an  die  gegenfiberliegenden  Seiten  ?erlSogerteii  Thei- 
lungslinieo  einander  gleich  sind»  so  eiad  die  getheil- 
tea  Winkel  einander  gleich. 

Bewei«'.    Das  Dreieck 'sei  ABC  (Taf.  IUI.  Fig.  5.^,  die 

gleichen  Theilungsstrecken,  welche  die  Winkel  BAC  und  ABC 
m  gleichen  VermUtiiiss  theiien»  seien  AD  und  BE,  so  daee  alae 

W.  BAD  .  W.  DAC  =  W.  ÄßE  :  VV.  EBC 
ist  Wäre  non 

\\.  ABC  <  W.  BAC, 

80  lege  man  das  Dreieck  so  umgekehrt  auf  sich  seilet,  dass  der 
Punkt  B  auf  den  Punkt  A  und  die  beiden  Theilungslinien  auf 
einander  fallen;  dann  fallt,  wegen  BE—AD,  auch  der  Punkt  E 
aof  D,  vnd  weil  bei  der  Theilang  beider  Winlwl  in  denselbea 
VerbSitoiss  die  Annahme 

W.  ABC  <  W.  BAC 

die  beiden  Ungleichungen 

W.  ABE  <  W.  BAD  und  W.  EBC  <  W.  DAC 

nach  sich  zieht,  wird  BA  in  eine  Lage  AF  zwischen  AB  und  AD, 
BC  in  eine  Lui^e  AG  zwischen  AD  und  ^iC  kommen.  Dabei 
müssen  die  drei  Punkte  F .  Z>,  G  stets  in  gerader  Linie  liegen 
vnd  Dreieck  FAG  ^  Dr.  ABC  sein. 

Es  sind  nun  drei  Fälle  denkbar;  entweder  fällt  der  Punkt  F 
ausserhalb  des  Dreiecks  ABC,  oder  auf  BC,  oder  iooerhalb  des 
Dfeieeks  ABa 
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i)  Dm  Plialrt  F  aoiiserbalb  ABC  (Taf.  VU.  Fig.  1 
Nr.  (1.)),  dann  föUt  G  notbweMlig  inaeilbalb  ABV;  dann  aber 
«t  Bsob  «neoi  iMkaniilM  Sotie 

W.  FGA  >  W.  ACß, 


Dr.  FGA  nicht  ^  Dr.  ACB. 

m 

3)  Der  Punkt  F  falle  aar  BC  (Taf.  VII.  Fig.  S.  Nr.  (2.)); 
and  zwar  oacb  dem  oben  Bemerkten  nothwendig  zwischen  B  und 
D ;  dann  (lUt  aacb  G  auf  i^C  und  svrar  zwiacheii  «ad  C;  dann 
aber  ist 


oder 


d..h.,  weil 


W.  FGA  >  W.  ACB, 


W.  FA6  <  W.  ilFff, 


W.  FAG  <  W.  J/^C; 
alao  in  beiden  Fällen 

Dr.  FAG  nicbt  ^  Dr.  ABC. 

3)   Der   Punkt  F  falle  innerhalb  ABC  (Taf.  VU.  Fig.  5. 
Nr.  (3.))  ;  dann  ftUt  G  aiiaserbalb  ABC;  siebt  man  nun  die  Ge- 
rade ÜFf  80  liegt  diese  nach  der  Voraussetzung  zwischen  BC^ 
und  BA,  und  mumt  daber  verliogert  die  Gerade  AG  acbaeideo}* 
es  iat  also 

W.  FAG  <  W.  AFB, 

ßber,  weil  AF^ABt 

W,  AFB  ^  Vf.  ABF,  . 

also  aucb 

W.  FAG  <  W.  ilBF, 

und  um  so  mehr 

W.  FAG  <  W.  AECi 

^Ise  fPiederam 

Dr.  FiiG  niebt  ^  De  ABC. 

Tbcil  Xn.  91 
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Die  Anofthme  W.  ABC  <  W.  BAC  führt  also  io  jedem 
denkbaren  Falle  auf  einen  Widerspruch ,  und  kann  daher  nicht 
richtie  sein.  Ganz  ebenso  uird  bewiesen,  dasw?  ebeo  so  wen% 
W.  BAC  <  W.  ABC  sein  kann;  es  muss  also 

W.  ABC  =  W.  BAC 

sein,  w.  z,  b.  w. 


Ul. 

Man  rechnet  allgemein  mit  imaginären  Zahlen  ganz  nach  den- 
selben Formeln,  die  für  reelle  Zahlen  aufgestellt  worden  sind, 
ohne  dass  man  Iiis  jetzt  die  Giltiskeit  der  letztern  Formeln  auch 
für  imaginäre  Zahieu  nachgewiesen  bat.  Die  Obmtfcbc  l>ebaup- 
tung,  üua  s.  B.  die  Gesetze  des  Addicens,  nschdem  sie  ftir  po- 
sitire  ganze  Zahlen  bewiesen  worden  sind,  nun  auch  für  alle 
•  anderen  Zahl  formen  gelten,  weil  letztere  erst  spSter  entstehen,  weil 
man  also  durch  Anwendung  jener  Gesetze  auf  dieselben  Jedenfalls 
nichto  ünrichtiges ,  d.  h  mit  Früherem  in  Widerspradi  StelMii- 
des  erhalte^  ist  offenbar  nicht  stichhaltig.  Man  nat  daher  die 
€iesetzc  des  Addirens  der  Heibe  nach  auch  für  negative  ganze 
Zahlen,  gebrochene  und  irrationale  Zahlen  bewiesen,  und  ebenso 
hat  man  es  bei  den  andern  Operationen  gemacht.  Ein  beweis 
flir  imaginäre  Zahlen  fehlt  bis  jetzt.  Im  Folgenden  soll  ein  Ver* 
such  gemacht  werden»  diese  Lacke  auszufilUen. 

Die  imaginären  Zahlen  verdanken  ihren  Ursprung  der  Auflö* 
snng  der  qoadratiscben  Gleichungen;  wir  mfissen  also  von  diesen 
ausgehen,  wenn  wir  fiber  jene  etwas  aussagen  wollen.  Selen  za 
dem  Ende 

(1.)  jund 

zwei  quadratische  Gleichungen,  deren  Wurzeln  besiefavngsweiM 
x',      und  afi,  af'x  seien«  so  dass  also 

und 

ist.  Dann  ist 

 (»'+ar't)  +  («»-|.««i)=f+ji, 

i^X'-^X'^).{x"  -i^x"i}=X'x  '-^x'x'\-i^X"x'i  ^X'iX^g, 

(4.)   («'4«'i).(«"+«'i)Äp+ft-f 
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Ntto  int  aber  * 

also 

(5  )  •  •  I  ^  

ferner 

(6.)  .  .  .  .  Mj  =.r'.r'|  +  arVj +a;'Vj .  » 

Zieht  man  die  zM  oite  drr  Gleichungen  (5.)  von  der  Gleichung 
(0.)  ab  und  dividirt  dann  aui'  beiden  leiten  mit  2«  so  folgt 

Dieser  Werth  in  die  Gleichung  (4.)  substituirt  gibt 

In  den  Gleicbongen  (ä)  nnd  (7.)  ist  enthalten  folgender 

I.  )  Lehrsatz,  Die  qvadrntieehe  Gleichung 

hat  nn  Wurzeln  die  beiden  Summen  von  je  einer  War-' 
sei  der  ersten  nnd  einer'Wurzel  der  iwelten  der  Glei- 
ehnngen  (!.)• 

• 

Ferner  folgt,  wenn  man  die  aweite  der  Gleichungen  (5.)  und 
(ß.)  addirt  onddaan  auf  beiden  Selten  mit  3  dividirt: 

auaaerdem  lat  («':r'i).(«Vi)s|i|i|. 

In  den  beiden  leisten  Gleiehuagen  lat  enthalten  folgender 

II.  )  Lehrsatz.     Die  Wurzelo    der  quadratischen 
Gleiehung 
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«ind  die  beiden  Prodacte  von  je  einer  .Watsel  der 
ersten  und  einer  Wurzel  der  sweiten  der  GMehvn- 
gen  (1.) 

Um  nun  den  Uebergang  in  den  imaginären  Zahlen  mm 
machen,  sei 

,-:2a,   p  =  a«  +  Ä»  . 

dann  sind  die  Wnrzetn  der  ereten  der  Glcichnngeo  (1.)  a±bV^^^, 
die  der  sweKen  aii^i  V  — 1.  Ferner  folgt  ans  den  Gleidinogen  (8.) 

also 

bieroit  wird 

=       6^  4      +  b\  +  2aai  +  '266| 
=  (a  +  ai)a  +  (6+^)«. 

Sonach  lässt  eich  der  Letnreatz  (L)  so  ausdrQcIren:  Die  qua- 
dratische Gleichung 

a!*-2(a+ai)x  +  (a+ni)H(^TÄi)*=0 

hat  zu  Wurzeln  die  beiden  Snmmen,  welche  entstehen,  wenn 

man  je  einen  der  beiden  Ausdriiclce  a  lb\^ — 1   und  einen  der 

beiden  Ausdrücke  r^,  f  — 1  zu  einander  addirt.  Da  aber  die 
Wurzeln  jener  quadratischen  Gleichung 

wo  die  obern  und  untern  Zeioheo  sieb  nicht  nothwendig  entspre- 
dien,  sind,  so  bat  man 

(fldb6V^l)+  (fli  i:6iV^^l)  =  (a+a,)dbWi)V^-l  .  .  .  (A) 

wo  in  Beziehung  auf  die  Zeichen  auf  jeder  Seite  fiir  sich  die  eben 
gemachte  BemerlLung  gleichfulls  g^lt  In  dieser  Gleichuns  (A) 
sind  alle  muglichen  Fälle  enthalten*  wie  auch  die  Zeichen  linker 
Hand  combiiiirt  werden  mögen. 

Femer  hat  man 


Digitized  by  Google 


361 

Der  Lebrhatz  (11.)  lässt  sv^b  also  jetzt  folgeDdermaassen  aus- 
«preeheD;  Die  quadratische  Gleicbang 

hat  SU  WnnMlpi  die  beidan  Frodocte,  welclie  eatatehcn»  wMn 

man  Je  einen  der  beiden  Aus(lTficl^e  <i±6V  — 1  und  einen  der 

iieiden  Ausdrücke  Oidb^  V^l  mit  einander  moltipfieirt.  Nnn  sind 
aller  die  Wucaeln  jener  Gleicliang 

==(««ki:W|)±(a6,T«i6)  , 

wo  die  obem  und  untern  Zeicben  in  den  feLlamoiero  einaoder  ent- 
sprechen, diesen  aber  nicht  ootbirendig  die  ausser  den  Klammern. 
Also 

ia±öV^) .  (o»  i:  ^  ^^1)  ^((iOi±öbt)±iabtTaib)^  ^ ...  (B) 

wo  nir  die  Zeielien  auf  der  rechten  Seite  die  elien  gemachte  Be« 
merkiing  gilt ,  atif  der  Ünken  Seite  dagegen  die  Zeichen  befiebif 
gewählt  werden  dürfen. 

Auch  diese  Gleichung  (B)  umfasst  alle  innglichen  Fälle,  wie 
auch  die  Zeichen  auf  der  linken  Seite  cumbinirt  werden  mugen. 

Die  Formeln  für  di»-  Differenz  und  für  den  Quotienten 
zweier  imaginären  Ausdrücke  können  auf  dieselbe  Weise  abge- 
leitet oder  aus  den  Formeln  für  die  Summe  und  für  das  Product 
hergeholt  werden. 
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XXXI. 
1Jebiuis§aiifgabcn  für  Scliüler. 

Von  Herro  H.  Scheffirr,  nau-Conducteiir  bei  den  Ilcrrof^llch  Bran- 
•chweigischen  Eisenbabncn  zu  Brauasch w«ig. 

Aufgabe. 

Es  sind  (Taf.  VIl  Fig.  6.)  die  beiden  Punkte  B 
und  der  um  C  beschriebene  Kreis  gegeben;  man  sucht 
einen  Kreis,  welcher  durch  A  vttdB  |eht,  und  den  ge* 

SBbenen  Kreie  in  den  Endpunliten  Ein  und  deseeiben 
orebmeseers  schneidet 

Auflusung.  Man  beschreibe  einen  beliebigen  Knie»  wel- 
cher durch  A  und  B  geht  und  den  gegebenen  Kreis  in  zwei 
Punkten  D,  E  schneidet,  ziehe  die  Geraden  AB  t  DE  bis  zu 
ihrem  Durchschnittsjninkte  F  und  lege  durch  F  und  das  ('entriim 
C  des  gegebenen  Kreises  die  Linie  GH;  so  stellt  dieselbe  deo 

Rsadim  Dmrcbniesser  dar,  und  A,  B,  B,  G  aind  vier  Poolrte 
8  Terlangten  Kreises. - 

Beweis.  Angenommen  ein  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  U 
gelegter  Kids  sehneide  die  Gerade  GF  in  einem  Punkte  &\  als- 
dann- hat  man 

im  Kreise  DEUG  FG.FH^FD.F£, 
im  Kreise  ABHG'  FG^JFBszFAFB, 

im  Kreise  ABED  FJJ.tE  =  FA.FB, 

folglich  FGÜPB^FG.FB, 

F&zsFG, 

d.  h.  die  beiden  Punkte  G  und  G'  fallen  zusammen»  oder  der 
durch  A,  B,  H  gelegte  hLreis  gebt  auch  durch  G, 
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Misccllen. 

LUeraruche  Bemcrknng  TOn  dem  Herrn  Ur.  Grebo  zu  Cassel. 

Um  der  Im  Archiv  für  M.  u.  Ph.  Thei!  XV.  Heft  2.  S.  137. 
enthaltenen  Auffordern nir  /n  entsprechen,  theile  ich  Folgendes 
mit  Das  dort  erwähnte  Werk  von  Bramer  führt  den  Titel: 
„BENJAMIN  BRAMERl  Bescbreibnng  Eines  sehr  leichten  Per^ 
„epectiv-  und  ^riiiidreissenden  Instruments  auff  einem  StanJe: 
„Auff  Herrn  Johan  Faulhahers,  bestellten  Ingenieurs  des  Heyl: 
,,Roichs  Stadt  V  Im,  weitere  con  t  i  nii  a t i o n  s</mes  Mathemati- 
„schen  Kunstspiegeis,  geordnet,  (jcdruckt  zu  Cassel,  durch  Johao 
MWessel,  vnd  su  Franckfurt  bey  Eberhard  Kiesen  Knpfferste- 
„chern  zu  finden.  Im  Jahr  1(130/*  Der  BeHchreibnng  selbst  gebt  ' 
eine  Zueiqnun!;  an  den  Khrnvesten  Hochachtbarn  vnd  Kunstrei- 
chen Herrn  Johan  Faulhabern  etc.  voran,  welche  folgendcrmas- 
sen  anßingt:  „DAss  in  den  Mathematischen  ktfnsten  viel  won- 
derbere  vnd  verborgene  Geheimnuss.  auch  offtinahls  Dinge,  so 
„fast  vriinöiilich  scheinen ,  pleichwohl  aber  durch  geringe  mittel 
„zu  wege  ti«d*racht  werden  können,  ist  auss  vielen  dingen  zu  se- 
ihen. Als  zum  Exempel,  durch  zusaninien:  oder  übereinander 
,,schreibnng  einer  Arithmetischen  vnd  Geometrischen  pro- 
,,gress,  kan  man  viel  wunderbare  Dinge  verrichten,  wann  nur  die 
„Arithmetische  mit  einem  0,  die  Geometrische  aber  mit  1 
„anfangt,  jNemblich,  das  Multiplicirn  durch  Addirn,  das  Di- 
„vidirn  dnrcb  Sahtrahirn,  Kadicem  quadratam  eztrahirn 
»dnfch  halbim,  Cubicam  durch  3,  Ze'nsicensicam  durch  4, 
„Sursolidam  5,  vnnd  so  fortfian  mit  andern  quantiteten  di- 
„vidirn.  Welches  dem  Herrn  als  einem  jetzluer  zeit  in  Teutsch- 
„land  berühmten  Arithmetico,  genugsamb  bekant,  vnnd  also 
^ohne  noht  wäre«  dessen  Ezenpei  an  setsen.  Damit  aber 
«»▼ngedbten  raeine  Meynn^  sehen  mOgen»  stehen  die  Zahlen  hei- 
„der  Progressionen  also: 

„Aritbm:  0.   1.    3.     3.    4.    6.     5.      7.      8.  9. 

„Geomet:  1.   2.     4.     8.   16.   32.     64.    128.     256.  512. 

,,Aritbm:    la      11.      12.  13. 
„Geomet:  1024.  2048.  4096.  8192." 
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Einen  Druckfehler  des  Buchs  im  drittletzten  Gliede  der  eeo- 
nietrischen  Progression  habe  ich  verbessert.  Es  werden  nun  an 
diesen  beiden  Reihen  die  Grundregeln  des  Rechnens  mit  Loga- 
rithmen erläutert,  uod  dann  heisst  es  Seite  5.  weiter:  ^uss  «iie- 
„sem  Fundament  hat  mein  lieber  Schwager  and  Praeceptor  Jobst 
„Burgi,  vor  zwantzi»  vnd  mehr  Jahren,  eine  schone  iirogre ss 
„tabul  mit  ihren  differentzeo  von  10  zu  10  in  9  Ziffern  cal- 
,,c  u  1  i  r  t ,  auch  zu  Prag  ohne  bericht  in  Anno  1630  dmclcen  lassen.  Vnd 
,»ist  also  die  Invcntion  der  Lojs;arith:  nicht  dess  Neperi , 
„sondern  von  iredachteni  Bursi  (wie  solrlips  vielen  wissend,  vnd 
,,ihm  auch  Herr  Kepler  US  «eugouss  gibt)  lange  zuvor  erfunden.** 

Um  diese  Stelle  vollständig  zu  verstehen,  muss  man  wissen, 
dass  Bramer,  zu  Felsberg  in  Kessen  15S8  geboren,  schon  in  sei- 
ner frühesten  Kindheit  in  das  Haus  soines  Schwagers  Burgi ,  der 
als  Hofuhrmacber  in  den  Diensten  des  Landgrafen  Wilhelm  IV\ 
zu  Cassel  stand,  geicommen  and  mit  diesem  1603  nach  Prag  ge- 
zogen war.  Wabraeheinlich  war  der  Umstand,  dass  Burg!  nacb 
dem  Tode  von  ßramers  Schwester  sich  IGll  anderweitig  verhei- 
ratliete,  die  Veranlassung,  dass  Bramer  in  sein  Vaterland  zurück- 
kehrte, wo  er  1612  eine  Anstellung  als  Baumeister  zu  Marburg 
erhielt.  Statt  zu  sagen  „vor  swantzig  und  mehr  Jahren"  hätte 
Bramer  sich  ausdrücken  können :  als  ich  noch  in  dem  Hause  mei- 
nes Schwagers  Burgi  zu  Prag  lebte.  Die  erste  Schrift  von  Bra- 
mer, die  unter  dem  Titel:  Problema,  wie  aus  bekanntgegebenem 
Sinn  eines  Grades  Minuten  oder  Secunden  alle  folgenden  Sfaios 
aafr  leichteste  zu  finden  und  4er  canon  sin  vom  zu  absolviren  seye, 
zu  Marburg  1614  erschien,  lasst  vermuthen,  dass  Bramer  die 
Neigung  zum  Berechnen  von  Tabellen  sich  bei  seinem  Schwager 
angeeignet  hal>e.  und  diesem  bei  der  Berechnung  von  dessen 
Logarithmentafel  hälfreieb  zur  Hand  werde  gewesen  sein.  Dass 
Burgi  seine  Tafel  so  lange  zurückhielt  und  sie  auch  dann  ohne 
Bericht  herausgab,  scheint  bei  ihm,  der  keine  Sprachstudien  ge- 
macht hatte,  aus  unbesiegbarer  Scheu  vor  schriftlicher  Darstel- 
lung zu  erkliren  zu  aeia. 


Anmerkung. 

Nach  dem  cingcNnndten  IVlanuRcrip^  des  Herrn  Vf«.  scheint  da«,  wa« 
ich  im  Obigen  habe  retperrt  drucken  IssMii,  in  Bramers  Bache  nril 
laleiabches,  das  Uebnge  mit  deotocbra  Lettem  gedrackt  sn  Min,  6. 
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Sur  les  fonctions  elliptlaues. 

Pur 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer, 

de  GroaiDgne. 


Les  fonctions  elliptiques  a^aiit  tir^  leur  origine  du  probltae' 
de  riiitegratioii  des  fonctions  irrationnelles,  on  a  toujours  en  Tue 
l'appiication,  qu'on  pourra  en  faire  pour  les  quadratures.  Mais 
par  cette  raison  on  a  tr<»p  nei;li<ie ,  a  ce  qui  nie  seuil»lc,  les  pro- 
prietes  de  ces  fonctions,  qui  nc  se  preteut  pas  inuuediatemeDt 
W  qiuilratures.  8i  donc  il  y  a  qaelqne  succto  dans  TaDalyM 
fldvante,  c'est,  parcequen  suivant  une  marche  ratlonnelte,  je  ne 
me  suis  pas  80uci  du  parti,  qu'on  saura  en  tirer  pour  l'integration 
(los  fonctions  irrationnelies,  persuade,  comme  je  sula»  que  toute 
anaiyse  exacte  trouvera  ensuite  sod  applicatioo. 


{.  I. 

Theorie  des  fonctions  elliptiques  de  la  premi^re 

«iapece. 

La  fonctimi  elliptique  de  la  premUre  eap^ce,*  ddnotde  par 
Ff  ou  F^,et  est  ddtflirmiode  par  T^quation 

(laus  taquelie  on  a 

Cf^tant  un  module  supposö  posltif  et  iuförieur  a  l'unitö. 
BaiMl  IVl.  25 
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Ed  consid^rAot  au  contraire  la  variable  <p  comme  fonetioD  d« 
#V,  et  poMnt 

•n  aotm  b  fooctioo  toverte 

9=iamßp, 

oa  biea 

•io9p:=:siQainpj». 

Cette  maiiiere  d'euvisager  la  fonctioo  elliptique  et  son  io- 
▼erie  a  M  diffiealt^.  £o  efSet,  U  foncttan  tftaotd4fM*> 

minöe  par  rcqtiatinn  (1),  il  ne  sera  permis  de  cooaidlrer  p  comme 
▼ariahle  indi^pendante ,  a  nioins  qu'elle  ne  re<;oive  tonte  valeur 
possible  reelle  et  imaginairc  cii  luii>8ant  varier  q)  par  degres  inseo- 
•ibies.  Or  ce  n'est  pas  difficile  de  montrer,  que  cette  condifioa 
De  eera  pas  rompUe. 

On  ponrra»  k  la  verittf,  considtfrer  9  oa  shi^  comme  foBflÜm 
d*iiiie  variable  inddpendaete  s,  et  poser 

61119  =  sin  amp  x; 

Diaia  en  am  lort  d'aüirmer,  qu'il  a'eo  eaivra 


Tout  ce  qu'on  pourra  etablir,  c'est»  que  la  fonetioa  w  p,9i^ 
•tltuöe  ä  JB,  satiafera  k  1  equatioa 

ainqpasainamp«» 

OQi  que  p  sera  nne  racine  de  cette  dquatton  ideolne  par  mpp*!' 

4  :r,  savotr  cette  racioe,  qui  a'^vanouit  avec  <p. 

Un  pareil  cns  se  presente,  lorsqu'oB  TOudra  ddduire  la  tbäori* 
des  foQctioDS  circulures  de  l'equatioo 

'  o 

dana  laqoeUe  la  fooction      est  ddtermlode  par  lee  dqnaHoBf 

Or,  comme  on  a  la  coutume  de  traitcr  d'abord  les  fonctions  Bintp 
et  cos^y  et  de  passer  ensuite  k  la'fonclion  1^  enprim^  parTinti- 
grale  pr^c^lente,  il  «era  de  roeme  plus  methodique  de  coiivertir, 
quat»t  aiix  fonotions  oHi|ifiqiies,  {'ordre  suivi:  et,  a\i  Iipu  p n't'f 
ae  1  euuatioii(J),  nous  considerons  directement  la  luiictiun  rei^arJee 
k  rordbaiie  cemme  ibnelioii  inverae  de  la  foDctioB  elliptique. 
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Dcsignons  par  u  cette  Tonction,  ou,  plutot,  reprteentons  par  % 
t,  to  Uoia  fonctions  de      c,  en  sorte  qu  on  ait 

AloTs  les  fonctions  7/,  to  seront  completement  d^termio^  par 
le  Systeme  des  equations 


(3) 


C'est  de  ces^qimtions,  qnll  fast  d^aire  lea  propriette  dea  fooetiooa 

On  eo  tire  ä  rinatant  lea  relatiooa  par  leaquellca  cea  fonctioaa 
aoat  lidea  entre  ellea:  car,  paiaqu'oo  a 

=  —  »ö*  a = —  i     tp , 

11  vlendra,  an  iotdgrant,  et  en  obaenrant»  qae  u  aa  change  an  0, 
a  at  19  en  1»  laraqua'  x  a'dvanonit. 


d'a4 


* 

«yaat  poad  pour  abr^ger 

Ddaignona  aoanite  par  z  una  radna  de  i'dqnalia» 
r^falaa  par  tapport  i  «;  an  aura 

«t  s  aera  one  fonetion  de  ii,  qo'on  poorra  raprdaenter  par 

Miia  II  ^tant  ane  fonetion  de  ii  »  cnsuit  qae  x  aera  aunsi  uoe 
feactten  de       Dane  o»n  anra 
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i'oi 

et  comme,  en  ayant  ^ard  aus  ^quationa  (4)»  on  a 

(?x2  =  1  -  Px2=  1  — M2  =  r* , 

il  se  presente  deux  cslb,  seion  quou  a 
auxqueU  cas  correspondeot  par  suite 
d*oh,  ea  InMgrant, 

v  +  x=:a:,         v' — x=;r, 

V  et  ti'  tftant  eonatantes  par  rappoit  k  a,  Eo  siibstitiiant  ces 
lenra  de  dp  daas  lea  ^quatiooa  comapoodantea,  oa  obtiendra 

piiia,  eo  prenaat  xsO: 

öquations  auxquelles  Ics  conatantea  v  et  t/  doiveot  aatialamu 
P'aUieura  i'äqoatioD 

U=Px, 

differentM  par  rapport  k  u  donnera 
d'o^ 


QxRm 

Ajoiitons  que ,  comme  on  a  Po=0,  on  pourra  choisir  la  ractee  x 
de  maniere,  qu  elle  fi'evanouiaae  avec     eo  aorte  qu'oa  ait 

Xo=^0; 

et,  eo  cooaidörant  Qx  et  äU  comme  fonetioiia  da  si 
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la  radne  xaera 


I 

* 

compUtemeot  iMteltoin^  en  fonetUm  de  u. 


du 


81  t'oD  veut« 


ifii 


f^"  urvu  que  les  radicaux  V  I — u'^,  \/~  1  —  c'-u^   soient  pris  de  ma- 
;re  ä  devenir  egaux  a  l'unite,  lori^que  u  s  evanouit. 

La  racilie  x  determinee  par  l'equation  pr^cedente  peut  rem- 
»lacer  avec  succes  la  fonction  ellipüque.  Pour  recouoaitre  la  lialion 
sutre  ces  deux  fonctioos,  posons 


/'du 


iirjRi  aara»  aoa  «eiilemeot 


ao  conddtent       et  z  comme  fionctioM  da  ^,  si  Ton  foit 

« 

OD  aara 


tt,  4  caaae  de 
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dt/; 


1 

Rpmnrciiions  qne,  i/;  etant  introdnite  romme  fonction  de  i!  ne 
eera  periius  d'attribucr  a  quo  des  valeur:*,  qu'elle  acquiert  par 
saite  de  la  Variation  de  w ;  d'ou  il  suit  que  la  valeiir  reelle  de  t// 

restera  toujours  comprise  eutre  —  ^  et     •   Mais  cela  ne  nous  em* 

1>eche  pas   de  trouver  la  valeur  de       ,   lorsque  qp  depassc  los 
iniites  de  ^.  Ed  effet»  mi,  pour  uoe  valeur  quelcooque  de  9, 
ou  fait  * 


on  avra 

d'oft,  n  dtant  m  nombre  enfier» 

puls,  en  vertu  de  F^^s—F^,  on  aura  encore 

1f 


et,  CD  preoant  ^=g>9 


d'pü 


i  -5 


U  Tlendra  par  eonsequent 


s 
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Noos  avons  fait  cette  d^marche,  pour  montrer  Ja  connexion 
entre  la  racine  x  et  entre  la  fonction  elliptiqiie  F^.  Toutefois 
00  pourra  se  dispenser  de  cette  fonction  eti  iiitroduisant  la  racine 
X,  conime  cela  a  ete  fait;  et  le  resultat  priucipal de ce  paragrapba 
•era  compris  dans  lea  teimes  auivanta. 

Soient 

«sFr=sP#,e;  0=:Q«=Q«,,,  fO=iI«=J2«^ 

trols  fonctions  de  Xt  c  dätermiuöea  par  lea  ^quationa 

»  * 

aalt  X  una  foactioD  de  ti  d^termln^e  par  ItfquatioB 


dao«  laquell«« 


oa  aara 


tt 

«ssv-f-s»  oa  «9«^— X, 

••loa  qaa  l'on  a 

Q^Rs^QxRx,  ou  QsRs^^-QxRx,  - 

«  et«'  ötaot  dcuz  constantea aaaajottloa  i  lacoaditiom 
de  vdrifier  lea  dquationa 

P„=0,  P„'=0 

Ajoatona  qoe»  pour  dea  valenra  fiaiea  de  Ps,  lea  fone  ooa 
Pgy  Qx,  Rx  se  chaogeront  en  atn^e»  coadr,  l,  loraqu'on  auppoao 
cssO;  de  aorte  qu'on  aura 

On  pourra  de  nierae  consid^rer  Px,  Qxy  Rx  comme  des  fonctiona 
particulieres  d  une  autre  classe  de  fonctions,  dont  il  sera  aise  d'ö- 
tablir  les  equations  difförentiellea.  En  coDtinuant  de  cette  mantöre» 
U  aera  ntile  d'embraaaer  toutea  cea  fonctioo^  par  uoe  d^nomiw^ 
ta  el  aae  aotatloa  ^fodrale.  Oo  poniia  p.  ow  appeler  oea  tao- 
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tions  fonctions  circulaircs,  cn  tes  clatwififtut eu divers  ordres 
et  raogs,  eteu  \es  designaot  par  le  t»igae 

rn  iiuiiquant  le  rang  et  n  1  ordre  de  la  fonction  circulaire.  Dans 
cet  etat  de  choses  is'iax  sera  lapremi^re  et  cot^x  la  seconde 
fonction  circulaire  du  premier  ordre,  et  Px  sera  la  pre- 
mi^re,  Qx  la  seconde  et  Rx  la  troisienie  fonction  cir- 
culaire du  secood  ordre;  ce  qu'on  exprimera  par  la  notatioa 

sinorsslil^,  cosd;=lj2^, 
iV=2!l,,  ar=2j2„  Ä*=2!3x, 
et  ainai  de  auite. 

{.  U. 

8nr  lea  valenra  particuli^rea  de»  fonctiona 
circnlairea  du  aecond  ordre. 

Piiisque  la  yaleur  de  la  fonction  cS«,  d^terminöe  par  les 
equationa 

S«>=l-t^,  So=l, 

est  positive  pour  u=0,  eile  restera  positive  et  comprise  eniit 
lea  hmites  0  et  1,  eu  ftiaant  Tarier  u  par  degres  insenaiblea  ealit 
lea  limitea  —1  et 

Sl  donc  la  valettr  de  e  reateift  oompriae  entre  lea  limitw  0 
et  1,  et  qu*on  poae 

(L)  6=öc, 

la  valeur  de  6  aera  positiTe  et  infdrienr  ou»  tout  au  ploa>  ^g*l®  - 
k  i,  IHiia,  comme  oo  a 

U  a'en  auit 

et  on  aura,  noo  aeolement- 

C*=Ö4', 

mala  encore 

easlSft; 

dou  Ton  oondutf  qua  6  ae  chaagera  en     loraque  eaerMoÜ  i  ^ 
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m 

M&ia  la  valeur  de  Sm  am  encorc  positiFe»  lorsqn'eo  partaot 

de  la  valeur  nulle  de  «,  on  attribue  a  u"^  des  valeurs  ne^^atives, 
nu  a  w  des  valeurs  iniaginaires,  et  eile  restera  positive  eii  faisant 
\arier  u  jusqu'a  l  inüni.  Dune  en  desi^nant  par  qo  rinfini 
posltif,  et  par  i  une  des  raciues  quarreeb  de  — 1,  mais  toujours 
la  mtoe  radoe»  on  anra 

Cela  pose,  od  sera  assure»  que  la  fonctioo  suus  le  signe  in- 
tegral dans  r^qoation 

/»  flu 

restera  positive  en  faisant  u  =  \  et  ^^  =  ^o^;  ce  qui  conduit  ä  con- 
sitlerer  les  valeurs  particulieres  X|  et  Xrt>  <iue  nous  desigDOOa» 
pour  abreger,  par  r  ou  Xc  et  q  ou  ^o;  en  sorte  qa'on  ait 


du  r 


du 


3Iainteoant  uous  avons  vu  dans  le  paragraphe  pr^^daot^  «lii'an 
deftenDinant  lea  fooctioua  circulairea  du  aacond  ordre 

  • 

par  le  ayattoe  dea  dquationa 

on  aura 

Px^u,  Qx=Ou,  HziSiSpm; 

done,  ä  cause  de 
ii  r^anllera 

j  Pr=l.       <?r=0,  Är==6, 
/  /*p=QOt,  Q^=Qo,  A^=QD. 


Quant  aux  rapporta 


on  jKiurra  s'assurer,  qu'ils  seront  egaux  au  produit  d'ttoe  quantite 
poaillfe  par  i;  et  comme  on  a 
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f^Y--^  i  (^y  !_=-i 


mais  «Dcor« 


Ajoutons»  qu'enfre  lep  fooctions  y  et  ^,  eiprin^es  par  Im 
Dilation« 

Ii  exlste  une  relatioD  asses  simple.   En  effet»  ai  Ton  poa« 


on  trouvera 


_       1     _      Ö6u'     ,      ,  du' 
tt  ,  du* 

Ot,  en  fikiaaot  Tarler  depuia  0  juaqu'i  1,  j  varien  depoU  0 
Juaqa'i  oo;  dene  od  aura 


r fiu     ^r^  du' 
Weil      \J     Öu'  Öiii'  ' 


oa 


(5)  pe=:tn; 
d'oü  encore«  d'aprös  ce  qui  a  et^  dit  ci-desaua» 

Nous  nc  nous  arr^teront  pas  aux  divers  proc^d^s  propres  ^ 
r^valuation  dea  fonctiooa  %  et      Celui,  qui  ae  pr^eota  d'aboid» 
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consistedansbd^eloppemeiitdelaroDction^  en  »<rle  anlvanilw  , 

puissauces  entieres  et  positives  de  m;  ce  qui  conduit  pai  de« 
quadratofM  connoes  k  la  s^rie  « 

d'od,  &  cause  de  l'tfqaafloD  (5), 

{.  III. 

Sur  les  fonnules  fondaniuntales  des  fonctiona 
eircnlairea  dv  second  ordre.  * 

Lea  foodions  circnlaires  dn  second  ordre 
sont  cMnpMtemenl  d^cennindes  par  le  syat^e  des  ^qnatioiis 

d*oä  l'on  a  ddduSt,  S-  1*       fe«  relations 

ayant  pose,  pour  abreger, 
(4)  6»=1— c». 

Aioiitotis  toiitcfois,  pour  completer  la  deterniination  tle  b,  qu'elle 
sera  toujours  prise  daiis  le  seilt»  de  deveiiir  1,  lorsquc  c  s'evanouit, 
corome  eile  est  iotrodaite  par  Ti^quatioB  (l),  §.  11. 

Ceia  pose,  on  tire  des  eqiiations  (*2)  et  (3): 

(a,  u)» = 1  ~  ( i + c*)  tt« + c«  II* , 

d'oik,  en  dÜteentiant  par  rapport  k 
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Soient  malnteiiaDt  u',  v',  w'  trois  foactions,  aoi  se  dMoiMOt^e 
ttf  10  par  le  changement  de  x  eo  dr-fA,  A  mnt  iidcpminl» 
de  jr,  eo  eorte  qa'on  ait 

(6)  e'=Qs4^, 

on  aura  de  meiue 

(a,      =— 62  +  (62— c«)u'*  +  c*©'*, 

ei 

to' = -ip'a  +  6« — 2  to'^l . 
De  ces  tfquatione,  joiotes  aox  irrMdeotes,  on  dMdl: 

(«a,«')*— (t<'a*«)a=(i -^c«(un')*}  {tt*— u^i, 
(ioa«wo'— (wa«io)«=(6s— (w)^  t«»  - 

et 

ttöx*  m' — m'  aj^ü  =r  -  2  c«  tili'  (Ii«  -  u'«) , 
r  a,«  r'  -  tj'  Öx^  ü  =  —  2    v'  (c«  —  r '«) , 
«a^io'  -ito'a,«  to = -  2tofo'  («>»— 10'«); 

(»a,o')«--(r'  a#p)*  ""6*  +  c^  iwT' 
(tr8xt£?')2— (to'ax         ~  6*  —  (iwO*  * 

Maie  on  a 


1 
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udx^u '  —  1/ '  Cx^  w  ^     {uBx  m'  —    8*  «) , 

(vBmu')*-iu'd,  11)2  =::  («ax  W  —  v!  8,  «)  8,  (Uli'), 
donc  OD  obtiendra 

flld«ll'-ll'd«tC     —        1  — c*(|M|')«  ' 

c'  -       c     "  ö'^  +     (rr')2  * 
3#  (wditp' — '8 j to)         2ww'Bx  (ww')  . 

ou,  en  ayant  ^gaid  aox  equatlona  (2)  et  (6), 


- ,'/-//  - 1 


vw'u'-v'wu    ~    ft^+c^r^tj'a  * 

«Ii'«'— 10' HO  4»— »"W" 

Puis,  comme,  en  g^närai»  d*uDe  ^quatioo  diffäreotieUe  de  la 
forme 

Bsp  dsg 

OD  tire 


Ott 
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U  .viendra 

^  uv'w' — u'vw  ^ 

_   WU'r'-^w'uü  ^ 

OQ  bien»  en  fertn  des  ^qoations  (1)  et  (S), 

fl  J^xffr+A  Qx+i>— IgjH-*^*  <?*  _  ii 

En  inteirrarit,  et  cn  iletemiinant  les  constantrs  d'intenration  par  la 
supposition  de  j:=^Ot  ce  qui  cbungera  Ps,  Qx,  Iis  eii  0,  1,  1,  on 
•era  coodult  k 

et,  en  faisant  x^h=yy  on  k=zy^ip,  et  eD  observaat,  ^*cs 
▼erto  des  ^uatioos  (1)     (3)  on  anra 

il  a'en  saivra 

QrRyPg-  QyßsPs 

•  I 
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Lm  rariables  jr  et  y  tftattt  Ind^eDdaiites  r«M  de  Yuatm,  mt 
ebtiendra»  en  prenant  y=0>  « 

d'oii 

(7)    •        Ps=^-P-x,  Qs^Q-s.  Rs=R-s. 
EosnbatitBantdonc — xkx,  les^Qationsprdcödentee  donneront 

/    p      _PsQuR„  \  PyQxRm 

(H\        P,j^_Qs^P,jP,^  Q.h'sP^ 

f  _^RxPyQuA^R,jPsQ* 

On  poorra  deduire  de  cos  eqiiationg  une  foole  de  formulp». 
II  ne  sufüra  pas  ni^tue  de  les  ätauitr  toutes  trois,  puisque  deux 
•e  d^dnisent  de  la  troisi^me  4  l'aide  des  relations  (3). 

Proütons  d'abord  dej$  valeur^  particulieres  du  parasraphe  pre- 
cddent  £d  dötermioant  t  et  ^  par  les  equations  (4)  oa  (6)  et 
(7),  (.  U.,  on  a  tronv^,  (2),  (3),  $.  IL, 

(»)  \pr^'  i^^* 

pQ  .  JKg  c 

Ö^T*'  Ä^-i' 


An  moyen  de  ces  valeurs  particuU^res  od  tire  dea  ^quatioM 
(8)  jointes  aux  relations  (3) 

Ö^=~6Ä' 


d'oA 


(10) 
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De  piut»,  si  Ton  fait,  pour  abreger, 

00,  sokaot  l'^uation  (5).  {.  II. 
U  viendra 


(12)    p^,=:l^,  ^'+'=ci^;'  ^^ 

et,  en  prenaut  x=0, 

Si  maintenant  on  substitoe  aoccessiFeraent  y-f  r,  y-^a,  y-f-^ 
ä  ;/  da  IIS  les  l'oriiiiiles  (8;,  eo  obMrvaDt,  qoe  des  ralations 

OD  deduit 

on  trouvera,  ä  1  aide  des  forniules  (10)  et  (12), 


(15) 


b^PxPy-QsR.Q^Hs 

QxQy-PxRxPuRw 

.^RjPvQu-RuP'Qs  . 

Px+tß 

b^PxPy+OxRxQyR^ 

Digitized  by  Google 


381 

l  _  PxQyRr-PyQxRs 


(17)  x^^fiEe^' I  y^-^^^i^, 

f  _1  HxR,±*''PrQrPyQg 


Ed  combiiiant  ces  formules  on  en  tirera  d'atitrcs,  que  nous 
n'^crivonb  pas.  Tonfefois  il  sera  bon  d'en  ^fablir  eocore  qnel* 
quefi-onef^  dont  nous  pronterons  dans  la  aoito. 

En  vertu  des  ^quations  (7)  on  Ueduit  des  formules  (17} 

 QsQ,J-  PsRrPyRy  ' 


En  y  joignant  les  formules  (8),  (15),  (16) «  od  trouvera 

j  1  ^'^BJ^Rm* 

rofiDiilea  qai,  i  ^alde  des  ^kroafioiis  (tO),  (12),  (14),  se  rMoiaMt  It. 


ft — 
1— 

(19)   ^    Q.+,Öx-,=  Qjr*— ^'-^ 


Tbeil  XVI. 
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dante  de  x,  od  ama 

dsPy=-99l<9r*  ö«Cf=iB»^ir.  ö*Äf=c*/V?»s 
done  OB  tirera  des  formales  (17),  (16),  (15): 

d'oä 

Or,  saivaat  les  reUtioDs  (3)»  on  a 

* 

donc  il  suivra 

piiis,  en  int<igrant  et  ea  observant,  que,  poor  x^O»  jf  se  iddäift  i 
s,  on  obtiendra 

d'ou,  en  r^emettant  x-i-y  k  z  et  ayant  dgatd  ans  ffolations  ($• 

.QxQy-PzPylt^^^  e,f  „ 
(22)  jÄ,l^c»APjrO,+,«Ä,+,, 
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#   j.  IV. 

Relation  eotre  les  variables  et  le«  luodule»  de  deux 
ronctioaa  circalaires  da  sacond  ordre  donC  ie  rapport 

oat  constanf. 

Ell  (>osant 


il  sagit  de  d^termiaer      en  fooction  de      et  y*,  c*  eti 

loaction  de  c. 

CofDme  OD  a 

axPx,c=Qx,cÄx,c,  ^sQs,c=—R,,cPs,c»  ÖxÄx,ü=-'C2i>,^at,* 

ü  8'eQ  soit 

«t>  ea  (aiaaa^  ponr  abr^ger« 

00  «a  dtfdafatt,  au  moyeu  daa  dquatioDs  (1),  (2)»  <a): 

(ö) 

An   n«i'^<^i*«iA'  '^""fcyi'"''  y««a""ci«^' 

1  Aya     y2«2     «^a'-^^s^a* Ay«"*  y4<^4"cV4/^4' 
Ay*    y6«6   <^6^«6A  Ay^-y^oii""  t«2«^|j;- 

Ton  voit,  que  ft*  est  independante  de  x,  de  sorte  qu'ou  aura 
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(6)  yk=fifta?  +  't» 

dk  etant  coiistante  par  rapport  a  a:.  En  preoant  done  "JJP*^^ 
mmt  «=sO,  «=T,  «sstf  daos  les  ^nuations  (I),  (2),  (9).  «  en 
obsenrant,  qn'on  a  trouvö,  (2),  (9),  (13),  S*  lU. 

Pt=s1,  ö»=0,  i?r=A, 

«  C  CK 

il  Tieudra 

i*cr„e.==0,    <?rf,.r.=fc,  i?<r„e«=ri, 

1  6 

tfqnatioos,  auxquelles  on  satisfait  eu  raisant 

(7)   di=0,  0^=0,  <)3==:— fijT,  Ö4=— f*4T,  (Jft="-fiiff, 
cm  qni  doDueim 

1  et 

^|3l=:l.  ß^=ll,  ß^:=y    ß^=^>  Ä=C»  Ä  =  y  » 

(n=i'  ya=^»  y8=i»   ^4=^»  y»=g''  n^^^- 

Les  constantea  ßk »  fk  stallt  ainsi  d^feimiDto,  Ifa  ^aatioiu 
(6)  ae  r^dttiront  k 

1     c*  l  ^111 
^       c«  1         6  1  .  .  1  1 

Ä  _    />  1  _  »    1         _        _  »  1         *  t 
d'oü  Ton  ttre 
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«ja=l,  ai«  =  c*  «4^  =  1,  «•5=1. 


fh=ffi.  f»i=«a»  f%=— f*4=— öa^,  f4ft=—  Tttft,  ;i^  =  — -.««. 

Ces  equations,  determinant  le8  constantes  ak  et  Ck  au  signe  pres, 
OD  poarra  en  choisir  k  volonM.  Noiu  posous  parsuite 

i«i=l»  «»=Ci.  <^=— ^  »  «i=— 1»  «6==J*  •^^J'» 

(9)  ]  l  Ä         c»         1  . 

Vi  =  l»  f*a=<^»  ft8=«»  /*4=^^»  fi^csW,  ;i«  =  t'. 

Fn  olimiriant  tfft,  ttk,  ßk,  '/k,  Ck  ä  Paide  des  eqoatfoiM  (6),  (7)» 
(9),  le«  ^uations  (l),  (2),  (3)  se  röduiront  4 

(10)  Psr^-Pr»^  =ö#,e.  Hs.-^R*^, 

(11)  ^«r4=«^'»''     Q^,X=Ä*,e,     /?„.l  =  Q*^. 


%*-»>^=~J^'»«'  0«rfl#-»)^=^i£*,c,  l^«(,-»),^=/^#.e, 


t 


h  9.  9 


ri 


1  Ci 

<i<(»-aM=yQ*,*  Ä<(M),»=cP«^ 

Les  formule»  (10)  foot  voir,  que  les  fonctions  P,  Q,  R  ne 

chaneeront  ptis  en  rempla^ant  le  module  c  par  — c.  Au  moyen 
des  formules  (11)  od  passe  d'an  module  c  inferieur  ä  Tuoite  au 

module  reciproque  -  npdrieiir  i  ronitä.  II  sofBia  donc  de  eoo- 

server  de«  formules  (13)  et  (13)  les  trois  premi^res  ou  les  trois 
derDieres.  puisqu'on  en  dörlnit  les  autres  n  l'aidc  des  formules 
(11).    En  coiiservaot  les  trois  üernieres  on  en  tire 
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(14) <        *  *  ^ 

/  1   ,  ci 

ou,  auiviiiit  ies  equationt»  (lü)  et  (12),  §.  Iii. 

^•^^  ''^^=*fe  o^-rfc 

d«)  Pu*=i^y  0.^=15^..  A.^=5-: 

.  Les  formnles  (M)  nerviront  a  la  r^duction  des  fonctions  cir- 
culaircs  du  second  ordre  ä  niodulc  itnaginaire,  et  Ies  forinule«  (16) 
a  la  r^duction  des  raeme«;  fooctions  ä  variable  iniagiaaire. 

Ajoutooff»  qoe,  par  saite  des  relatioiis 
Jointes  aax  formales  (10)  et  (tS),  §.  IIL  ep  trouvera  ais^nent 

et 

donc  on  aara 

07)  i».+,(i-j:;;)=-9'.u('  ^;;:) 

et 


Digitized  by  Google 


387 

(IQ  1»,-  R^.^y 

I 

Or  des  ümiimIm  (11),  (12),  (13)  ob  dMnit 

 •      Qs±r_    _^  JZT 

P»     P^l     «»+'~^.*.^  'h-^ 


donc  il  Tiendra»  eu  ^rd  aux  irormii|<»8  (18)  ^ 


J,  V. 

MeUtion  entre  lea  fonctioos  circulaires  du  seeonS 
ordre  par  rapport  äuno  variable  x  et  entre  les  meines 
fooctions  prUes  par  rapport  4  un  jnultiple  de  ' 

Ed  vertn  des  foripules  (Ö),  (15),  (16)  {.  III.  od  « 

Ii?  --Elßj!=rJ^EiES^L 

En    joignant  les  equatioos  (7) 

(2)  P,  =  -        Q, = = 

il  ▼iendra»  eo  sobstltaaot  h 

*^*-f   1  äTj!2    02«   » 


1— c«/^,/«; 


4'oft 


Ed  pr«oanl  jr=y»  et  en  obaorvant,  qo*on  a 
(5)  Po=0,   Qo=l.  Äo=i. 

on  irouvera 
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pais,  en  ayant  ^gard  anx  relafioDs 

(7)    •  Ö«,=l^/V».  Ä,»=l-cai«„ 

U  s'en  aoivra  " 

En  substituant  ensuUe  2a;  k  x  et  x  ä  ou  Urera  des  forniu- 
Iw  (4) 

Ol»  PjjQxRx 

Fax  +  f'x— 2  j— 5^2^^-^, 
d'oü,  eliminaut  f'2'r>  Qs'»        P^i"       formules  (8)» 

n       UJ^yMr^f^L—  i( 

^»'— ^'  l(l-c«/>,*)«-4c*P,H?*»Ä«*""'t  • 

n   -n  i2(i::2/»x  +  cW){l-r2/V)  ,) 

oa,  en  ayant  ^gatd  anz  ralations  (?)• 
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Kempla^oos  eocore«  par  ^dans  Im  IbmulM       il  ?i 


r 


d'oü,  a  1  aide  des  formulea  (8) , 

(10) 

Sans  qu'on  ait  besoin  de  devclopper  les  expressions  conteoues 
dans  les  seconds  menibres  de  ces  equations,  ou  reconnaitra,  tpib 
P^^,  li^^x  pemreat  ^tre  repr^aenMes  par  des  fonetioaa  it- 
tionelles  et  fractionnaires  ^)ar  rapport  k  P«*.  On  aera  donc  cot- 
doit  k  auppoaer  par  inductioii«  ^  od  aanra  aatiafiaira  aox  dqaafiiai 


^    A  ß  C 

(11)    ^w=2jij|^*      ^**^^m*  X^ii' 

en  d^sij;nant  par  A^n,  B^n,  C*n,  I^n  des  fonctions  aoti^rw 
fapport  a  Px^,  et  par  »  uo  nombre  aotier  et  positiH 

En  comparant  le«  ^qiMiCfoiis  (6),  (8),  (10)  aaz  ^quationa  pr^ 
e^antes,  on  conclura,  que  3  =  2*'' — 1  aera  la  deori^  de  A^t 
4r=2»  celai  de  celui  de  ^3«.  8--=3«  — 1  celm  Je 

/>32,  15  =  4«  — 1  colui  de  A^^,  16  =  4«  celui  de  /V:  et  on  sup 
posera  par  induction,  que  »^—1  et  w/*  seront  les  de£?res  de  A»^ 
et  /)n*»  lorsaue  11  designe  un  nonibre  pair,  et  (|ue  r»^  et  n* — 1  Jicroul 
les  degres  ae        et  Z/^h,  lorsque  n  debiguu  un  uuinbre  impaii* 
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Aliimi  eonürraer  ces  fiuppositions,  en  demoiitraBt,  qu'elles 
««ront  Terifito  pour  le  nonkre  m-f  2»  loraqn'on  Im  «uppose  ex- 
actes  pour  lea  oombres  m  et  m+1. 

On  a  trouvf^,  (18)  Hl., 
e»  enbetitiuint  (m-f  1)«  k  x  et  x  ä     i\  vieodra 
d'o^  en  vertu  des  dquations  (11), 

Amj^^  Am         A^m-^i  —  P^jD^m^t_ 
Dm^Dm  -~JOI^m^x--t^Pz^A^m^y  ' 

De  plus,  en  coDcevant,  que  Am,  Am^t  >  Dm»  Dm\i  ««oient  des 
fonctloM  döterrointe  d'apr^s  loi  sinpoeitiMie  faites  d^desa«*,  od 
dtopoeera  de  ili»f t  ^         ^®  mmim  qo*««  ait 

Dans  le  cas,  üu 

....rüir:  doiic  -^^mfi  el  „  .„^^  ^....^.^o 

par  rapportA  /»,  do  degrd  (m  1 1)«  et  j'oik  i|  suit, 

en  vertu  des  ä<|aatioD8  präoMentes,  que  Am^^  Am  et  Dm^^/K» 

seront  des  fonctions  enti^res  par  rapport  ji  l^x  du  de£»re  (//i^-l)* 
ft  1)2-1-1,  OH  yf2^i2-f2„,  et  IPm^.j,iJ'^m  du  dogre  2(m  |- 1)« 
et  f  1)2 +  Or,  daiiN  ce  cas  .'l^,^  et  D'^m  etant  du  degre 
ni2 — 1  et  m*,  H  ö'cu  suit  que  A'^m^^  sera  du  degre 

«(m + l)«-(m^l)=(m + IQ^l 

* 

et  i^nt\%  du  degr^ 

2  (m  + 1)«         m«=^  (m  h  2)«. 


ans  le  cas,  ou  ///  designe  un   nomhre    pair,  m  +  1  sera 
inipair:  doiic  A^m^      Z^'^wf  i  representeroiit  des  fonctions  eiitieres 


Dans  lautre  cas,  oü  m  designe  un  nomhre  impair,  m -|- 1  sera 
pair,  et  par  suite  A^m\\  et  //^m+i  seront  du  degre  (m-f-t)*  — 1  et 
(ni+l)2,  piiis  Am\2^im  ct  Dm\2^^rn  du  degre  (m  + 1)2-1  1  et 
(»1+1)2,  ou  ^|2^^^  et  D^m^^D^m  du  degre  -2(1/1+1)2  4-2  et 
2(m+tj2.  Or,  dans  ce  caa  A*m  et  D*m  dtaat  da  dego^  m>  et 
m2— 1,  il  s'en  suit  que  A^m^%  aera  du  degrd  (m+2}*  et 
degr^  (m+S)«— 1.  * 

On  voit  que  dans  Tun  et  l  autre  cas  A^min  et  D^m\^^  seront  •  . 
des  toiictions  entieres  par  rapport  a  t^x,  et  que  leur  de^re  se 
deduit  de  ceiui  de  A^m  et  Zi^m  en  changeant  m  en  7/1+2.   D'apret»  • 
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ee  qu'on  vient  de  dire  les  supposUions  falte«»  sobsistefont  pv 
cons^quent  pour  tout  nombr«  entier  et  poäitii  n. 

On  satisfera  dooc  k  T^quation 

en  üesignaiit  pur  A^n  et  D^u  des  fonctions  eiitieres  par  rapport  ä 
F*s  du  degre  n^l  et  lorsqae  n  est  pair,  et  du  degre  et 
n*— 1»  loraqoe  n  est  impair. 

Plus  geueraieiuent»  rexpret»sion 


1— 


eo  supposaot  ^  et  z  indeperdantea  de  a:,  pourra  ^tre  represeotee 

5ar  le  rapport  de  deaz  fenction»  enti^res  de  P^s  du  iiegr^  ii^; 
e  mani^re  qve,  ai  pour  abrtfger  on  lait 


(12)         n^,=  V  f,  z^fof.f^ . . .  , 

p=o 

on  aura 

donc  il  reatera  k  trouver  lea  racinea  ÄJp.q  et  Np,q»  pour  que  b 
relatioD  entre  Piu  et  Px  aoit  entiireineiit  aötermmöe. 

KappeloDs  dous  pour  ceia  les  tormules  (10)  et  (12)  du  §.  UI-> 
savoir:  ^ 

(U)  ^^»f«»=c^'  ^•+•=^0;'  ^'+*=^|R' 


d*on  Ton  dMttit 
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iP»^9^=Pm,  Qx^i^^-Qs,  Rx^9^=^-R*, 

(16)    |PH^*f=— P».  Qx^=^Q*»  Ä;r+«*=— Ä», 

La  fonction  P^  restera  dooc  la  m4tne,  lorsque  x  se  cfaange 
eil  se-\-^9  oo  en  jp-|-20,  ou  eo  or-f^T,  et,  par  Kuite,  il  en  sera 
de  mdme,  lorsque  x  se  chaoge  en  x-\-^pi^'\-2gc-^^f  p,  ^,  r 
ötant  des  aomhrefi  eotiera« 

Maintenaat  le  premier  membre  de  i'^quation  (13)  s'^vanouira 
pour  ar=^;  d*oik  il  aait  que  Py*  aera  uoe  racine  du  aecood  mem- 
Dre.  Mais  le  premier  membre  restera  le  mtae,  lorsqae  n$f  ae 
erhänge  en 

ou  3f  en 

.  2»    .  2r 
n  ^  '  n  n 

doiic  les  autres  racioes  du  second  membre  aeront  comprUea 
dans  1  expreasion 

en»  aimplemeot, 

m  m 

pvIaqn'oD  a 

(16)  e=T  +  p. 

Ajoiitona  qee,  paar  a?oir  lea  racioea  distiiictes ,  il  aoffira  d'attri- 

Imer  k  p  et  q  successivement  lea  Taleurs  0,  1,  2,....  n  —  1,  puia- 

que  tout  autre  nombre  dnnnera,  en  vertu  des  formules  (16)«  dea 
racioea  ^galea  atix  precedeutea.   Oo  pourra  dooc  poaer 

n 

On  trouvera  pareillement  en  permutant  ^  et       en  aorte 

qu'on  ait  . 

m 

L'^quatioo  (13>  ae  röduira  par  conaöquent  k 
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1-^ 

Remarquoiis  encore  qu'e,  loraque  la  fonctioo  fp,q  jouit  4«  la 
propriaM  de  rester  la  mtoe  ai  9  se  change  en  ^-f »»  on  auia 

(18) 

ponr  tont  nombre  entter  et  par  suite  au8hi  r=p.  Doiic  on 
anra 

(19)  Ap  ngfp,g  ^  IJp  J7,  /-p.p  ,  ,  ; 

ce  qui  pornint  de  substituer  a  la  foroiule  (17),  ea  ayant  ^gard 
aux  equatiuiis  (15)  et  (10), 


En  faisant  et  observant  qve  ■p-z=0,  on  döduit  de  la 

fonnnle  (17) 

l-^-i7j,iI,— ^ 


Poll,  en  faiaaot  BnceeMireiiieBt 


en  observaut  que 

Po=0,  Pr=l,  i*#=aj^'  l-i»,=^?*„  l-c»i»,=Ä«„ 
•t  posant 


Digitized  by  Google 


5.  iL  i, 


s  • 


il  vieodra 


OH  bim 


«> 

flu  snppoMot  que  il»  J^a»  d»      m  r^diuMnt  ik  st«  1«  1, 1  pour 


VI.  Transformatioo  dii  modale. 
Od  a  tnmvö  dau  ie  {.  pr^cödeot  qua  rezpteaaioo 


en  supposant  y  et  z  independantes  de  x  y  poiirra  ^tre  repr^seiitee 

Eat  le  rapport  de  deiix  l'onctions  entieres  de  P^x  du  degre  n\ 
In  obtieot  an  aotre  ^peneA  de  ce  tli^rtaM,  en  poaaot,  aae  cette 
axpression  pourra  ^frc  repr^sentee  par  le  rapnort  de  aeiix  fon- 
ctions  f'ntlAres  de  (px"^  du  degre  n,  (px^  etant  elle-m^me  ie  rappwt 
de  deux  fouctioos  eotieres  de  Pm^  du  degrö  n. 

En  appiofendiseant  ce  resnltat  od  aera  eooduit  k  coosidtfrer 
b  foDctioD  9«  d^teimbida  par  l'äqnatioo 

(1)  9»^ihP 
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ayant  pos^»  comme  ci-deMs, 

(2)  hfhz=z^^nf^  =  . 

Od  anra  par  saite 

■      ■  ■ 

et 

fl  n  H  n  s 

maia  on  a,  (16),  {.  V.  ^ 

(3)  P*+»r=--P»: 
donc  il  auivra 

Poia,  comme  de  r^uatien  (2)  on  tire 

n  »=« 

00  dddott  de  l'^uation  (1),  non  aeulement 
mais  eneore 

oll,  auivant  la  formule  (3), 
11  vieodia  par  anite 
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o«,  en  vertD  de  k  fomole  (IQ,  S>  HL 


1— 


(5)        9'.=/»,fl/»a,  pj---. 


La  fonction  representera  donc  une  fonction  fractionnaire 
par  raüport  a  I^x^  dont  le  numcrateur  sera  du  deere  n  et  le 
Miommateor  du  degrö         Onpoumdtn  antftiitderexpresaioii 


1— — 5"  » 
9  y 


* 

doBt  le  d^nomiiiateiir  sera  Ic  meine  qoe  celui  de  ^V;  et«  eomme 
cette  ezpreesioo  s*^vanoait  ^videmneot  poar  x^y^  \\  en  eeia  de 

ndne  pomr  d!cy4-^r,  eo  Terta  de  la  Telation  (4);  de  «orte 

qu*oo  aura  ^ 


d  oü 


(6)  l-^=g>.— 


1- 


pui» 


1   «  II 


*      m2  * 


Th«U  XVL  97 
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on,  suivaot  la  fonnule  (20),  §.  V. 

Lfl  .  1  — 

Jr  nx 


M    fitf        n  n  I 


Void  la  fornmle  par  laquelle  rezpression  dans  le  premier 
membre  sera  r^duite  ä  unc  fonction  fractionqaire  de  (p**  du  degri 
n,q)*x  etant  elle-meme  une  fonction  tractioimaire  i\cP^j  du  deiire  n. 
Ii  sera  parsuite  iotöressant  d'eutrer  en  detail  sur  la  oature  de  la 
fonction  (pz- 

dif^mtiaiDA  par  rap^ort  a  o;  les  deuz  mAutbrea  de  1  eqiia- 

tioD  (5)  on  pronrera,  que  |~^~|  repr^enteraonefonctioDfractioB* 

naire  par  rapport  h  J^x,  dont'oo  Mermioera  les  radnes  k  Faide 
de  r^nation  (0),  en  divisant  les  deui  membres  par  y— .r,  et  en 

posant  y=^.  Toutefois  il  sera  ä  preferer  de  parvenir  ä  l'expres- 
sion  cherchee  de  d^fps  par  une  methode  directe»  surtout^t  puis- 
qu  elle  exige  la  connaissance  de  quelques  formule«  renian|iialmli 
quQ  novß  allofis  ^tebtix.  ' 

D*aliord  en  a 
et,  comme  des  formales  (l) ,  ß)  du  §.  V.:  en  dedoit^ 

et  des  formvles  (18)  du  §.  10. 

U  f  lendra 

=  (l^/^^p2^)at  (P'.-/^sr)^2/>»y(/«xQ^iy,  -I- 
puis,  ayant  ^gard  k  reqnatioii 
II  s*eD  soiTra 
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CnniUe  od  d4dnit  des  formules  (1)  et      da  {.  V. 

d'oü 

et  par  suite 

—       Iltp^  r>2  IM   ^-»i-y  Px-yQx  \  jiQx-yJij  f  ytf  j— y  


Mais  de  requatioo 


Oll  tire 


*7* 
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pu'is 

ee  qoi  changera  r^qaatioo  ptMAeute  eo 

—  ^lAlM  m  tn  in       *  f.vQj-v  f^x^y^i-y 

Au  iDoyen  de  la  formule  (S)  on  eti  deduit 

— v'"/»»^/  Ä**  ' 

ou«  suivant  lea  formales  (19)  da  $.  HL, 

l=(-Ä)('-Ä)('-^Si)('-i^)- 

Cette  formule  conduit  ä  aoe  seniblable  pour  la  fonction  ipx' 
En  effet,  commc  on  a  P*x=/**_x,  et  parsuite,  cn  vertu  de 
r^quatimi  (5),  9>^x=9>^-«4  on  diklait  de  requation  (6),  non  seu- 
lement 

'  f*   '  2, 

1  ^  V  h  '^^•'^ 

W 

mais  encore 
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1—  I» 


n 

Si  donc,  pour  abreger,  on  pose 
il  viendra 

ou  suivaot  U  formultf  (9)»  ' 

,  V     '^yiUK      ^HHe,/V     '%+o+P,A  ^rf'+er/ 
0=i7.  2  ^  *^  2  

Pute»  ayant  ^ard  k  T^qnation  (11)»     III.,  savoir 

on  aora 

— =  Tz^-^  ^ 

ikUif  oa  a,  es  g^neral. 


% 
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dotic  Od  pourra  subjsitituer  a  la  pröcedente 

~  Ilm 


ou  enüu»  suivaot  les  equations  (ü)  et  (Ib) ,  . 


(11) 


Cette  formnle  tftant  ^tablie^  il  De  sera  pas  dimcile  de  troafcr 
Texpression  cherchte  de  dx^«.  Pour  y  parvenir  li  suflir»  de  b 
mettre  soos  la  forme 


=-(^)-(S')V.-^.<.-^g(.-S„X'-?J- 

et  de  poser  jf=e=ü.   £n  «ffet,  comoie  on  a 
on  touvera 

pnis,  «D  fpsut 

(12) 
d'oii  ausei 
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et  observaut  {{\x  \\  suit  de  l'eqoatioD  0) 

2 

k  etm»  de 

1 

»  Mainteoaiit  soieot 

(13)  ©'»=1-^,    ««s=l-^  , 

et  fixons  la  deterniinatioo  de  r',  «?'  en  ajoutant,  que  v'  et  lo'  se 
reduisent  a  1  pour  07=  0,  ce  qui  douiie  (px=Oi  afors,  ea  obser« 
vaat,  qu'on  tire  de  PqaatioD  (12) 

OD  anra»  non  aenlemeiit 

mala  encore  ^ 

(14)  BgfpM=S^fB/'. 
I^ienl  de  plua 

(16)  K^9z,  fcs'i 

Vi 


doü 


K 


las  öqoatioD«  (13)  ae  r^dniront  k 
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et  6D  fiiisant 

(16) 
on  aura 

(17)  i/*ssl-«<»,  to«esl— i^«, 

taKdit  qae  l'^quatto»  (14)  «e  dHMgws  en 

Si  eoauite  od  ddiigoe  par  t» '  nne  foiiellon  de  s  detmiWe  fm 
rdqaatioD 

oa  par 
ajanl  falt 

on  obtlendra 

Eo  combinant  cellessi  aux  equatioDs  (17)  oo  aura  par  cons^oeiU 

tandis  que  tt',  t',  w'  sont  liees  a  la  condition  de  devenir  0,  1,  I 
pour  .a:  =  0,  ou,  ce  qui  revient  aü  ineme,  pour  (»  =  0.  D'apr^s  1» 
däfinitioD  posee  pour  les  fooctions  circulairet»  da  second  ordre  oo 
anra  dooc 

H'sP»^.  «'«Q«,»»  fK^^BmJk, 

OU,  auivant  i'öquatioD  (!8): 

«'=^«^,  ü'sO»s^ft, 

En  vertu  de  Tdipiation  (16)  od  a  par  suite 

(20)  . 
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et  «o  voit  que  la  fonction  fractionnaireparrappottiP*«»  iMriflirt 

Wx  et  introduite  dans  le  commencenient  ae  ce  paragraphe^  sera 
elle-m^me  proportiooelle  h  uiie  fonction  circulaire  du  second  ordre. 

v^ia^aJ^'^'^^j?''.^^''  äquations  (1),  (6),  (7).  (12)  et  (15),  » 
I  aide  de  la  pneedento»  oo  trouvera 


1  " 


p  p=u 


Pois,  comnie  ob  a 


P 


•t 


U  viendia 
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dük^-  ttpvM  avoir  d^ermioe  K  et  H  par  \ei  ^qtiat^öns  (24)  et  (25), 
avtrom^m  A  et  0,  eu  ^giurd  k  t-^natlob  (19),  par  Lea.  saivaete« 

r 

11  e8t  bon  d  observer  que,  la  valeurde  /^-i-i  ^tant  comprise  ea- 

tre  0  et  1,  A  sera  iiif^rieur  a  1.  Od  aura  par  suite  ä:<c«;  «ft 
OB  voit  qoe  plus  n  sera  graod  plus  k  sera  au  dessous  de  c. 

Remarquons  qo'on  tire  de  la  forauile  (21) 

1  n  P2p4-1, 


00»  «alon  Ub  dquatiooft  (24)  et  (26), 

* 

(27)  P,j^=l.  4- 

8i  done  on  fait  saccessiTement 

daos  la  formule  (22),  et  qu'oD  pose,  pour  abr<^ger, 

II 

I  "IT* 


(28) 


on  trouvera,  eii  ob^orvaot  quc 
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l 


=0. 


ou  bieii 


(29) 


St)«' 


•n  snppoMuit  qae  TU,  di»  SD«  «e  reduisseDt  k  6i,  l,  h  l 
poor  drst=0. 

Par  ces  formules  on  pas8e  du  module  c  a  ud  module  k  infe- 
rievr  a  c.  11  restera  k  radaire  les  aecoods  membres  des  ^qaa- 
tions  (28)  ä  des  fornies  quarrdes>  raats  pour  cela  il  faut  di£>tuisiier 
les  cas  oü  n  sera  pair  et  impair.  C'eat  ce  que  oous  ferons  daui 
un  untre  memoire. 

Remarquons  encore,  qu'eti  attrihiiant  ä  6x  des  vateors  positi* 
ves ,  et  en  faisant  varier  ö.r  depuis  zero  par  degres  insensibles, 
la  valeur  de  Qoxyk  restera  positive,  en  verta  des  priucipes  etablis 
daos  le  $.  IL,  et  eile  ne  6*evanoiiira  que  lorsque  Bx  =  xk.  De 
Tautre  cot^,,  il  suit  des  formales  (U8)  et  (20),  que  la  valeur  de 
Qesjk  restera  positive  en   faisant  Tarier  x  depuis  0  jusqu'i 

— »  valenr  de  x  poor  laquelle  Qexjk  s^evanooit  de  mAme.  Les 
deuz  limites  n  et  6-  ^Mront  donc  les  m^mes.  et  od  aura 


Pareiilement,  en  attribaant  ä  6^  des  vaieurs  iniaginaires,  et  eu 
faisait  Tarier  depois  0  par  degr^s  InsensibleA ,  la  valeur  de 
QBxjk  resttra  positive  et  ne  deviendra  egnie  ä  oo  qae  lorsque 
fii^Qk.  De  l'autre  cot^,  il  suit  des  tormules  (*28)  et  r20),  qu^en 
'  faisant  passer  x  par  riniaginaire  depuis  0  jusqu'a  la  valeur  de 
Qex,k  restera  positive  et  ii'atteindra  l'infiui  que  pour  la  valeur  ^ 
de  X.  Les  deox  limites  ^  et  seront  dooc  les  mdnss,  et  ob 
anra 


ou 


(30) 


Ott 


* 
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Puis,  eu  observant  que  tf=sT+^,  oii  tire  des  ^oatioii«  (dO) 
et  (31) 

et  encore,  par  l'öUmioation  de  6, 
(33)  Ü^B, 

Qc       9k      fk  9* 

fiofiD»  comme  on  a,  «livant  lequatiou  (ö),  II., 

Qe=ijkf 

en  detvrmiiiaiit  6  par  lea  ^uatioDa 

(34)  6=cSe,   Ö«*=:l— tt*,  öo  =  l» 

on  aura  pareillement 

eo  d^teniiliiaiit  A  par  T^atioii 

donc  il  sera  permis  de  substituer  aux  öquation«  (31)  et  (33) 

Tr  Tk         Tc  "f* 

(36)         e«=T*.  -=«-.  -=»-. 
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Auflosnn^der  ^eometri^^clien  Auf  grabe: 
nnrch  zwei  f^e^ebene  JPiinkte.  einen 
Kreta  2u  beselirelben,  der  einen  ffe« 
gfebenen  Kreis  so  sehneidet,  dass  die 
beiden  semein^^cliafliiehen  Seltnen 
einer  secebenen  Oeraden  vleidi 

werden. 

VoD 

Herrn  Dr.  J.  £•  Boymau, 

GymoMSaUflliffer^n  Oobl«BS. 


Es  seien  (Taf.  IX.  Fig.  I.)  A  und  ß  die  beiden  gegebenen 
Pnnkte,  DEFG  der  ijegehene  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  C,  und 
m  die  gegebene  gerade  Linie«  welcher  die  gemeinschaftliche  K^ehoe 
gleich  werden  soll. 

Beschreibt  man  durch  die  gegebenen  Punkte  A  und  Ii  einen 
beliebigen  Kreis,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in  zwei  Punk- 
ten D  und  E  schneide,  verbindet  A  mit  B  und  D  mit  E,  und 
▼erläneert  AB  und  DE  bis  zn  ihrem  Durchfichnittvpoiikt  Pt  so 
ist  nach  einem  liekaiiDteD  Satze: 

PAxPB^PDxPE  .   .   .  (l) 

Zieht  man  nun  von  P  eine  beliebige  Sioimnte  PN  dmrcli  d«D  ge- 
gebenen Kreis«  s^  ist  ebenso 

PNxPM^PDxPE,  ...  (2) 

Ans  (1)  und  (2)  ergibt  sich: 

PAxPBssPNxPM.  .  .  .  <3) 
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Die  Punkte  M  und  IS,  in  welchen  die  Sekante  den  gegebenen 
Kreis  schneidet,  liegen  folglich  mit  den  g^ebenen  Paokteo  A 
und  B  jedesmal  auf  einer  Kreislinie. 

Lest  man  Don  eine  Sehne  FG—m  in  den  gegebenen  Kreis, 

beschreiht  ferner  mit  dem  Abstände  CH  derselben  vom  Mittel- 
uuiikt  einen  Iliilfskreis  und  zieht  endlich  an  diesen  HüHskreis  vom 
Punkte  P  aus  die  Tangenten  PK  und  PK',  nelche  den  gegebenen 
Kreis  in  den  Punkten  M  nnd  N,  resp.  in  den  Punkten  M'  ood 
N*  schnöden,  so  sind  ABMN  und  ABM'N*  zwei  Kreide  (und 
/  zwar  die  einzigen)  von  der  verlangten  Eigenschaft ,  nnd  die  Durch- 
scbuittspunkte  O  und  O'  der  in  der  IMitte  von  AB  und  MjS,  resp. 
von  AB  und  M']S\  errichteten  Senkrechten  ihre  Mittelpunkte. 

Denn  nach  (3)  liegen  die  Punkte  A,  Ii,  M,  A  ,  so  wie  die 
Punkte  A .  Ii ,  M,  IS',  je  auf  der  Peripherie  eines  Kreises;  auch 
ist  die  diesen  Kreisen  mit  dem  gegebenen  Kreise  gemeinscbaft- 
liehe  Sdme  JtfiV,  resp.  M'N*,  wegen  gleldben  Abstandes  TomMIt- 
telponkl^  der  Sebse  FG*  Mfl^  dett^^gctienen  Gemden  m  gtebii. 


Ist  die  Gerade,  trelcfaer  die  gemeinschaftliclie  Sehne  gleich 
sein  soll,  dem  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  selbst  gleich, 
so  Ist  ihr  Mittelpunktsabstand  CH  —  Q,  und  statt  des  UüUskreises 
nnd  der  beiden  Tangenten  an  denselben   hat  man  alsdann  die 
Eine  Sekante  PS  durch  den  Mittelpunirt  C,  vnd  also  auch  nur 
den  Einen  Kreis  AB  RS,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  io 
A*  und  S  so  schneidet,  dass  diese  Durcuschnittspunkte  in  dem- 
selben sich  diametral  gegenüberstebcu.  —    Hiermit  ist  eine  ein- 
fache Auflösung  einer  In  dem  Aufsätze  Nr.  VlIL  TheU  XV.  be- 
handelten Aufsähe  gegeben,  nämlich  der  von  dem  Herrn  Henme- 
geher  des  Archivs  gestellten  Aufgabe: 

„Dvrch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  sn  sie* 
,,hen,  der  einen  anderen  gegebenen  Kreis  in  den  End* 
„punkten  desselben  Durclim^ssere  dieses  gegebenen 
„Ikreises  schneidet** 


Wird  «lic  gegebene  Gerade  Null,  so  fallt  obiger  Hulfskreis 
mit  dem  gegebenen  Kreise  (C)  zusammen,  an  welchen  man  nun 
die  Tangenten  PT  und  PT*  zn  ziehen  hat,  nm  als  verbngten 
Kreis  einen  der  Kreise  ABt  oAtH^ABV  an  erhalten.  —  Die«  ist 
aber  die  bekannte  Aufgabe: 

„Einen  Kreis  zn  beschreiben,  welcher  einen  ge- 
„gebencn  Kreis  von  Aussen  hornhrt  und  durch  «wei 
„ausserhalb  desselben  gegebene  l^unkte  geht." 
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BTeue  Varmein  muc  iadependenteD  Be- 
0liflHiiiU9  ilM*  Sekanten»  unil  Vaiqpen- 

tonkoeiluienten« 

Von  dien 

Horrn  Professor  Ihp.  O.  Schlomilch 

zu  Uve^den. 


Für  jedes  zwtilclken  —  ^  ff  irnd  -f-^n  liegende  x  gelten  Ite- 

kann  tl  ich  die  Gleichungen 

secar = Ä,  +  £|     +  a:«  + .... 

1.2         ^     1.2.3.4  * 
1.2.3.4.5.0  * 

vporin  '  ^^2»  ^4»  -^r,  ^^c.  die  sot^enannten  Sekantenkoedfizien- 
ten,  B^y  B^  etc.  die  ÜernouUischen  ZaMen  bedeate«.  fikitieii 
wir  zu  grösserer  Ixletchfürniigkeit  der  Bezeichnung 

l)     B2n—  fvi*   ^jp^  "^■"«•s; 

QDdneniMtt   entsprechend  2\,  etc.    di»  Tang^en* 

koeffiasienteit,  so  ist  jetat  fiir  |^ff>«>^j>fK 
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Die  independente  Bestimmung  der  Koeflizienten  Tq,  Ty^ 
Tg  etc.  verursactit  iidauintlicii  einige  Scbwieriglteiten ,  die  man 

nur  durch  Einführung  imaginftrer  Grossen  umgeheo  zu  können 
eJaubte,  vrobei  das  Problem  zuletzt  nuf  die  £ntwic]celnng  der  iil^ 
beren  Differentialquotienten  von 


hinauskam  (m.  s.  u.  A.  den  Artikel  Bernoulliscbe  Zahleo  in 
den  Supplementen  zum  mathematischen  Würterbucbe.).  Ee  Hast 
sich  aber  die  Sache  viel  einfacher  ohne  imaginäre  Crrusscn  ab- 
niachon  und  man  gewinnt  dabei  Formeln,  welche  sich  vor  den 
vonLaplace,  Sc  her  kund  mir  selbst  (in  meiner  Differenzialiecli* 
nung)  mitgetheilten  dnrcb  grüseere  EinmehblBit.annieiclinen. 

L  Nach  bekennten  Lehren  ist  der  Koeflirient  T^n  nichts  An- 
deres als  der  spezielle  Werth,  welchen  der  (2n)te  Differenzial- 
quotient,'  von  secx  für  d;=:0  erhält,  also  nach  Caacby's  Be* 
Zeichnung 

^  7tii=(ll*^secaO(o)  • 


Um  diesen  stf  entwickeln  beipieiken  wir,  dass  fiir  ^>«>—  | 
die  Gleiehmigen 

__1  1 

****    coaar  ~  V  l^ainV 

1,1  .  M  .  1*3  .  .    .  1*3.5  ,  « 
=  1  -f  ^  sin^jr-l-  g-j  sin*«  +       mfix  + ..... 

statt  finden»  wobei  wir  die  Reibe  in  swei  Tbeile  seihgs^ 

nämücb:  • 

1  13    *  1^6u(3n— 1) 

secuta  1  +  I  sin^^-f  ^  sfai««-|-.**<  +  "5XSfl(^»r"  •"'^ 

Denkt  man  Mi  im  «weiten  Tbeile  Dir  sfai»  die  bekannte  Reibe 

:r -f- otc '  g^ntst  und  die  Potenzimngen  ausgefiüirt,  ss 


I 
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würde  oino  Keihe  zum  Vorschein  kommen,  welche  mit  der 
(2m  -f  2)  ten  Potenz  von  Jc  anlinge  und  überhaupt  von  der  Form 

wobei  es  auf  die  Werthe  von  Ao,  K^t  «tc.  nicht  weiter  ankommt. 
Weno  die  uunmebrige  Gleichung 

• 

,.1.-^13...     .  I.3.5...(2m-1)  .  - 

V 

(!2n)mal  difTerenzirt  und   nach  geschehener  Diflfereii/.iation  x  — 0 
gesetzt  wird,  so  verschwindet  der  zweite  Theil,  uud  da  links 
Vorschein  kommt,  so  tet  jetzt 

1.3.5...  (2n — 1)/-^  .  ^ 

Zur  Ausführung  der  hier  angedeuteten  Differenziationen  dient 
bekannte  fiir  jedes  gaoxe  pooittve  i;  geltende  Formel 

« 

6)   sin^^x  =:  (2Ä)t— (2A-)A-ji  c;os2x+(2/:)*-at:ü84a:- ....  J 

hl  welcher  die  belcannte  Bezeichnungsweise  der  BinomialkoefR- 
zieoten 

_m(m— l)(m — 2)....{m—i — 1) 

r2.3....i 

angewendet  worden  ist  Man  hat  non  bekanntlich 

D^oosfcj; =(— l}«^^C08fAjr , 

folflidi 

(/>'^cos^){o) = (  -  , 
mithin  doreh  (2n)malige  Oifferenziation  der  Gleichung  6)  fiir  ar=0 

(/)^io^d;>(o) 

=  ^i[--(2A)*-i2*'+(2/:)fc-i4^(2A)A-^ti«*  +  .... 

Wendet  man  diess  auf  die  (illeichung  5)  für  /r=l»  2,  3«.... II 
an,  »io  ist  durch  nachherige  Multiplication  mit  (— 

1  bcU  m.  98 
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7)  (-iy+'ri^=j-^.[3,.2*] 


Für  n=0  darf  man  diese  Formel  nicht  benutzen,  n  eil  ihre  Her- 
leitttog  voraussetzt,  dass  wenigstens  eine  Differeuziation  gemacht 
wordÄ  ist.  Aus  Nr.  50  folgt  aber  fiir  d^ssO  anmlttelbar  ^0=1, 
und  nun  hat  man  weiter  T^,  7«,  ete.  naeh  der  obigen  Fof 
mel;  i.  &  fiSr  ii=:3 

=  16 -lbO+ 225=61. 
n.  Ein«  |mis  Sbniicbe  Rechmmg  dient  mr  ^MtiMinng  f« 

8)         ra_i  =  (Z>2»-itan:r)(o). 

1  1 

Man  hat  uänilich  zunächst  für  ^n^a:^ — 

sifij* 

tanjysr  -.— 

VI  —  sin^jf 

1  1.3 
=  eina;  -|-  ^  nln*»  -f      ein'dp  4*  •••«  f 

wobei  wiederum  die  Reihe  in  aw^  Tbeile  zerlegt  weiden  atSge, 
nämlicb 

•  9 

.     .  1  .  .     1-3  .  ^    .     .  l.a..(2tt— 3)  ,  -  , 
1.8.S....(2^j[)  .  a»^.  . 

I>ea1rt  man  sieh  im  zweiten  Tbeile  für  a'inx  seinen  Werth  geeetit» 
•o  erhält  man  eino  Reihe,  welche  mit  der  (dii-|-l)ten  Petoni 
«  anfiUigt,  und  daher  ist  auch 
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+  Kix^^^  +  Jfjx^t '  +  Aax''"+*  + .... , 

wobei  es  aaf  die  Werthe  der  mit  K  bozeichnctcn  Koeffizienten 
nicht  weiter  ankommt.  Durch  (2m — l)malige  Differenziation  und 
I^iiliifiziruog  von  £c  wird  jetzt»  da  der  zweite  Theii  verschwindet, 

I.3.5...(2w— 3)  ^  , 

Andererseiti  ist  nach  einer  beluuinten  Formel 

ab«»-*«  Ä^^2  [(2^— J  )ik-i8inar— (2A:-l)*-,sin3a:+ ...], 


woian^  nao,  unter  ROekaicht  aof  die  Gleicfanngoi 

IP^^ain^LX = (—1)"+  ^fi*"-  kiosfu;« 

(0*»->ain#i«)(o)  =  (-1)»^^*^*. 
leicht  die  folgende  ableitet: 

(Z)2«-isin«->Ä)(o) 


Denunifolge  gebt  die  Formel  9)  in  die  nachstehende  fll»er: 

< 

10)     (-l)f»7'^_,=  M«.-» 

I 

+  

^- ....  ±  (2«— 1^.(2»  -!)*•-*], 

welche  der  unter  Nre.  7)  Terselehneten  vullig  analog  gebildet  iat; 
man  erhiit  aoa  Ihr  Ar  nssl,  2,  3,  4  etc. 

2V=:1,  r,==:2,  i;=:16,  2V=272..^. 

Hieraas  lassen  sich  anch  rfickwSrts*  die  BenoolBscben  Zahlen  ab 
leiten»  wenn  man  der  sweiten  Gleichnag  in  Nro.  1)  die  Form 
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giebt;  00  findet  sich  ohne  Mfihe: 

o_  2        1   4_  ^1 

4:3  ^-6  •   ^»-16.16  —30' 

^•""04.Ö3'  '  -42'  256:255  •^'^^  30  ' 

III.  Um  erullicli  eine  Formel  zu  erhalten,  welche  Tj«  und 
Tsü^i  zugleich  angiebt,  bemcrkca  wir,  doss  die  GlelchuDg 

»tcx    taiu?=s  tan  ( j'^^^  ^) 

statt  findet,  imd  demnach  HBr  ein  ganzes  positives  m 

11)  T«=l/>'"tan(^»+ia:)}(o, 

sein  mnss.  filan  hat  nan  welter  f&r';r<^]K 
« 

.1      1    ^         co.s.r  * 

=cos.T  -f  sin.rcosa:-i-sin*j:cos.T  -|- ....  -fsin^xcosd; 

•••••  • 

oder,  wenn  man  in  dem  zweiten  Thcile  der  Reibe  fiir  siaz  ood 
C0SJ7  die  gleichgeltenden  Potenzcorelben  setzt: 

ten(j«4-2  J^) 
SS  cosar -f*  sin^rcoea;  -f-  slo^^rcoax  -f  -f  ein^^eesar 

wobei  es  nicht  auf  die  Werthe  der  mit  U  bezeichDeten  KoeS* 
7/icnten  ankommt.  Hieraus  ergiebt  sich  durch  nunalige  DÜCM' 
ziation  und  oachber  für  x=0  wegen  Kro.  11) 

Tm  =  (Z>»cosar)(o) +(Z)'"8iiurco8a:)(o)  +  (/>"sin';eco«dr)(0) 
\  -f  (i>"'eltf"a;cosap)(o)  • 

Man  bat  aber 


Digitized  by  Google 


417 

MdH-Iot  =  (A+l)8in*j:cosjr , 
folgUcfa  durch  minaUge  DiffereiuiatioD 

'sm*+i«=(it-|.l)Z>n»(sin*jfC(KM:) 

oder  «aigclwhrt 

aad  Bitfain  durch  Anwendung  auf  da»  FrAberc 

und  hier  lassen  sich  sSmmtliche  Differcnzialquotienten  der  Sinus- 
potenzen auf  dieselbe  Weise  wie  i'rüber  entwickeln.  Geht  man 
anf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m  ein,  so  findet 
mao  für  m=s%t: 

13)  (— l)»  J».=  l  +  g  . ^l3i.l«-+'-a9.3*»+*J 

+  

+  -.±(aii+l)ö(2«+l)*^*J; 

und  entsprechend  für  m=:2ft — 1: 

+  [.^.[4i.2*^.4*»J 

+   •  • 

+  Yn '  25S=i  [ß»)«-n.2*'-(^).K^4^+... 

....i:(2»)o.(2ft)*'J. 
Nach  der  aweiten  ¥00  diesen  Formebi  ist  a.  B.  f&r  ii=:3: 
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Die  letzten  beiden  Formeln  IQr  T^n  und  T'sn-i  scheinen  die  ein- 
fachsten zu  sein,  welche  jmr  independenten  Bestimroune;  üh&» 

haupt  dienen  kunnen.  Die  wirkliche  Berechnnn£^  der  Sekanten- 
und  Tangentenkoeflizienten  wird  man  iibriiiens  unter  Anwendung 
rekunirender  Formeln  jederzeit  leichter  haben  als  nach  irgend 
einer  independenten  Formel;  unter  den  zahlreichen  TefcorsiffB 
Beziehun<^en ,  welche  nian  %ß  diesem  Zwecice  angeben  kiBBi 
scheint  die  foigeDde 


•te  und  wohl  auch  nicht  bekannt  zu  sein.  Formell  ist  noch  die 
folgende  von  Interesse: 

m  welcher  einige  Aehnlichkeit  mit  dem  Binomiaitheoreme  liect 
von  beiden  Rekursionsformeln  ist,flbrigens  der  Beweis  so  tetcn. 
dass  Ich  ihn  fiBglich  übergehen  fcanii. 
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Veber  die  eieli  aaendlicli  TergrSssern-» 
den  und  die  sieh  nnendlieh  YerUei- 

nernden  Garßen. 

Voo  dem 

Herrn  Doctor  J.  G.  H.  Swellengrebel 

SU  Utrecht. 


Ist  uns  der  Grad  n  und  die  Form  einer  jgenissen  aigebrai- 
seben  Curve  f{pc,y)=(ü  völlig  uobekaDot»  so  ist  uns  auch  unbe- 
kannt, welcbe  die  Form  sei  der  aas  der  Primitiven  durch  »roalige 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  entstehenden  Curve.  Nur  wis- 
sen wir,  dass  —  wenn  wir  den  Coordinatcn-Ursprung  aU  im  Ver- 
grüsserungs- Centrum  liegend  uns  denken,  d.  h.  iu  demjenigen 
Pttokte»  woveo  die  Vergrussenmg  ausgeht,  und  der  daher  beider 
VeTgrÖsseroDg  seinen  Ort  nicht  wechselt  —  die  resnltirendeo  Cor- 
▼eo  lospeclive  derch  die  Gleiebingen 

angedeutet  werden.  Anders  dagegen  verhält  sich  die  6ache  im 
LlmitfalljpssQo»  da  alsdann  nnr  ein  gewisser  Theil  der  Primlti- 
vea  auf  nie  Form  der  Resultirenden  Einfluss  hat,  diese  aber  ▼em 

Sanzen  übrigen  Theil  der  Primitiven  unabhängig  ist,  so  dass  man, 
ie  Primitive  /(^)=0  möge  uns  übrigens  völiig  uDbeiianat  sein, 
doch  schon  die  Form  der  resnitirenden  Conren 

f(fi»,  Ojf)z=0  und  fi<t>x,  «>y)=sO 

▼orbersagen  kann. 
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Betrachten  ve'it  erstens  die  unendliche  Verkleinerung:  Es  re* 
dadrt  sich  alsdann  der  ganze  wom  Coordinatennrsprung  endiidi 
entfernte   Tbeil  der  primitiven   beim  Uebergaug  zur  analogen 

Curve  auf  dioson  Ursnrunirpunkt  selbst,  sodass  nur  noch  die  unend- 
lich entrernten,  d.  h.  die  asymptotischen  Zweige  der  Primitiveo 
zu  betmcbten  flbrii;  bleiben.  Wfire  nnn  die  Primitive  /(x,^)=0 
eine  gewisse  Gerade  </x-f  ^jp-l-lssO,  so  wurde  sich  für  die  Cjrve 
/"(».r,  <xi/)=0  die  Gerade  ax-\-bt/  =  0,  d.  h.  eine  durch  den 
Coordinaten  -  Ursjjruns  gehende,  der  Primitiven  parallele  Gerade 
ergeben.  Es  wird  daher  auch  allgemein,  bei  der  unendlicbeo 
Verldeineninp  einer  licliebigen  Priroitire  /(x,^)=0,  jede  ihrer 
Asymptoten  lo  eine  den  Coordinaten*Ursprung  in  n<ämlicher  Rieh- 
tang  durchcjehendc  Gerade  sich  abändern.  Da  nun  jede  algebrai- 
sche Curve  eines  gewissen  Grades  n  im  Allgemeinen  n  reelle 
«der  Imaginüre  asymptotische. Zweige  hat,  welche  sich  tmendKcb 
SB  ihren  Asymptoten  annShem  nncl  bei  der  unendlichen  Verklei- 
nei^g  noch  inniger  mit  diesen  verschmelzen  und  daher  mit  die- 
sen vorwccbscit  werden  dürfen ,  so  ergiebt  sich ,  dass  die  aus  der 
Primitiven  /ii(ar,y)=0  entstehende  Curve /nC  «a: ,  aoy)=0  im  AU- 
fferoeioen  eine  neue  Cnrve  titen  Graden  ist,  welclie  Jedoch  «fit 
Specialitiit  besitzt,  dass  sie  aus  einem  dnrch  den  Coordinaten- 
Ursprung  gehenden  Strahlenbiischel  von  9,  den  Asymptoten  der 
Primitiveo  parallelen.  Geraden  besteht 

Das  nämliche  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung,  dass  jede 
Cnrve  7?ten  Grades  (siehe  Plucker  in  seiner  Theorie  der 
algehriiibcheo  'Curven)  betrachtet  werden  kann  als 

wo 

a9a:+Ä2y+l  =  0  etc. 

die  II  reellen  oder  imaginären  Asymptoten  der  fuiXi^l^Q  bedeo- 
ton.  Dnrch  |imalige  VerkleineroDg  erhalten  wir  die  Corvo 

»—'1 

..«S|i-X[(iit«-|^y  + 1  )...(<w:+6*flf+i)]^«F(«.y)=0. 

P  V  «-a 

d*  b*  die  Curye 

[(a,a:+6i^+i )..... .(«««+61^  +  i)J  +  J_  F(x,y)=0, 

P  P  V 

welche  sich  dnrch  die  Annahme  />=öo  auf  die  Cunre 

{a^x \ 6,^; {fl%x\b^) ....  {a^x \ bpif) = 0 , 
d.  h.  auf  den  oben '  erwähnten  Strablenbfischel  reducirt 
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Wenden  wir  dieses  an  auf  den  speci eilen  Fall,  dass  die  Pri- 
mitive ein  Kegelschnitt  sei:  In  diesem  Fall  können  wir,  da  alle 
Asymptoten  einander  ia  einem  pemeinschaftlicheu  Punkte  durch- 
schneiden, die  unendliche  Verkleinerunc  auch,  \venn  wir  das 
Verkleinerungs-Centrum  in  diesen  Durchschuittspunkt  der  Asym- 
pt«»i»o  verlegen ,  aUi  «in  unendliches  Aonlibern  der  Curve  zu  Ihren 
▲syiuptoteu  belmchlen»  d.  b.  wir  1^5nDen  ans  die  Pflnilti?e 

tfdt  dar  Analogen 

(»+csr)(«+i^y)=0 

durch  solch  eine  Verwandtschaft  verbunden  denken,  welche  aus 
der  die  Asymptoten  za  ihren  Sitofttions-Axen  habenden  Affinität 

♦ 

im  Limitfall  p  =  CD,  hervorgeht.    Man  pflest  in  den  Lehr- 

büchern gemeiniglich  nur  einfach  anzugeben,  aass  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades 

bei  einem  gewissen  Zusammenbang  zwischen  den  (3oef6cienten 
ABCDEF  sieb  auf  ein  System  sweier  Geraden  redudrt,  ohne 
(lass  man  nSher  die  Möglichkeit  solch  einer  Formveränderung  des 
Ke^olschnitts  anzeigte.  Eine  bessere  Einsicht  des  Vorganges 
erhalt  mnv ,  dünkt  mich,  wenn  man  zugleich  angilit.  was  denn 
«willentlich  der  Kegelschnitt  in  diesem  Ivimitfall  erleide,  nud  wenn 
man  ihn  entweder  als  »ich  uueodlich  nach  seiaem  Centruiu  zu 
rerkletnernd  oder  aber  ninendllch  seinen  beiden  Asymptoten  als 
Situations*Axen  emer  aflben  Transformation  sich  annibemd  sich 
denkt. 

Betrachten  wir  jetzt  die  unendliche  Vergrusserung  einer  be- 
liebigen algebraischen  ('nr\c  /„(.r. //)=().  Me'i  dieser  Veränderung 
iiat  nur  der  unendlich  kN  im».  in  der  niiiniftclbaren  Nähe  des  Ver- 
2rüs8crungs-Centrum8  liegende  Theil  der  Primitiven  auf  die  JNatur 
der  analogen  Figur  Einllass,.  da  der  ganze  übrige  TheH  der  Pii» 
mitiven  beim  Uebergan^  anr  Analogen  sich  in's  Unendliche  ver- 
liert und  daher,  weil  nur  von  algebraischen  Curven  die  Rede 
war,  nicht  weiter  beröcksichtigt  werden  braucht,  da  sonst  die 
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analoge  Fignr  sich  in  unendlicher  Entfernung  vom  Coordioaten- 
Ursprung  um  dwaen  iriodeo  und  dahe/  sudan  tranaceBd«nt«m 
Cnr?eii  gerechnet  weideo  mOaBta  £a  wlfd  dob  bei  der  PlWIbrem 

t 

im  Allgemeinen  ISf^O  sein,  d.  b.  es  wird  im  AllgemeiBett  der 

Coordinaten-Urspruni;  und  daher  auch  dsu*  Vergrüj$senines- Cen- 
tram Mk  nicht  auf  aer  Gurre,  sondern  irgendwo  anaserbalb  ihr 
befinden,  sodass  bei  der  unendlichen  Vergro^serung  im  Allgemei» 

non  die  ganze  Primitive  /'(a:,y)  =  0  sich  unendlich  vom  foordina- 
ten -Ursf>rung  entiernt,  und  daher  die  Analoge  f(Ox,  (}u)=.{)  im 
Ailgeiueinen  eine  Ourre  Oten  Grades  wird,  d.  h.  zur  Gleicbnng 
MssO  sich  reducirt.  In  speciellen  Fällen  jedoch  kann  es  sicS 
ereignen,  dass  in  dor  Gleichiinj»  fn{x,y)~0  der  Coefficient  HdtM 
Werth  0  hätte,  so  dass  die  Primitive  das  Veri'rossenin'fs- Cen- 
trum durchistricli,  und  zwar  in  einer  Ilichtun»,  deren  Winkel  mit 

der  Richtung  der  Coordinaten-Axe  ^=0  durch  an:.tg.( — ^)  m- 

Sedeutet  nQrde.  Es  vrird  alsdann  der  in  der  onroitfelbareB  Nibt 
es  Vergrosscrungs- Centrums  liegende  Theil  der  Primitiven,  bei 
der  unendlichen  Vergrüsserung  sieb,  mit  Beibehaltung  ihrer  Rich- 
tung, zu  einer  iieraden  ausdehnen >  sodass  die  analoge  fniOx,0^) 
ssO  wenn  wir  wiederum  ihre  unendlich  entfernten  Windungen 
ausser  Betrachtun«;  lassen  —  sich  zu  der  Geraden  Fx  \Gy=0 
oder  allgemeiner  zu  der  ihr  parulieten  Geraden  /'>-f-f»y+A'=rO  redu 
cirt  in  noch  specielleren  Fällen  kann  es  sich  «ereignen ,  da««  die 
Primitive  im  Goordinaten-Ursprung  einen  Doppelpunict  oder  Aber» 
hnupt  einen  ofachcn  Punkt  hätte.  Es  wird  aisdiann  die  Anainge 
/'n(0j:,0v)=u  eine  Curve  «^ten  Grades  sein,  und  zwar  eine  aus 
q  Geraden  bestehende,  welche  den  o,  der  Primitiven  im  Coordi- 
naten  Ursprung  zu  nehendeB  TangentoD  lespective  parallel  laufen. 

Es  ist  aber  wohl  zu  beachten ,  dass  bisher  Immer  nnr  Fon 
algebraischen  Curven  die  Rede  war,  sodass  unsere  Behaup- 
tung, dass  die  unendliche  Verkleinerung  oder  Vergrosserung  einer 
beliebigen  Curve  fn{^tv)=(i  im  Aligemeinen  immer  ein  System 
von  n  oder  q  G«raden  bervorbringt,  nicht  tnradezu  auf  trasseen- 
dente  Curven  fibertragen  werden  darf,  soDdern  bei  diesen,  statt 
eines  Systeme»  von  Geraden ,  bisweilen  neue  Curven  hervortre- 
ten. Nehmen  wir  z.  B.  die  logarithmische  Spirale  9=lg.r, 
und  verkleinern  oder  vergrussero  wir  sie  unendlicbmal,  so  ergibt 
sieb  in  beiden  Fitten  —  nur  soll  im  letzten  FaU  das  Vemrtoe* 
rungs  -  Centrum  im  -Centnim  der  Spirale  angenommen  werden  — 
eine  neue  Curve,  welche,  so  wie  die  Primitive,  einerseits  sich 
mit  unendlich  vielen  Windungen  in'»  Unendliche  erstreckt» 
andereraeils  nsiidliehe  Male  «n  das  Vergigssenings  -  Centrem 
sich  henimdrebi  und  sich  ihm  Immer  mehr  nttert.  Im  Bämlicb, 
bei  «iserer  Lage  des  VergrOsserangs-Gentrams,  die  vnendlicbe 
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Verkleinerung  oder  Vergrosserung  einer  Primitiven  /'(r,9)=0 
respectiT«  daicb  das  CleicbuiigSD-Paar  oder  dorcb  das 


Paar  ^~^!^^  ausgedrQckt  wird,  so  lodert  sieb  die  Piinilife 

9>=Ig.r  in  die  Curven 

9'=  9)=lg.r = Ig .  (  ooXr')  =  >  00  +  Ig-r*. 

9' =9slg.r =lg .  (Otxy)  s — OD + Ig.r' . 

In  beiden  Fällen  ist  daher  die  resnltirende  Curve  eine  neue  lo^a- 
rithraische  Spirale,  welche  aus  der  Primitiven  als  auf  diese  Weise 
entstanden  eedacbt  werdeq  kann,  A^s  die  ganze  Primitive  sich 
imendlicbe  Male  um  den  CoofdliiateD*€rsprung  gedrebt  bitte*  und 
welche  mit  der  Primitiven  oicbt  Dur  durcb  die  VerwandtscbafI 
der  Aehnlichkeit,  sondern  auch  —  wegen  der  Bedingung 
ip'=^  —  durch  diejenige  der  Aehnlichkeit  mit  ähnli» 
eher  Lage  verbunden  ist.  Oh  sie  aber  mit  der  Primitiven  coio- 
cidire,  bingt  davon  ab,  ob  jede  ihrer  Windungen  nach  Beendi- 
gung der  unendlich  vielen  zur  Vergrosserung  oder  Verkleinerung 
erforderlichen  Umdrehungen  auf  eine  der  Winaungen  der  Primitiven 
eeräth  oder  aber  sich  zwischen  zwei  Windungen  der  Primitiven 
Defindet»  was»  da  die  Ansabl  op  dieser  Umdrebungen  iinliestiniBgit 
ist«  oobestinimt  bleiben  ninss. 
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XXX  VD- 

Auflosans  des  Dlalfalti'scl&en 

ProMems. 

Tob 

Herrn  IL  Seheffler, 

tai-GoBdofitear  M  4m  Herzoglich  Bnmwdfeweigucliea  BlMsMlMi 

aa  BrBUBtehwelg* 


Ha  ich  die  naclistebende  AuflSsaog  des  Malfiittischeii  Pm- 

blems  zu  einer  Zeit  gefunden  habe,  wo  mir  von  einer  benttl 
Teruffcntlicfitcn  Losung  desselben  noch  Nichts  bekannt  war;  so 
yermuthc  ich,  dass  dieses  Verfahren  wesentlich  von  den  schon 
vorhandenen  Auflösungen  verschieden  und  demnach  die  Publika- 
tion desselben  gerecbtfertigt  sein  wird. 

Nach  diesem  Problem  sollen  in  ein  Dreieck  ABC  (Taf.  IX. 

Fig.  2.)   drei  Kreise  beschrieben  werden»  von  denen  jeder  zwei 

Srnten  des  I>reie€l^8  und  die  anderen  beiden  Kreise  berfihrt 
« 

Dass  die  Mittelpunkte  K,  F,  (i  der  gesuchten  Kreise  aal 
den  llalhirungslinien  AI),  BDy  CD  der  Winkel  des  Dreiecks 
liegen  müssen,  leachtet  ein.  Zieht  man  £P  und  ftllt  von  £  naA 
F  die  Perpendilcel  EJ,  FK  auf  AB\  so  ranm  EJ  der  Radius  des 
um  E  beschriebenen,  FK  der  liadius  des  um  F  beschrifbeofB 
Kreises  und  EF  muss  die  Summe  dieser  beiden  Radien  sein. 

Nun  seien  zur  Abl[flming 

a,  bt  c  die  den  Ecken  A,  ß,  C  gegeDuberÜesenden  Seiten  BC, 
Cil,  iIiSdes  Ureiecks; 

2a,  2ß,  2/  die  Winkel  bei  A,  B,  C\ 
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p,  q»  r  die  Linien  ADy  BD,  CD]  ^. 

k  die  L.*in<ro  der  von  f)  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  pjefäUten 
Perpendikel  DL,  DM,  DIV,  welche  sämmtlich  dem 
Radius  des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  gleich 
sind; 

e,  f,  g  4kt  Lun^e  tob  den  FMsminkteD  dieser  Perpendikel  nach 
den  Spitzen  A,  S,  C  aes  Dreiecks •  also  die  Längen 

AMrsAN,  BN^BL,  CL^CM\ 

x,  t  die  gesuchten  HaUmiesser  der  um.  E,  F,  G  zu  liesclirei- 
bendeo  Kreise. 

Zieht  man  EH  narallel  TO  AB;  80  hat  man  in  dem  recl|t- 
winkligen  Dreiecke  EFB 

d.  L  da  man 
bat» 

(1)  e-na»oto-ycot/3=aVl^, 

und  symmetrisch  hat  man 

(2)  6— icoty— acota=2V^  xx, 

(3)  tt— ^t^8— «co^sSV^^. 

DIvidfart  man  jede  der  drei  Gieiehnngen  (i)»  (2)«  dorch  s,  lOst 
eine  jede  derselben,  indem  man  r  *  f>«  r  wie  drei  Cnbekanote 

behandelt,  filr  -  auf  >  was  sehr  leicht  Ist,  da  Jede  Gleichung  in 

Beslehnng  zu  dieser  Unhekannten  vom  ersten  Grade  Ist,  und 
sdireiht  aar  Abkflrzung 


(4) 


^=Vl^  .^=Vr^ 


80  kommt  leep.  ans  (2),  (3),  (1) 

((Q  Z*=^(X*cot8-|'24C-f  coty) 
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(7)  = ^  ( y^coiß  +  2  F  +  coty) , 
c 

Setst  man  dieWerthe  von  ^ans  Gieichmg  (5)ini4((Q  einao. 
der  gleich»  molüplicirt  die  Koke  Seite  vor  der  Klammer, mit 

und  in  der  Klammer  mit  -f-b  >  die  reclite  Seite  vor  der  Klam- 

sinp  , 

iner  mit  «od  in  der  Klammer  mit  «.berucksicbtigtdann» 

daaa  wegen  a:6s8in2a:ein2/3=:aioaooea:sin^co«/3 

sinß    aina 

6coa«~"  acos^ 

ist,  streicht  also  Mnlcs  nnd  rechts  die  vor  der  Klammer  stehen- 
den gleichen  Grössen,  multiplicirt  hierauf  beiderseits  mit  sinorsiD|3, 
addirt  dann  links  siu^o — siu^a  und  rechts  sio^^ — siü^ß,  beachtet, 
dacs  linke  die  beiden  Glieder 

.  „     sincr  siDttsio/^ 
cot/.cosasina  —  8iü^a=  ^  cos(a  +  yj  =  -^j^-^ 

denselbeo  Werth  haben,  wie  rechts  die  beiden  Glieder 

cotyoos/tein/)  •  sin^, 

dass  dieselben  also  auf  f)eiden  Seiten  gestrichen  werden  kunnen ; 
eo  stellen  sich  beide  Seiten  der  Gleichung  als  vollständige  Qua- 
drate dar»  nnd  die  Ansiiehnng  der  Qnadratvrnnel  ergibt 

(8)  Aboecr-f  ninitss  Feoe/l-|-alD/l 

oder 

Zeemr—  reo8/i:s8ln^— ai 


«nd  wenn  man  fiir  X  and  F  ihie  Wertiie  ana  wieder  efaifilbrt 
und  mit     %  BMiitipliairt, 

(9)        coaaV?  -  ce«/} Vj^sin/^-aba^VT*. 
Symmetriach  mnaa  man  liaben 

(10)  *  coa/}Vy— €08yV7sa(ainf-ain/))ViF, 

(11)  eoayyf z — cos«  V^«=(«ino— sinr)  jr. 
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Durch  Addition  je  zweier  dieser  drei  Gteichunsen  Terachwln- 
det  Eine  Unbektniite  und  manerhilt  Ittr  du  VerhSlaiiM  deraode- 
beiden  folgende  Wertlie: 


(12) 


X  _  /siny— sin«  -f- 
ni\        fE_  /sin/3- aing-j-coey V 
(U)        ^  =  /sing— ein/3  H-coey  y 


Diese  Anedriioke  leeeen  eich  unter  BerOcissicfatigiaig  der  fiesiehung 

leicht  in  folgende  Formen  brineen ,  von  denen  bald  dieee»  bald 
lese  einen  bequemeren  Gebraacn  veielattet: 


(15) 


X 

9 


(17) 


ß  +  f)      \~  J 
cosj-  CO«  .  1-f  tang  j 

(l-fcosg\  /l+sinyX 
1+siDgAi+^yA 

Ä        Ä+y  «  y  * 

^  ^  y«y ^co«  V\  /Htapg^x 
^0(i§§H5oa^  l+tangl'^ 


Uiemacb  stehen  die  juchten  drei  Radien,  in  folgender  Proportion: 


Digitized  by  Google 


428 

«  t         ß  *        /•  ' 

COS  cos  cos 

^cos(450-|)         cos(450-|)  co«(4&»>-|) 

oder 

III 

(19)  a;:^:z= 


(Htangiy    (l+taDg|y  (l+Ung0' 


oder 


^  '  ^      l-|-8ioa  l-l-siD/3  1-fsiu/  ^ 

Kons  truiren  lassen  sich  droi  Linien,   wcirhe  den  gCNwfc- 
ten  Radien  proportional  sind,  am  leichtesten  nach  der  Formel QB; 
bereehn^n  dagegen  lassen  sie  aich  am  ieiehteateo  Mcb  4m\ 
Formel  (18). 

Um  die  Formel  (*20)  zu  einer  j»eon»etrischen  Konstruktki 
geschickt  zu  machen,  schreiben  uir  dieselbe»  indem  p,  tf,  r  äfk 
obigen  Bedeutungen  haben, 

« 

p^h'  q-^h'  1-ih' 
oder,  wenn  /  irgend  eine  beliebige  Länge  bezeichnet. 

Solche  drei  Linien,  wie 


welche  den  gesuchteiv  Radien  x,  y,  z  proportional  aind»  lasaeo  sad 
oDsem^o  leicht  darstellen.  Man  nraucbt  nur  auf  dem  Einei 
Schenkel  eines  beUebigen  Winkels  (Taf.  IX.  Fig.  a) 
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OP,  OQ,  OH  resp.  =  p-^h,  q^h»  r-^h, 

ftuf  dem  andereo  Scbeokel  * 

OE,  OF,  OG  resp.  =  v 

SU  machen,  FE,  QF,  RG  wa  siebeo  und  durch  einen  beliehi||ea 
Punkt  L  des  ersten  Schenkels  (uofür  OL=l  wird)  die  Linien 
LX,  LYf  LZ  resp*  parallel  PE,  Qt\  RG  zu  ziehen.  Alsdann 
besitzen  die  Lioien  OJC»  OY»  OZ  die  verlangte  Eigenschaft« 
indem  man  bat 

»• 

SBiffixssOZtOFtOZ* 

Beschreibt  man  nun  mit  den  Radien  OX,  OT,  OZ  drei  sich 

gegenseitig  berührende  Kreise,  was  sehr  leicht  ist,  les^t  um  die- 
selben nach  Taf.  IX.  Fig  4.  die  gemeinschaftlichen  l'aiigenten; 
so  bilden  die  letzteren  ein  Dreieck  AB'C,  »elches  dem  gegebe- 
nen ABC  ähnlich  ist.  Zieht  man  dann»  wenn  F*,  G'  die 
Mittelpunkte  der  verzeichneten  Kreise  sind,  durch  A  und  jP  die 
Linie  AF  und  durch  A  und  G'  die  Linie  AG\  so  führen  diesel- 
ben zu  den  Mittelpunkten  und  G  zweier  gesuchten  Kreise.  Den 
Mittelpunkt  E  des  dritten  Kreises  liefert  eine  durch  G  mit  G'E* 
parallel  gezogene  Linie  GE. 

Ausdrücke  fiSr  die  sbsolule  Lünge  ^nes  jeden  der  gesuchten 

Radien  erb&lt  man,    indem  man  die  Werthe  von  X^—  und 

t 

Fss^  ans  Gleichung  (16)  und  (17)  io  Gleichung  (7>  anlialitnlrt. 

Da  hierin  Z=^^  ist;  «o  ergibt  sich  nach  einigen  Transfortna* 

tionen  mittelst  bekannter  trigonometrischen  Formeln; 

^fin-s-sin^cos^cos  -s'  cos^-w*- 

(2»  ,=2cV2.— i  ^  ^ 

coayoea 

und  symmetriacb 

t 

.  «  .  y     ß     f^-^ß  ß-h 

^  sm  ^sm  ^  cos  "s"  cos cos  ^-3* 
(24)     y=s26^2. — — 


cospcos  -|p 


ThsU  3LVJU 
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^                   ß     V      o     tt'i'ß  <H-y 
(25)    a:=2aV2.  gr^  

Diese  letzteren  Ausdrücke  eignen  sich  besonders  zur  aritb* 
inetiscben  Berechnung  der  gesuchten  Grüssen. 


lieber  ^die  fintotehnnip  derFIftchei 

des  zweiten  Orades« 

•  « 

VOB  dfllB 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  poijrtechnischen  Schule  zn  Carltrshe. 


Man  pflegt  gen-öhnlich  die  allgemeiae  Clleicbung  AeB  twdtoi 
Grades  zwischen  diel  Veränderlichen: 

rf^y + +  Äy+ its  + 1  =  0 

der  Betrachtung  der  Flächen  zweiten  Grades  zu  Grunde  zu  legen 
und  dann  von  da  aus  die  Arten  dieser  Flächen  abzuleiten  ood  sie 
M  betrachteo.  Es  Ist  Jedoch  sweckiDSssiger ,  zmiidiet  die  n^ 
echiedenen  Arten  derselben  gesondert  so  imteraDclieo  und  eist 
neehher  die  obige  allgemeine  Gleichung  weiter  zu  verfolgen.  Am 
Einfachsten  wird  die  Anschauung  dieser  Flächen  hervorgerufen 
werden»  wenn  man  sie  durch  Bewestine  von  Kurven  zweiter  Ürd- 
Dug  entstehen  iSest  Bs  ist  mir  nicht  oeiotnni,  ob  diese  Enlsle- 
hangsweise  der  Flächen  zweiten  Grades  allgemein  bekannt  isi; 
ich  will  dieselbe  desshalb  hier  aufführen.  Kugel-,  Kegel-  und 
Zyünderfläcbe  ubergehe  ich  aus  dem  angeiuhrten  Gjmnde. 
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Das  EHipsoid. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  xz  (ich  nehme  diri  auf  einander 
senkrechte  Koordinatenebeoen  an)  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt 
mit  dem  AnfiiDgspunkt  der  Koordioaten,  dei^eo  eine  Axe,  Sa,  mit 
der  Axe  der  a:,  acren  andere«  2c f  mit  der  Axe  der  z  zasammcn- 
nillt;  ferner  in  der  Ebene  der  yz  eine  Shnlithe  Ellipse,  deren  Mit- 
telpunkt abermals  mit  dem  Anfanj^spunkt,  liereii  Axe  '20  mit  der 
Axe  der  deren  andere  Axe  2c  mit  der  Axe  der  z  zusaniraen- 
ftUt  Parallel  der  Ebeoe  der  lasse  man  «ra  eine  rerinderiidbe 
Ellipse  sich  so  bewegen,  dass  die  Endpunkfo  ihrer  bolden  Haupt- 
axen  sich  immer  in  den  beiden  vnri<j:fn  KlUjison  befinden.  Man 
▼erlangt  die  Gleichnng  der  entsteheuUeu  Fläche. 

Denken  wir  uns  die  bewegliche  Ellipse,  deren  Hauptaxen 
immer  in  den  F,l)onen  der  .rr  und  yz,  parallel  den  Axen  der  x 
and  y,  nich  beliiiden,  in  der  Entfernung  n  von  der  Ebene  der  xg, 
80  werden  ihre  Ualbaxen  sein: 

a)  parallel  der  Äze  der       da  dia  iQleiebnng  de^  Ellipse 
in  der  Ebene  der  xz  ist 

«» 

gleich  a^J— 

■ 

b)  parallel  der  Ax6  der  y,  da  die  Gleichung  der  Ellipse  tu 
der  Ebene  der  ffz  ist 

«.2  .3 

^2  +  ■» 


gleldi  6' 

Die  Gleichungen  der  bsweglieben  Ellipse  m.  der  angeAüioten  Lage 
dksi  folglich 


X* 


elimioirt  man  A,  so  erhfilt  man  als  Gleiftbiiflgder  gesncbteo  Fliehe 


Die  Fläche  der  Etlips«»  in  dieser  Lage  ist 

29' 


432  . 


f 

Daraus  folgt,  d.iss  der  Inhalt  eines  Schnitts,  dessen  Grundfläche 
diese  Ellipse,  dessen  Hühe  6/<,  gleich: 

also  das  Stück  des  Köruers,  das  zwischen  der  Ebene  der  ^  v*' 
einem  mit  ibr  parallelen  Sebnitt,  deaeen  Entfemaag  Ten  der  Ekae 
der  dey  X  iat,  lat  gleieb: 


Setat  man  s=ü,  ae  erbllt  man  den  Inbalt  des  halben  EBipasMi 
also  der  dea  ganaen  Ellipaoida 


in 


Uebrigens  int  die  FMcbe  efaie  in  jeder  Welse  begreoste. 


Dma  Hyperboloid  mit  einem  Faebe. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  der  xz  eine  (donpeltbeilis:^) 
Hyperbel,  deren  reelle  Axc  2a  mit  ilcr  Axe  der  Xy  aeren  imagi- 
Däre  2c  mit  der  Axe  der  %  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Ad- 
fitngspuokt  soaammenflült;  eben  so  denke  man  aich  in  der  Ebcae 
•der  lyz  eine  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  26  mit  der  Am  der  %, 
deren  imaginäre  2c  mit  der  Axe  der  r  zusammenfällt,  wenn 
Mittelpunkt  zugleich  im  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist.  Mao 
sieht  nun  leicht,  dass  vier  Uvperbellarme  über,  vier  unter  der 
Ebene  der  ity  sich  be0nden.  Nun  laaae  man  eine  Ellipse,  penl- 
lel  der  Ebene  der  xy  aich  ao  bewegen»  daas  die  Endpunkte  ihrer 
Hauptaxen  immer  auf  den  Hyperbelarmen  .«<ich  befinden.  Mm 
fragt  nach  der  Gleichung  der  entatehenden  Fläche. 

Die  CHeichnng  der  ersten  Hyperbel  int: 


die  der  zweiten: 
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denken  wir  uns  nun  die  bewegliche  Ellipse  in  der  £aUeniiiiig  k 
oo  der  Ebene  der  xy,  so  siod  ihre  Axen: 

a)  parallel  der  Aze  der  : 

b)  parallel  der  Axe  der  yi 
demnach  sind  die  Gleicbangeo  jder  £lü|»se: 

« 

roraaa  als  Gleichung  der.eraeegten  Fläche: 

Dieselbe  erstreckt  sich  nach  svrel  Seiten  hin  ins  UneodAdie,  he- 
lieht  aller  ans  eineoi  cosammenhSngenden  Stacke. 

Der  Inhalt  des  Raumes,  innerhalb  der  vier  Hyperbelarme, 
md  xwischen  der  Ebene  der  xy  und  einem  in  der  Eotfernung  t 
fl^t  ihr  parallelen  Schnitte  ist: 

«o^y"       = ^  {^^  • 

o  * 

9 

Me  der  Hyperbebi  hat  Asymptoten,  deren  Gieichongen: 
flir  die  erste      orss:!:— s,  jr=0; 

fäx  die  zweite     «r=  r'»  ^=0. 

Lässt  man  nun  eine  veränderliche  Ellipse,  genau  wie  so  eben, 
sich  auf  den  Asymptoteuarmen  bewegen  y  so  findet  man  als  Glei- 
chung des  entstehenden  Asymptotenkegeln : 

«r«  y* 
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Der  Inhalt  des  Stücks  /uischeD  der  Spitze  und  einem  mit  der 
Ebene  der       io  der  EotfemiHig  e  psralleIeD  Sehoitte  bt: 

00  da««  das  swiscbeo  Kegel  und  Hyperboloid  liegende  KSrpersMck: 

ist. 

Das  Hyperboloid  mit  zivei  Fächern. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Hyperbel,  deren 
reelle  Aze  3e  mit  der  Axe  der  t,  deren  imaginSre  Axe  2s  out 
der  Axe  der  x  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  AnrangspaaU 

zusammenfällt;  ferner  eine  zweite  Hyperbel  in  der  Ebene  flrr  p, 
deren  reelle  Axe  2c  wieder  mit  der  Axe  der  s  ,  deren  iiiiairiniire 
2h  mit  der  Axe  der  y  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Anlaug«* 
{Hinkt  zosammenfalle.  Man  lasse  nun  eine  Ellipse  (sowobl  mmr 
als  lAer  der  Ebene  der  xy)  sich  p.iraliel  der  Ebene  der  st 
bewef»en,  dass  die  EiHlpuiikte  der  ilaujilaxen  beständig;  alif  den 
vier  Hyperbeiarmeu  seien.  Mao  verlangt  die  Gleichung  der  erzeig 
ten  Fläche. 


Dm  Glekhing  der  Hyperbel  in  der  Ebene  der  sse  ist 


der  in  der  Ebene  der 

«n  «i^ 


Sei  nun  die  bewegliche  Ellipse  in  der  Entfernung  k  ?on  der 
Ebene  der  xjf,  so  sind  ihre  liauptaxen: 

a)   parallel  der  Axe  der  xi 


h)  parallel  der  Axe  der  y: 
Also  sind  die  Gleichungen  der  bcitegneben  Ellipse: 


■•k 
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^  ^^^  =  1.  x=*. 


woraus  Olm  als  Gleichaog  dor  erzeugten  Fiftcbo  folgt: 

Diese  Flache  besteht  aus  zwei  ganz  getrennten,  sonst  aber  glei- 
chen Stücken,  deren  Entrerming,  Scheitel  von  Scheitel,  gleich 
2c  ist.  Das  Kürperstück  vom  Scheitel  hin  zu  dem  mit  derEbeoe 
der      io  der  Entfernung  z  panlloleo  Selinitto  iot: 

Die  Gleichung  des  Asyniptotenkegels  i^t,  wie  üben: 

o»+6»  <s«-"" 

Das  Stuck  desselben,  vom  Anfangspunkt  b'i»  zu  dem  obigen 
Schnitte  ist: 

so  das«  das  awiscbeo  Kegel  und  Hyperboloid  befindliche  Stück: 


ist. 


Das  elliptische  Parabolold 


Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Parabel,  deren 
Uauptaxe  mit  der  Axe  der  s,  deren  Scheitel  mit  dem  Anlaoes* 

punkt  ansamnenfUlt»  vad  deren  Paranotor  —  ist{  lenier  eine 

zweite  Parabel«  deren  Scheitel  gleichfalls  im  Anfangspnnkt  liegt» 
die  In  der  Ebene  der  «z  sieb  so  befindet,  dass  ihre  tlaoptaKe  mit 

26* 

der  Aze  der  %  aosammenftllt  und  Ibr  Parameter  —  ist.  Je  nacb« 

c 

dem,  ob  c  positiv  oder  negativ  ist,  werden  vier  Parabelarme 
Aber  oder  untv  der  Ebene  der  anf  sieb  befinden.  Man  lasse  nun 
eine  Ellipse,  wie  im  Früheren,  sich  parallel  der  Ebene  der  a:y 
bevregen,  so  dass  die  Enden  ihrer  BanptaM  auf  den  Tier  Pa- 
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benden  FlXclief 

Die  Gleichung  der  ersten  Parabel  Ist        — z,  der 

5l*=s —  s.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  bewegliche  FITipee  Ii  |p 

c 

Entfernung  A  von  der  Ebene  der  aif  ist,  die  Axeo  derselba 
^  und        ^  sein  w^en»  so  dass  Ihre  GleiefaHigflii 


c  o 

sind,  woraus  nun  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  folgt: 


Diese  Fläche  liegt  f^anz  auf  einer  Seite  der  Ebene  der  xy;  ^ 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  ihr  Scheitel.  Zwischen  de» 
Scheitel  und  einem  mit  der  Ebene  der  in  der  Entferoong  i 
parallel  geleglen  Scboitte  ist  das  KdrperstOck 

.  /^2A^.  9Vo6ft* 


Diese  FlächenrSinne  wachsen  also  mit  dem  Quadrat  der  Ordunte 
I.   Der  Inhalt  eines  Kegels,  der  denselben  Scheitel 
ben  Schnitt  sur  Grundfläche  hätte*  wäre: 


2s  2  2jr 
c 


so  dass  das  Hyperboloid  uro  die  Uilfte  mehr  ist. 


Das  hyperbolische  Parabolold. 

Denken  wir  uns  In  dsr  Ebene  der  m  eine  Psrabel  vom  fr 

rameter   —  ,  deren  Hauptaxe  auf  der  Axe  der  s  liegt,  und  dere« 
c 

Scheitel  in  den  Anfangspunkt  föllt;  sodann  eine  swelte  PanM 
▼om  Parameter  —  — ,  deren  Hauptaze  gleichfalls  auf  der  h» 

der  z,  die  Parabel  selbst  in  der  Ebene  der      sich  befindet,  wäh 
reod  der  Scheitel  wieder  mit  dem  vorigen  zusauimeuiällt.  Es 
klar»  dass  jetst  swei  Päiabelarme  naeb  oben,  zwei  nadi  ubIib 
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gehen*  Man  laeee  dvii  zwei  HypeHbelo  too  der  Ebene  der  ane, 
paiattel  mit  dieser  Ebene,  sich  so  bewegen,  dasa  die  Sctieitel 
ihrer  reellen  Hauptaxen  sich  auf  den  Parabelarmen  befinden,  wäh- 
rend die  Hyperbeln  konjugirt  sind,  d.  h.  die  reelle  Axe  dereinen 
gleich  der  imaginären  der  andern ,  wenn  die  Hyperbeln  gleich  weit 
abateben  von  der  Ebene  der  xff.  Wetebea  lat  die  Gle&hnng  der 
entstebenden  FlSdiet 

Es  ist  klar,  das«  eine  Hyperbel  sich  nach  oben,  die  andere 
nach  uoteo  bewegt.  Wir  müssen  nun  zwei  Fälle  onterscheiden. 

i)  Sei  c  poaitiv.  Aladann  lat  die  Gleichung  der  obern  Pa- 

^2fl«  26* 
label  d^ss -^z,  der  nntem  3f*=«~— s.  In  der  Entfenmng  h 


iat  die  reelle  Axe  der  obern  Hyperbel  ay 
die  CKeichnngen  der  obern  Hyperbel : 


c  c 


in  der  Entfer- 
Demnacb  abd 


der  noteren: 


=1, 


In  beiden  Fällen  folgt  als  Gleichung  der  eraengten  Fläche: 

fi  —  e' 

2)  iSei  c  negativ.  Alsdann  ist  die  Gleichuns  der  obern  Pa- 
rabei   t"**        untern  ai*=s—t.  Die  reelle  Axe  der 

m  der  Entfernung  ^A:  a^^—  ^;al«»o  die Gleichungeu  der  obern 
Hyperbel: 


e  c 


=1.  »=A; 


der  untern: 
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worau«  wieder  als  Gleichung  der  Fläche: 

5*  C  ' 

In  jedm  Falle  steht  naa»  htOMki  die  FISche  ans  vier  tMm, 
die  sich  ins  Unendliche  .eratrecken.  Diese  vier  Tbeile,  stehea 
eich  gewisaermaasen  im  Kreuz  entgegen.  Da  für  den  Fall  ksM 
die  obere  Hyperbel  aowohi  ala  die  untere  aich  in  die  Linifln 

verwandeln,  so  vereinigen  sich  die  vier  Stucke  in  diesen  1^6 
Linien,  die  nichts  Anderes  sind,  als  die  Asymptoten  der  fl|- 
perbel 


1^  eitere  Unteranchnngen  dieaer  Fliehe  liegen  fttr  das  Aag» 
blick  anaaer  unaerer  Betracbtong. 
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XXXI X 


Heber  Iiainlierte  i^tz  Ton  der  dua- 
dratiir  parabolisdier  Sectoren« 


Das  schOne  Theorem  von  Lambeft  oder  Euler  Aber  die 
Quadratar  parabolischer  Scctoren  ist  in  der  Astronomie  bekaoo- 
ter  >vie  in  der  Geometrie;  aber  «lehr  mit  Unrecht,  da  seine  geo- 
metrische Klöijanz  i^euiss  eben  so  gross  ist  wie  sein  Nutzen  in 
der  Astronomie  bei  der  Herechniint?  der  als  Parabeln  betrachte- 
ten Cometenbabnen.  Es  ist  daher  sehr  zu  wünschen,  dass  das- 
selbe bald  TOlliges  Bfirgerreebt  in  der  Lehre  von  deo  Kegelscbnit- 
ten  erhalte,  was  bis  fettt  leider  noch  Dicht  der  MI  ist. 

Man  findet  diesen  schönen  Satz,  in  Vcrbindunj;  mit  verschie- 
denen astronomischen  J^ehren  und  in  unmittelbarer  Beziehung  auf 
diese,  in  der  eieganten  kleinen  Schritt  von  Lasibert:  Issigiiio- 
res  orbltae  cometarum  proprietates«  Aug.  Vlndellc. 


der  Mathematik.  Tbl.  III.  S.  257.  In  der  Theoria  motus 
corpnrnni  coelestium.  |».  110.  hat  jedoch  (vausH  nachge- 
wiesen, dass  die  erste  Krhndung  dieses  schönen  Satzes  eigent- 
lich Euier  gebührt.  Schon  vor  einer  laugen  Ueibe  von  Jahreo 
babe  Ich  flir  denselben  einen  Beweis  in  Grell  e's  Journal  'der 
reioeB  «nd  angewandten  Mathematik.  Tbl.  XVI.  S.  2L 

f;c^eben,  welcher  bloss  ganz  elementare  Uetrachtungen  der  ana- 
ytischen  Geometrie  in  Anspruch  nimmt ,  und  habe  verschiedene 
andere  Sätze,  nanjcutlich  auch  einen,  wie  ich  glaube,  merkwür- 
digen Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  eines  paraboltscheu  Seg- 
ments, hinsugefilgt.  Ibdem  Ich  aus  suftlliger  Veranlassung  diesen 
Gegenstand  jetzt  wieder  aufnehme,  will  loh  Im'Felgendäi  eioen 
Beweis  des  in  Rede  stehenden  merfcwfirdigen  Theoieois  geben« 


on 


dem  Herausgeben 


1761.  §.  83.  und  auch  in  seinen 
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der  swar  auf  einer  einfacbeo  Betrachtung  mit  Hfflfe  der  Intejsnl- 
redUMiDg  beruhet»  sonst  aber  sich  bloss  elementarer  analytisch- 
trigonometrischer  Rechnungen  und  einiger  keiner  Schwierigkeit 

unterliegenden  arithmetischen  Transformationen  bedient.  Uebri- 
gens  uürde  es  auch  leicht  sein,  die  Anwendung  der  Integral-  ^ 
rechnung  mittelst  der  bekannten  Quadratur  der  Parabel  gaiu  n 
umeehen ,  und  dann  würde  der  Aufnahme  des  folgenden  Beweises 
in  die  Elemente  der  Kegelschnitte  nach  meiner  Meinung  nichts 
entgegen  stehen.  Die  J^nb.stituirung  einer  ganz  elementaren  Be- 
trachtung für  die  im  Folgenden  angewandten  wenigen  lotegraJ* 
formefD,  —  die  übrigens  ganz  allgemein  bekannt  sind,  — karni  ieb 
aber  hier  fifglicb  den  Lesern  voltetündig  überlassen. 

« 

Dis  allgemeine  Polargieiebung  der  Parabel  ist  bekanntlich 


 £. 


wo  der  Winkel  <p  von  dem,  von  dem  Brennpunkte  der  Parabel 
nach  iherm  Scheitel  gezogenen  Radius  vector  an  immer  nach  der- 
selben vSeite  hin,  etwa  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher  die  po- 
sitiven Ordinaten  genommen  werden,  von  ü  bis  360^  gezädt 
wird;  also  ist 


- — ^ 


Iflcos  2  <P* 


nd  foigUch 


.1 


BeieiciiiieD  wir  «her,  indem  wir 

annehmen,  den  FiScheninhalt  des  swisehen  dem  ▼en  dem  BranB* 
|nnkte  der  Parabel  nach  ihrem  Scheitel  gesogenen  Radios  vector 

und  dem  Radius  vector  r  enthaltenen  Sectors  der  Parabel  durch 

^,  80  ist  nach  einem  beiuumten  Satze  der  iot^ralrechnong 

also  nach  dem  Obigen 
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»  4 

^"iij  —TT- 

Man  findet  man  aber  leicht  nach  einer  bekaooCea  Integralformel 

öl« 

— rT=  3  (.""TT + — i"-; 2 

y 

eder 

o     cos  2  9>  cos  2  9 

^jtang   1— 

Also  int  oadi  dem  Obigen 


a       1      l  +  Äcoegya 

tang^g).   TT"* 

ceej9» 


Nnn  int  aber 


^  2 


also 

* 

uod  folglich,  weil 

iit»  aleo  ein  ^9  uod  cos  ^9  positiv  siod: 

flins-os^  -lÄ«-« — LJl.! 


MS 

■ 

folglich 

Ferner  findet  man  Idcht: 

»~1 — * 

cos  ^9)* 

Folglich  ist  nacb  dem  Obigen 

Bezeichnen  wir  nun  fiberbaupt  den  switchen  den  beiden 
Vectoren  r  und  r'  enthaltenen  Sector  der  Parabel  duicb  9,  und 

nehmen  in  dem  Falle,  wo  r  und  r'  auf  einer  und  derselben  Seite 
der  Axe  der  Parabel  liegen,  an«  dass  r'  grösser  als  r  sei,  so  ist 

0=5^  Vp.  ii2r  +p)  V^iP^  ^  (2r  +J>)V¥^I. 

indem  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nimmt,  jenacbdem  die  Vectoreu  r  und  r'  aui  einer  und  derselbe« 
Seite»  oder  anf  Terschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen. 

Die  von  den  Vectoren  r  und  r'  mit  der  Axe  der  Parabel  ein- 
geschlossenen und  auf  bekannte  Weise  geuommeoen  Winkel  be- 
zelciiucu  wir  durch  q>  und  9',  so  dass  also 


r  =  j  ,      r  =  j  

4cos2  9*  4 cos  2  9^'* 

ist ,  und  den  von  den  beiden  Vectoren  r  und  r'  mit  einander  ein- 
gescbloeeenen ,  nach  der  Seite  der  Plarabel  hb  liegenden  Winkel 
wollen  wir  im  Folgenden  4arch  $  beselehnen. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall,  wenn  die  Vectoren  r,  f 
auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel  lie^n»  nnd 
nehmen  erusserer  ßestimnitbeit  wesen  au,  dass  diese  vectoren 
beide  auf  der  positiven  Seite  der  ixe  der  Parabel  liegen  und* 

r^^r  sei,  so  sind  ofenbar  cos ^9  und  eoB^qt*  beide  positiv, 

also  nach  dem  Obigen 

2cos^9  2cos^' 
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«KW 

oder 


folgUch 


Vp  =  2co8^  9  •  Vr ,     Vp  ss  2co8  ^  y'.  Vr' ; 


1  l  , 


Nim  Ut  aber  In  diecm  F«lle  offenbar 


also 


folglich 


oder 


also 


CO«  g  qp'.  Vr* = CO«  2  (9»'— ö) .  Vr ; 


Vr      ^^"S^y-*-^^  1  1 

cos  ^9 


1  .  yr— coe^Ö.Vr' 
tang&^Bs-^  1  


U4 

WeO  am 

i  1 


1  1  *^  t 

coSoT*^  f — »   CO»  j9^=  I — 


tot,  80  ist,  wie  man  leicht  findet: 


I  r'siogö* 

cosÄ9)fe-  1  —  • 

*  ri-r'  — 2COS2Ö.  Vr? 

CO«  ö  9  *=  i      ZU ' 


'3 

also  nach  dem  Obigen 

4fysfai^0' 


Hieraus  folgt  mittelst  leichter  Recbnaog: 

4r(Vr-co8^d.yr7* 


r+r'— acoslö-Vf?" 

4r'-p=  1  — - 

r.-|-r'-2oos|6.  VW 


und 


9r-^p=s2r  j   _  

r+r'— 2cosjd.  Vit' 

r+r'— 2oo»a6.Vi?+  2rainja* 

af+p^ar^  1   

r+r*— acoSjO.  Vit' 
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Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  tang  ^  9  und  taog  ^  9' 
beide  positiv  mnd,  so  sind  nach  dem  Obigen 

•  Vr  —  cosgd.Vr',  Vr*— coa^ö.Vr  . 

respectire 

negativ,  positiv; 

also  nach  dem  VorhergebeDdeu 

2(  Vr. — cos«  Ö.VO  Vr 


+  r'— 2cos ^ 6  .  Vr?" 
  2(1/1^— cosad.  Vr)Vi^ 


+1^-20085^.  V^rr* 

Nach  gehuriger  Substitution  in  die  aus  dem  Obigen  belcannte 
Formel 

ergiebt  sich 

Vp  — 

r'Cr+r'—acos^  Ö .  VrP" +  2r8in  ^  «■XVr'-cos  ^  .Vr)  Vr' 
(r-|-r'-2co8,]  Ö.  Vir^ )y^r  +  r'— 2cos  ^ Ö.V^r?" 

r*— 2co«  5 6 .  STtF  +  Vsin  \  6*)  ( Vr— cos  \  $  .Vr^Vr 

i  _  \i  t 

(r +  1'  — icos^ö.V rr'  )^  r  f  r' -~2co8 ^ ö . rr' 

Der  Zahler  der  Summe  der  beiden  Bräche  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichbeitsseichens  ist 
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<r+»'-«0M|ö.VlfF)|r'(Vr'-ü«i5*^Vr)Vf' 

+  r(Vr— cw^d.  VfO  Vf J 

+  2rr' sin|    l (Vr'-cos     . Vr) Vr'  +  ( Vr-cos  ^ e.VrOVr  j 

1  1  ,  

4-  2rr'sin^Ö*(r  +  r'— Scos^Ö .  Vf^ ) 

=  (r + 1^—2  cos  .  V^iy )  l(r+r')»--(r +r ')c/)s  ,^6 .  -V^  n^^^  cos  ^Ö*  j  • 
Setit  man  jetat 

und  lost  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  r-f-r'  als 
unbekannte  CMtese  auf,  ao  erhilt  naa 


sin^ö*) 


2C08^6.V^IT^ 


alao  ist 

=  (r+r'  +  coi,2d.Viy)(r4-r'— 2cos^d.VTy^ ), 
und  folglich  obiger  Z&hler 

(f  + 1^+  cos  j  B.VW)ir + r'-dcoa  |e .  V^rF)» . 

Dabei  ist  nach  dem  Obigen 


» 
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oder 

Weil  die»ie  Formel  in  Beziig  auf  r  und  r'  vSUig  gymmetrisch 
ist,  60  ist  es  nun  nicht  mehr  nuthis^,  anzanehmen,  aasn  r'  der 
grössere  Radius  vector  sei,  indem  nian  vielmehr  in  dieselbe  jede 
sw0i  beliebige  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel 
liegende  V^toreu  einftihren  icann.  Auch  ist  es  natürlich  nicht 
weiter  nOthig  anzunehmen,  dass  r,  ¥  anf  der  pesItiTen  Seite  der 
Aze  der  Parabel  liegen. 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die  Vectoren 
r'  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen,  und 
wollen  flir'a  Erste  grSeaerer  Beetimmtbeit  wegen  aooebmeo»  dasa 
r  auf  der  negativen»      anf  der  poeitiven  Seite  der  Axe  der  Pa* 
rabel  iiege. 

Weil  in  diesem  Falle  aaler  der  ao  eben  senacbten  Voraoa 

1  1 
Setzung  offenbar  coa^tp  negativ  und  cos^g)'  positiv  ist,  so  ist 

Vr=  Vr'=-^f- 

2cos  2  ^  2cos  2  <p' 

oder 


folglich 


cos^9.Vr= —  cos^y'.  Vr' 


Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 


30* 
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folglich  nach  dem  Obigeu 


1  1 
cos  j^.Vr  =  coSt2(g)+ö).  Vf^f 

cos  j  tp\  Vr' = cos  ^  (dp' —0}  .  Vr ; 


woraus  gans  eben  so  wie  Torher 


un 


80  wie 


und 


1 


*««>g59»=  1  • 

sinjö.Vr' 

j       ViK— cos^a.yr 

ton»2^'^  1  • 

sin^a.Vr 


4iT'sln|0* 
r+r'-acosloiVln? 


MVr-cos^Ö.Vr')* 

4r— |>s=  3* 

r+r'  --icos^ö.  W 

4r'(Vr'— cos^ö.Vr)* 

ir'-p=  1 — — 

r+r'— 2cosäö.Vrr' 


2r-i-psSr  -r  -3  


Digitized  by 


2r'+/>=2r'  j  ^ 

r+r'-2co«2Ö.V^»T' 

toJgt. 

W«il  unter  der  gemachteo  Vomnssetxuog  tang^9  negativ  und 
1 

^^S§v'  positiv  itft,  so  ist  naeh  dem  Obigen 
respective 

positiv,  positiv;  , 

also  nacli  dem  Vorbergebenden 

*2(vr — cos-.e,  Vr')Vr 


V4r'— p= 


1 

2 (Vf  —  cos z^e  .  Vr)  Vr 


^r+r'-.2co8j6.V7y* 


Nach  gehöriger  Sabstitution  in  die  ans  dem  Obigen  lielcannte 
Formel 

ergieiit  sich  \ 

Vp 

r'(r+r'-r-2co8jd.Vif?"+2rsiD  ^Ö»)(Vr'— cos  ^  6. v  r)Vr' 

-f  r'-3cos  g  d .    r?"+  Vsin  |  Ö»)  ( Vr-coa  \  B .  Vt^)  Vr 
(r +r'-2cos  6 . V^)  y^r+r'-Scos^  dV;?" 
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weiches  wieder  ganz  dieselbe  Fonnel  wie  oben  ist  Also  ist 
in  diesem  Felle  geos  wie  oben 

uod  da  diese  Formel  in  Üezug  auf  r  und      fullig  symmetrisd 
ist,  so  ist  es  eicht  nCthis,  dass  r  anf  der  negativen,     asf  d« 
positiven  Seite  der  Aze  oer  Parabel  liege,  sondern  es  kann 
umgekehrt  sein. 

Als  Resultat  der  sjanzcn  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sieb, 
dass,  wenn  r,  zwei  ueiiebige  Vectoreu  der  i^axadiei  sind,  nti 
6  den  Ton  diesen  beiden  Vectoren  eiogeeehlossenen,  nach  der 
Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winkel,  der  von  0  bis  360* 
wachsen  kann,  bezeichnet,  in  völliger  Allgemeinheit  der  Flieh» 
inhalt  des  paraboUsciieo  Sectors  ^  durch  die  Formel 

e = j Vp  ir^T' +COS  j ö .  WrP ) + r' ^ 2 cos ^ ö .  Vn^ 

dargestellt  wird. 

Bezeichnet  nun  t  die  Sehne  der  Parabel,   welche  die 
punkte  der  beiden  Vectoren  r,  r'  mit  einander  verbindet,  so  ht 
jeuacbdem 

0<ö<180^ 

oder 

1800  s;  Ö<ati0« 

ist,  nach  den  L<ehreu  der  ebenen  Trigonometrie  respective  i 

f*s=r*  4  r'*— 2rr'  cosd 

oder 

= r*+r^ — 2rr 'ces(360<'— 6) ; 

also  allgemein 
und  folglich 


cosö= 


also 


Digitized  by  Google 


tulglich 
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11  ud  hieraus,  wenn  mao  das  ober«  oder  untere  Zeichea  aimittt, 
jenacbdem 


oder 


Ist: 


oder 


coe  ^  6 .  V  rr*  =:  i  ?  V  (r  +  r , 
Folglich  int  uach  dem  Obigeu 


wenn  man  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem  der  von  den  Vectorcn  r,  t'  nach  d«r  Seite  der  Parabel  bin 
eingeschlossene  Winkel  ein  concaver  oder  >  ein  coDvexer  Winkel 
ist,  was  auch  im  Folgenden  ateta  festgelbalten  werdeo  aoU. 

Nun  aetse  man 


90  iMi,  wenn  man  auf  beideo  Seiten  quadrirt: 


und  folglich  durch  Vergleichung  der  raticoalen  aod  irratioiiaien 
Tbeüe  auf  beiden  Seiten: 
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also 

woraus,  indem  jetst  keine  Betlehmig  der  Zeichen  in  den  ebigm 
Statt  finden  eoll, 

folgt»  so  dass  man  folglich  die  helden  GleichoDgeii 

hat,  aus  denen  sich 

ar  =  2  ,         if^  g  

ergiebt.   Da  ouo  im  Obigeo 

positiv  genommen  Ist»  so  muss  man 
setaen»  well  von 

das  obere  Zeichen  einen  negativen  VVertl^  liefert»  der  hier,  «bei 
well 

positiv  genommen  worden  ist,  nicht  statthall  Ist 

Dies  vorausgesetzt  kann  mau  Dua  leicht  Q  aul  folgeude  Art 
avsditlcken: 

also  ist»  wenn  man  multiplicirt: 
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Vp 


d.  i. 


oder 


oder  auch 


Dies  ist  der  merkv^Srdige  Aiisdmck  fSr  dea  Flficheninhalt 

eines  parabolischen  Sectors,  n-elcher  gewöhnlich  nach  Lambert 
benannt  wird,  aber  eigentlich,  wie  wir  oben  bereits  bemerktbaben, 
schon  früher  von  Euier  gefunden  worden  ist.  Ausser  dem  l^ara- 
Dieter  der  Parabel  ist  also  bloss  die  Kenntniss  der  beiden  einen 

Earabolischen  Sector  begrenzenden  Vectoren  und  der  dem  densel- 
en  gleichfalls  begrenzenden  Bogen  der  Parabel  angehörenden 
Sehne  nüthig,  um  dessen  Flächeninhalt  mittelst  der  Lamb^rtscben 
Formel  berecboeu  zu  küonen. 
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Bestimmung  der  liän^e  der  auf  einen 
Kejvel  sewiekeiten  Seliraubeiilliiie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  llienger 

M  der  poljtodwItdiMi  Sdiule  »i  Carl  trabe. 


Eine  Gerade  bewege  sieb  um  eiee  andere,  indem  efie  mit  Ir 
bestlndig  dcnscihon  Winkel  a  macht  und  sie  beständig  in  den* 
selben  Punkte  trifft.  Auf  ihr  bewegt  sich  ein  Punkt  ge£jen  letztere 
bin:  welches  ist  die  von  ihm  beschriebene  Kurve,  nenn  beide 
Bewegungen  gleichförmig  sind? 

Die  fragliche  Kurve  ist  eben  die  in  der  Aufschrift  genannte. 
Sei  also  y  die  Winkelgeschwindigkeit  der  bewegten  Geraden.  ^ 
die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes,  und  nehmen  wir  eio 
rechtwinkliffes  Koerdinateneystem  so  an,  dasa  die  feste  Gerade 
darin  die  Axe  der  z  i*<t;  die  Ebene  der  a:\i  sei  so*|fewähIt,  das« 
der  bewegliche  Punkt  anfänglich  in  ihr  liegt;  ferner  sei  die  Axe 
der  X  so  genommen,  dass  die  bewegliche  Gerade  anfanglich  iu 
der  Ebene  der  xz^  also  der  bewegliche  Punkt  in  der  (uotfitiven) 
Axe  der  dr,  und  die  (positive)  Aze  der  «  sei  so  gewiblt,  dass 
die  Bewegung  der  Geraden  von  der  pomtWeD  Aze  der  x  gege" 
die  positive  Aze  der  y  gebt  » 

Am  Ende  der  Zeit  i  liegt  die  bevrcslicbe  Gerade  eo,  dass 
ihre  Projektion  mit  der  Axe  der  .r  den  Winkel  /<  macht ,  während 

der  bewegliche  Punkt  in  ihr  um  die  Länge       gegen  den  festen 
Punktgegangen  ist.  Sei  (Taf.lX.  Fig.5.)  Oder  Anfangspunkt  der  ICoor 
dinaten,  O^die  Projektion  der  beweglichen  Geraden  (am  Ende  der  Zeit 
0  auf  die  Ebene  der  jry,  so  macht  die  bewegUehe  Gerade  aalbst 
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7t 


mit  der  £bene  der      dee  Winkel  ferner  ist  xOBssyt 

Ist  also  die>Entfeninng  des  Durchschnittspunktea  der  iiew^riichen 
Geraden  mit  der  Axe  der  x  von  O  gleich  a,  so  ist  die  liinge 

jener  Geraden  gleicb  — die  von  OBiatsa.    Ist  D  die  Pro» 

**  °  cos«  " 

jektion  des  beweglichen  Puoictes  auf  die  Ebene  der  £cy  in  der* 
selben  Zeit,  so  In  BD^ßtaina,  also  CD:ssataa — ^sinoct  Sind 
also  X,  y,  z  die  Koordinaten  des/ bewegliclieo  Panlotes  am  Ende 
der  2<eit  t,  so  hat  mass 

x=:(at%a  —  /Steina)  €08(70  ,\ 

3f  =3  (fltga  — /3teiDa)sio(y<)  J  (1) 

•  ■ 

Durch  Elimination  tob  i  erhüt  man  die  (zwei)  GleSehimgen  der 
beschriebenen  Kme  (Schran1>enKnie.)  Ans  der  letstem  Gmekw^ 
ergiebt  sieh: 

pcoaa 

t 

SO  dass  die  Gleichnogen  def  Scbraubeolinie  sind: 

af=:(a-2)tgc.cos(^^^^-^, 

jf=.(a-,)tg«.sin(^). 
Eben  so  erliiMt  man  hieraus: 

als  Gleichung  der  von  der  bewegtes  Geraden  beeciiriebenen 

Kegelfläche. 

Soll  die  Schranbeolinie  auf  einem  Zylinder  vom  Halbmesser 
r  Sehl,  so  ist  a=Qo,  atgusst,  «s=0,  also 

d;=rcos(yO^  y^rsio(}^)>  \=^ßt;\  ^ 

1 

Der  Weg,  den  der  heu  etliche  Punkt  zurücklegt,  wahrend  die 
bewegliche  Gerade  eine  Umdrehung  vollendet ,  heisst  die  Hübe 
des  8cbr aubengangs. 


(2) 
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231 

Nnn  erfolgt  «ine  volUrtändige  UmdrehiiBg  hk  der  Zeit  — , 

nach  iat  die  Hobe  des  Scbraubengangs  Heiwt'  me  dte> 

selbe  eo-ist 

^      h      y  2it 

also  sind  die  Gleichungen  der  SchraubeuUiiie  (2); 

= (a  -  z)tg« .  cos  , 

3,=(«-,)tg«.sin(jg-);^ 


die  der  (4): 


(6) 


3)f 

Setit  maD  cur  AbkOnung  ■j^:sk,  eo  ergiebt  skb  ans  (5): 

somit  die  Länee  des  Bogens  der  Kurve»  weon  er  von  s=0 
gerecbnet  wird: 

0 

Setzt  man  a — 2=^y,  z=o— so  i^t  dieselbe; 


Integrirt  man«  so  ergiebt  eich  als  Iragiicbe  Länge: 
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(7) 


Will  man  die  Länge  der  Schraubenlinie  bis  zum  vollendeten  nten 
Umlaafe  (»  aucb  eine  gebrochene  Zahl),  so  hat  man  s=nc~ 
m  Mtsen.  Die  ▼oikommenden  Logaritfaiiiefi  «lud  naHirfielie. 

Für  den  Fall  des  Zylinder«  ist  atg«=r«  a=X)t  asoD,  also 
die  L&nge:  » 


V^l+iW&=:  \^l+ifear«.2,  (8) 

o 

wie  bekannt 


Für  2=a  hurt  die  Kurve  in  der  Spitze  des  Kegels  auf;  also 
ist  ihre^ganse  Lloge:  '  -  , 

l  V  1  +  +         log  {aktga  +  V  l+a^Ä^tgM .  (9) 

Blan  findet  leicht,  dass  dieTan&^ente  an  die  Kurve  (2)  im  Punkte 
(x,  y,  2)  mit  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  Lage  der  be- 
weglichen Geraden  einen  Winkel  d  macht,  bestimmt  durch  die 
Gleichung  * 

C08d=    r  —  >  (10) 

Vl+itngMö—«)' 

und  im  Falle  der  Kurve  (4): 

dessgleichen,  dass  die  INormale  an  die  Kegeifläche  (3)  in  diesem 
Punkte  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Kurve  in  demselben  Punkte 
steht 

Wenn  man  die  Kegeifläche  in  eine  Ebene  abwickelt,  so  legt 
sich  die  Schraubenlinie  ebenfalls  in  die  Ebene.  Ihre  Gleichung 
ündet  sich  lolgendermassen. 

DieLinie  y4^(Taf.lX.  Fig.6.)  drehe  sich  mitder  Winkelgeschwind?!», 
keitj'sina  umil,  während  ß  gegen  A  mit  der  Geschwindigkeit  ß  hin- 
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schreitet.  Die  Mtstandene  Kurve  ist  die  Abwickelung  der  Schrauben-* 
lioie,  wenn  man  die  einzelnen  Theile  dieser  Kurve,  statt  (ortlau- 
fend an  einander  /u  liegen ,  von  einander  trennt.  Denkt  man  sich 
Dämlich  ß  als  Anfangspunkt  and  beschreibt  mit  AB  einen  Kreis» 
so  wird  die  so  eben  gesuchte  Knrve  ein  oder  mehrere  UoilSnfe 
machen,  bis  sie  in  A  anicommt.  Man  wähle  nun  zwei  Linien  .^Iß, 
AU  so,  dass  der  Bogen  BD  =  2antgct  (dem  Umfani?  der  Grund- 
flache des  Kegels),  lege  nun  nach  einander  an  Au  u.  s.  f.  um 
A  Winkel  gleich  BAD,  und  lege  die  zwischen  ihnen  betiudiichea 
StQclce  der  Kurve  in  derselben  Laipe  in  den  Winkel  BAD,  so 
werden  diese  Stucke  die  Abwickelungen  der  Schraubenlinie  sein, 
während  die  Fläche  ABD  die  Abwickelung  der  Kegelfläcbe  ist 
Da  der  Punkt  B  den  Weg  2«jrtp«  macht  in  derselben  Zeit,  in 
der  oben  eine  Umdrehung  der  Linie  AB  statt  hatte,  so  iässt  sich 
leicht  die  Winkelgeschwindigkeit  von  AB  heethnmeD.  Sei  ntm* 
lieh  T  diese  Zeit»  so  Ist 

aytga.T=2a»tgo,  • 

7 

m 

Ist  nun  /  die  Wuikelgeschw  indigkeit  von  AB  in  dieser  letsten 
Bewegong,  so  Ist»  da  AB^-^^- 


Cosa 

2«sina 


dennach 

wie  oben  angegeben  wurde. 

Nehmen  wir  A  als  Anfangspunkt  von  Polarkoordinaten,  und 
sei  AC  die  Lage  der  erzeugenden  Linie  am  Ende  der  Zeit  t,  so 
ist  die  Lage  von  B  {B')  bestimmt  durch 

Winkel  BAC^ysinaA, 

AB'=—  ßi; 

Cosa 

also»  weno  BAC^^»  ABf^rt 

p=ysina.<,  r=^-jJ/; 
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ciD6  archimedische  Spirale. 
Ihre  L&Dge  findet  sich: 


Um  die  einem  Umgang  entsprechende  Lange  zu  fiodeiij  ouiw 
man  vod  ^=0  hm  ^=2;ssina  integriren. 

Mao  setze  ^=i^tgcur,  so  erhSlt  maa  aus  (14): 

~^fWT^i^H{!i^)^dx,  (15) 

und  um  die  L&nge  eines  Umgangs  su  finden,  mnss  jr=s^^^^^° 

gesetzt  werdeo.  Da  diess  genau  mit  Obigem  zosammenstfanm^ 
so  folgt  daraus»  das  die  Kurve  sich  unFerlcOist  abwicl^eit«  was  sn 
erwarten  war. 
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Veber  die  Bestimmiuis  des  JHittel- 
pwiktes  ^er  FIftcIie  sEwetten  Orad«. 

Von  dem 

Henm  Professor  Dr.  J«  Di^nger 

u  der  polyteclinIteheB  Sdialo  ua  Carloraho. 


Stellt 

Aa^  4-  £sf^ + 2^z  -f  2i::2a;  -|-  il- -f  2  Gor   2  -i^2Jz=ä. 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  dar,  so  ^Verden«  ueou 
diese  Fl&cbe  einen  Mittelpunkt  hat,  die  Koordinaten  deaselbfli 
^0»  ifo'  H  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

-    ( r£) fH(DF  BE)J 

_  -  CF)  C?-K^      1?)  H^{EF~AD)J 

_  {DF-^BE)G^^{EE^AI))fH{AB--h^)J 
ABC-AÜ^B£:^CF*'\-mEF 

Ist  nun  derNcimer  dieser  Ausdrücke  nichtNnll,  so  hat  die  FISnbe 
einen  Mittelpunkt.  »Sie  hat  aber  deren  unendlich  viele,  uenn  znar 
der  Nenner  Noll,  zugleich  aber  alle  drei  ZSbler  auch  Null  sind. 
Nun  ist  aber,  sobald  der  Nenner  Null  und  einer  der  Zähler  Noll» 
jeder  der  zwei  anderen  Zähler  Noll. 

Heissen  nämlich  die  drei  Zähler  Z|,  Z^,  Z^,  der  Nenner  iV, 
so  findet  man  leicht,  dass 
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FZii^BZ^^DZ^^'-^UN. 
EZ^  +  DZ^  +  CZs  =-  JJS. 
lat  DUO  s.  B.  nebot  /^=sO  auch  2^=0,  no  folgt  bierau«: 

EZii-DZ^ssOi 

woraus  nothwendig  Zi=Z2=0,  was  den  Satz  beweist. 

1d  diesem  Falle  liegen  die  Mittelpunkte  zuweilen  in  geraden 
Linien  (bei  zylindrischen  Fliehen). 

AI«  Beiapiel  wollen  wir  die  Fläcbe 
betrachten.  Hier  lal: 

Also  Z|  =:Z2  =  Z3  =  iV=0.  Denken  wir  uns  aber  zuerst  G=:H 
ssJ,  60  ergiebt  sieb: 

(BC-ir')^(DE  -CF)  A  (DF^ßE) 
DF^BE^EF^AD + ilB-f ^    — ' 

^  '^DF--ßE^EF--ÄÜ^ÄB—F^'^^* 
d.  h.  alle  Mittelpunkte  liegen  aaf  der  Geraden ,  deren  Gleichungen 

liod.   Die  Fläche  seibat  ist  ein  elliptischer  Zylinder. 


Thcii  xn. 


91 
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XUDE. 

Eigrenscliafteii  der  germiäea  Kegel  iuhI 
Keselstumpfe  mit  sphäriscli  ge- 
krttmaiteB  OnmdfläelieD» 

Von  dem 

Heini  ScluilraÜi  J.  H«  T.  Muller 

•  M  Wieabadea. 


Wenn  man  aus  zwei  6 «gen punkten  einer  KegeUIäche  mit 
den  sphSriechen  Radien  g',  g"  zwei  Kugelkreise  G',  Ibe- 
schreint,  so  sind  durch  die  Umfän^e  dieser  Kreise  zwei  gerade 
konische  Flächen  bestimmt,  weiche  ^ie  durch  Jene  Punkte  gehende 
Gerade  zur  gemeiuschaftUchen  Axe  haben,  no  dass  der  Mittel* 
pankt  der  einen  konischen  Fläche  ausserhalb,  und  der  der 
andern  innerhalb  der  Kogel  liegt 

Hier  soll  von  derjenigen  konischen  Fläche  ausgegangen  wer- 
den, welche  ihren  Mittelpunkt  ausserhalb  der  Kugel  hat>  uud 
zugleich  q'^q"  angenonunen  sein.  Die  ^igenecbafien  der  andetn 
Fläche  ergeben  eich  später  sogleich  ans  denen  der  ersten,  wenn 
^"  negatly  genommen  wird.  • 

Aus  jener  Verblödung  des  konischen  Raumes  mit  der  Kugel 
entstehen : 

1.  zwei  Kegel  C,  <E"  mit  den  sphärisch  gekrümm- 
ten Grundtlächen  G' ,  G",  deren  Axeu  sich  um  den 
Kugeldnrcbmesser  unterscheiden, 

2.  und  ein  Kegelstumpf  <C  mit  den  beiden  sphäri- 
schen Grundflächen  G'  und  G'*,  weicher  den  Kugel- 
dnrcbmesser aar  Axe  hat  und  dem  l^nterschiede  jener 
beiden  Kegel  gleich  ist 
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ff 

a  Der  Halbmesser»  die  Oberittdie,  der  labah  der  Kogel 
soll  imoierinlt 

beMiehnet  werden. 

4.  Legt  man  durch  die  Peripherien  der  Kugelkreise  C,  G" 
ebenen ,  so  sind,  die  UOhen  der  sugehörigeo  KugeUlischiutte  li\ 
H'*  gleich 

» 

r(I— cos^')»  r(l— cosjp'O; 

folglich  ist 

€?»s43ff«.ste}9««a8iBl^'Mr. 

Hieraus  erhält  man  die  Kugelkeeel,  welche  G'  und  G"  zo  Grund- 
flächen und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Spitze  haben,  gleich 

4 


und 


4 

j  m'.rio  t^'s  es  sie  l^'"» .  B . 


Werden  diese  nm  die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grond- 
fiichen  Teraünderty  so  erhält  man: 

5.   Die  Kugelabschnitte 

21'=^      (4«io4p'*  —  sin^'^cosp') ; 

ai^si  i  7rr»(4sin4^"«~sin^"«cos^") . 

Da  4sin^4^ssl— €08^,  so  ist 
1 

4sin  j^in^'^ — sin^^cosp  =  2 — 3cos^  +  cos^' 

s=(2<|-cos^)  (1— cos^)*. 


lolgUch  auch 


^ = ^  ;cr'.(2-|-co«^)  ( 1  — cosv)^ 


oder 
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31=  8104^^  (2-1- cos^) .  & . 

6.   Der  Kegcistuinpf  mit  deo  ebenen  GnindflXcben 
Crii ,  deren  Peripherien  mit  denen  vou  G'  ond  G"  mHamiBWitai« 
leo,  ist,  wie  man  sich  alsbald  ttbeneugt, 

=  ^  nr'  (oos^'  4-  co8(^'')  (sio^'*''  -|-  sio^'sin^"  -|-  sis^"^ . 

Wird  dieser  um  die  beiden  Kugelabschnitte  2J',  21"  vermehrt, 
so  entsteht  unser  Kugelkegelstumpf  C  und  man  erhält  nach 
1 

DiFiaioD  mit 

JJ3  •  €=:(co«p'-|-coß^")(8in^'*-f-sine'sinp"-|-  s'n^"*) 

-|-  4siai^'*— «lo^'^oos^'  -|-  4sui49''*-*«iD^"  Vos^''» 

und,  nachdem  man  das  Product  entwickelt  und  das  Ganze  ver- 
einftcht  hat, 

j7.€=sln(^'-f('0(6'in/-|^»'0+4iHnie«-f48in|9''^ 

=aBini(p+e'0cosi(p'+()").26in4(^'+^"}cos  \{q'-Q")  " 
+4sini«'>-f4sioi9''>. 

Da 

sini^'Hs»n4^"2=  ^-^  4-   — £- 

so  ist,  wenn  die  Gleichung  durch  4  dividirt  worden,  weil 
^jfr*=:2l  ist* 

|«ßini(p'+^")«cos  i  {q' + ^'Ocos  i  (^'-e''; 
.1  1 

+  1  -  cos  2       +  ^")C08^(^'— 
=  l  ~C08i(^'  +  ^")«C0S^(^'  — 

Es  ist  demnach 
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il.  i.  Der  Inhalt  eine«  kugelkeueistttupf»  wird  ge.- 
fuiidM»  wmiii  iMB  die  drme  PoImk  des  CosKras  der 
halbeo  Summe  der  Radien  beider  Criiudflächcn  mit  dem 
Cosinus  des  halben  Unterschieds  derselben  multiplicirt 
und  diesem  vuri  ]  subtrabirteo  Producte  die  zugehörige 
Kugel  zur  Einheit  giebt. 

Denkt  man  eich  diesen  Stumpf  aus  der  Kuce!  herausgeschnit- 
ten, so  bleibt  ein  von  einer  Kugel-  und  einer  AtegeUZone Deins- 
tes Zneiflach  fibrig«  dessen  liibalt  , 

Ä-a:==cos       -f  vTcös^(V-* ")  K 

durch  eine  sehr  einfache  Formel  gegeben  ist 

7.  Um  den  zu  denselben  Grundflächen  geborigen  Kegelstumpf  zu 
finden,  dessen  Seitenkanten  einander  upveriftug er t  schneiden, 
setze  man      negativ,  wodurch  man 

K-(£  ^  cos,j  {q'  +  ^")cos  \  (^'-  ^")*.Ä 

erhSlt 

Dcmnaeh  lüt  (Vir  diesen  Fall  das  l^roduct  aus  dem  Co- 
sinus der  balben  Summe  der  Radien  in  die  dritte  l'utenz 
des  Cosiuus  ihres  halben  Unterschieds  der  CoelBcient 
der  Kugel. 

« 

8.  Wird  in  (6)  ^'=:Q"  =  q  gesetzt,  so  erhält  man  einen 
Kugelcylinder,  dessen  Axe  durch  den  KegelmittelpuniLt  geht, 
und  es  wird 

a=(J— €0s«').&. 

Der  Kugelcylinder  ist  daher  gleich  der  Kugel  roultipii- 
cirt  mit  der  Ergänzung  der  dntten  Potent  des  Cosimis 
vom  Grundflächenradius  lU  1. 

Wird  aus  der  Kugel  ein  Kugelcylinder  herausgeschnitten, 
dessen  GrundflUchenfadius  ist,  so  ist  die  so  aasgebQblte 

Kugel  acht  mal  so  klein  als  die  Kugel  selbst. 

9.  Macht  man  dagegen  in  (7)  ^'=^"  =  p,  so  entsteht  ein 
Kugelkegelstumpf,  dessen  Seiten  einander  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  halbiren  und  es  ist  dann 

€=(l-co80Ä=i28ra.i9«Ä. 

Die  auf  solche  Weise  ausjjehJihltc  Kupel  ist  demnach 
der  mit  dem  Cosinus  des  Grunilllacbenhaibniessers  mul- 
tiplicirten  Kugel  gleich.    V  ergl.  (4.) 

Fflr  sind  also  beide  KOrper  einander  gleich. 
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V 

Spitze  Im  Ckjgeopwkte  das  BfiMpuakts  von  &  Itogt  Htenach 

»  3 
Für  ^=90°  wird  <E=:^K,  «f  ^«eO»  wtod  Ä— C=sr«r*- 

11.   Wenn  io  (6)  die  Seitenkante  des  KegeUtompfe  mit 
ti«  beMichnet  wird,  so  ergiebt  »ich  leicht,  dass 

oder  ' 

1 

ist 

Die  Verbiodimg  dieser  Gleiehmig  mit 


gi^t 


.Da 


i  11 
S-Cs4ees  2^     -^  9")  eosg- C^' -     •    r . 

Es  ist  daher  der  ausgehöhlte  Kurper  ein^m  Kegel  gldcft^ 
welcher  die  Seitenkante  des  Stumpfes  zum  Grundflächen- 
durchmesser  und  den  Kugelradius  zur  Höhe  hat,  wenn 
man  diesen  Kegel  mit  dem  vierfachen  Producte  der  Co 
•faiw  der  bellieD  (Srnmoe  and  der  ballieD  Dtferens  der 
GnmdiSelienlialbmesser  umlti^cirt 


2co«       +     cos  cos^'+cose'.' 


und 

reee^-l-ftei^ 

qteich  der  mit  a  zu  bezeichnenden  Huhe  des  Kegelstumpfe  mit 
ebenen  Grmidfl&chen  ist,  so  liat  man  auch 

21— €=2.^  a.Äi*, 
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Diftriiaeh  Üt  die  boDiieb  aiMgeltfllille  Kugel  doppelt  so 
gross  als  ein  gew.öhnlicher  Kegel,  welcher  aie  Sei- 
tenkante des  Stil iiiptes  zum  Durchmesser  der  Grundflädie 
und  den  Ab«taod  beider  Kreisebeueo  zur  Uühe  bat. 

13.  Geht  der  Stumpf  lo  ehieo  Kogeleylinder  übet,  so  wkd 
hl  (ll)^.a=c3f  und  omb  erfailt 

« 

Die  cylindrisch  aiis£;ehjShlte  Kogel  ist  also  einer  Kneel 
gleich ,  u  elehe  die  ii^tenicaiite  aes  Cyiinders  lem  Doreh- 
messer  hat. 

J3.   Es  bleiben  jetzt  noch  die  beiden  ErgRnzuogsItegel 

des  Kugeikegelstumpfs  zu  betrachten,  welche  entstehen,  wenn 
der  Mantel  des  letztern  bis  zum  Durchschnittspunkte  erweitert 
wird,  und  von  denen  der  erste  <£'  den  couvexen  Kugelkreis  G', 
der  andere      den  eonearen  G**  sur  Grandflfiche  hall 

Die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grundflächen  6\ ,  Cr,, 
seien  ,  (Cn  und  ihre  üuhen  qji,  Oi^,  folglich  — a|,=a. 
Vergl.  (Ii.). 

Dann  ist 

a  =  (cosp'-|-cosß")r 
und  die  Uaibmeseer  von  Gxt  Gu  ssrslo^',  rslo^"  und  man  erfaillt 

/"=^rn|^^0-''»'"^^^^^^^  . 

Daher  sind  die  ebengrundfiächigen  Ergänzuogsk^el 
^  =  j  nr'sin9'*cot  ^  {q'^-q"), 
l  1 

Wird  Ci  um  den  Kugelabechnitt  H*  vermehrt  und  Cn  und  7i" 
vermindert,  so  erbSlt  man  die  gesachten  Kugelkegel      iL"  and 

es  ist,  wenn  man  (6)  benatzt,  and  belderaelte  durch  yinr^idirt: 
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Wild  recfato  ^  Mte  Glied  «nf  dm  Newier  de«  entaa  ^e- 
bnelit,  80  erliilt  mftii 

« 

und  darcli  eine  leichte  Umfornrang  des  Coefficienten  Ten  •iof'*: 

Daher,  weoii  man  uu.cb  mid^'^  verwaodelt: 


Wenn  man  (l(!u  ISinus  der  halben  Summe  der  Grund- 
ilächenhalbmHsser  durch  den  Sinus  ihres  halben  Unter- 
schiede  dividirt,  so  erhält  man,  fSr  die  Kugel  als  Eiii> 
beit,  den  Inhalt  jedes  der  beiden  Ergänzungskegel, 
wenn  man  jenen  Quotienten  mit  dem  Quadrate  des  Co- 
sinus der  Hiiirte  des  zugehörigen  Kadius  multiplicirt  und 
dieses  um  1  vermehrte  oder  verminderte  Product  lut 
den  Quadrate  dee  Sinus  der  Hälfte  desselben  Rate 
multiplicirt 

14.  Wird  in^(II{)-.  .  g"  negativ  genommen,  8o  erhalt  man 
das  andere  zu  denselben  Grundflächen  pehürige  Paar  vun  Kui^l- 
kegelo,  wodurch  steh  hier  bloss  der  Quotient  beider  Sinus  nnikdm. 

15.  Da  nach  (4)  sin^p^.K  den  Inhalt  eines  KuuelkeiielK  ffiebt, 
welchef  Q  zum  Grundflächenhalbmesser  und  den  iMittclpuukt  der 
Kusel  zur  Spitze  hat;  so  werden,  wenn  men  in  (13)  die  erste 
Endgleichung  um  sin^^'^.B.  vermindert,  diezweite  aber  um  8in4^.& 

vermehrt,  zwei  Dojipeikegel  ^"  entstehen,  deren  gemein- 
schaftliche Spitzen  der  Kegelmittelpunkt  und  die  Spitze  derKrgän- 
zuDgskegei  sind  und  welche  beziehungsweise  die  Peripherie  von 
G\  G"  zur  Randkante  haben. 

Der  Inhalt  derselben  ist  • 

*^-4  sin4(^^^)^'"^ 


1  sioUo'-ro") 


Hieraus  erhält  man  unmittelbar 
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Es  verhalten  sich  daher  diese  Doppelkegel  wie  die  Qua- 
drate der  Sinus  der  sphäriijcheQ  tialbmesaer,  mit  deneo 
ihre  Kanten  beschrieben  worden. 

Dm  andete  Paar  tod  Doppelkegelo  wird  eben  so  behandelt. 

10.  ErgSnien  die  sphSrischen  Halbmeaaer  o*,  q"  der  Gmnd- 
flficbea  der  Kugelkegel  <L' ,  d"  einander  zu  IvO^,  so  wird  die 
Süssere  konische  Fläche  eine  Berührungsfläche  an  die 
Kugel,  und  man  erhält  alsdann,  nachdem  die  Eudgleicbougea  in 
(13)  durch  21  dividirt  worden, 

|=sioie'*lzr^^«4<^'*+*^ 

cos^p^*— cosp' 

nod  wenn  man  im  Zähler  cimq'  durch  cos^^'*— sin^f'^  ersetat, 

sfnip'* 

■ 

oosp' 

*  In  diesem  Falle  mnss  =31  selo. 

17.  Für  die  innern  Kegel  geht,  wenn  +  =  180"  wird, 
die  konische  Fläche  in  eine  Ebene  über  und  die  Kugelke^el  wer- 
den zu  Kagelabsehnilteii«  dereo  Summe  der  Kugel  gfeicli  ist 

18.  Werden  die  Azen  der  Kaeelkegei  d"  mit  a',  V 
bezeidinet»  se  erbSit  mao  ans  (t3)vid(4)  fiir  die  SuasernKe^al: 

a'     cosp'+co8(>"  .    , ,  ,  ' 
^  ^  -  =  - — i  -, — .4  smo  +  i— cosp 


siD^'— sinp' 

 8in(p*-f-p'0  -f  sin^* — sinp^' 

sinp' — einp"  *' 

/cosi 

O   ^^a,  — : — T/  >       ,,v  r. 
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19.  Ut  p  die  SpHie  des '  Smsern  md  q  die  des  i^reeni 

Kl^elkegelpaares ,  ^owie  o  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  so  ist 
op=6  die  gemeinschaftlicbe  Axe  der  Doppelkegel  und 
man  hat  ö=za' — r=a"-k-r.  Daher  ist  aus  (lo)  nach  eioei  leicbteo 
Umrormung 

und  flir  pqssc 

ginUg^--^) 
^-•In4(e'  +  e")  ' 

woraus  die  geometrische  Bedeutung  der  iu  (iJ)  und  (15)  vorkom- 
mciideii  Slnasqnotieoten  bciYorgebt 

Auch  folgt  augenblicklich  aus  diesen  beiden  Gleichungen, 

dass  das  Rechteck  aus  den  Axen  op,  0<)  der  beiden 
Doppelkegelpaare  gleich  dem  Quadrate  des  Kagelbalb- 

messers  ist 

20.  Endlich  sind  noch  die  Seitenkanten  2s',  2s"  der 
Süssem  ErgSnzungskegel  zu  bestimmem  Sie  ergebeo  sich  leicht» 
wenn  man  sich  erinnert»  dass  in  (il) 

«=rcosg^(^'  +  ^") 

war.  Man  erhält  nfimlich  für  die 

ineeern  iAoerii 

Ergänsongskegel  ' 

'   sini(^W)  8ini(e'+^")  ' 


sinUeW)  8in4(«'+n 

ans  deren  Verbindung  tnA  wiederum  die  in  (t0)  Teriranunenden 
SInnequetienten  eigeiien. 

Diese  einfachen  Beziehnngen  zwischen  einem  IsenSeclien 
Rnome  und  der  Kugel ,  deren  Zahl  sich  leicht  vermehren  liesse, 
hedSrfen  zu  ihrer  Ucrleitang  bloss  der  Bekanntschaft  mit  den  Ele- 
menten der  Stereometrie  und  der  Goniometrie  und  eignen  sich  dadurch 
zu  in  sich  zusammenhängenden  Uehungen,  fibnuch  den  in  den 
»»Geometrischen  Ausläufer  n'*  von  mir  zusammengestellten.  Mit 
dieser  Bemerkung  möge  die  MittbeUnng  dieser  Kleinigkeit  geredit- 
fertigt  sein. 
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Uelber  die  Beidtimmung  der  symmetri- 
sehen  FunlLtioiieii  der  Wurzeln  einer 

Oleiehnns* 

^liacb  Abel  Transon,  in  den  Nouvetles  Annales  de  Ma- 
thömatiques.  F^vrier  et  Mars  1850.) 

Von  di«B 

:  •  I«*. 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

ao  der  poljrtechoMcheo  Schale  sa  Carlaruh«. 


.  1. 

Seim  FM,  w(x)  gans»  Fonktionen  ven  m,  6,  c,'..^  ilfte 
(«)  Wmelo  der  GlekhuDg 

F(ar)=:0,    .  (1) 

00  lat  bekanntUcb 

Ti^)'-  x-a^  x-b^  x^c^   w 

MaltipKcirt  man  non  beiderseitig  mit  ff{x),  ao  erhilt  man 

P{x).q>{x)_  5P(£_)  ,     ^/y^^  .        ,  y(^)  . 

^  >  -  ^  +  ^6  +      =  A«)  +  —  +  ^  -f-  , 

wenn  man  (falls  diess  thuolich  ist) ,  tp{x)  durch  o;— a,  :r — 6  u«  s. 
w.  dividirt,  bei  welcher  Division  die  Reste  bekanntlich  9(0), 

  sind,  so  dass  f{x)  eine  ganze  Funktion- von  x  ist,  um 

einen  Grad  niedriger  aU  Bfiogt  niao  die  zweite  S^ite  auf 

einerlei  Nenner,  so  ist. 
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— f^—  F(a:)  • 

irenD  2  bedeutet,  man  8oUe.  die  OperatioD  auf  alle  WandB  «» 
6»..*..  ausdehnen,  also  x.  B. 

29p(a)?=9<a)-|-9>(^-|-9Kc)-f '.-2  W 

ist.    Daraus  folgt  oflFenbar,  dass  raan  die  symmetrische  Funktion 

F'(x)w(a:) 

(4)  erhält,  wenn  man — p/  \     ^^^^  falleodeo  Potenzen  von  xtni- 

^  1 

wickelt  und  den  Koeflizieuten  von  —  nimmt 

MW 

Da  man  hat 

/ti)=0,  (1) 

so  iiann  man  hierdurch  o;»  ausdrücken  veruiiiteUt  der  niederem 
Potenzen  von  x,  so  also  dass  etwa 

jV?»-*— (5) 

ebenso  kann  man  x"^^,.,..  aaadrilcken  durch  Polenami f« 

sf,  niederer  als  die  nte.  Z.  B.  aus  (6)  folgt 

j-H-iss— Pia:"— iv?"-*  — ... ; 

setal  man  hier  fUr  ^  seinen  Werth  (5) ,  so  erhXit  man  den  ftr> 
langten  Ausdruck  von  a^K 

In  dieser  VVei^e  kann  mau  überhaupt  voriäuüg  die  Grösse 
F'(^)9i^)  durch  niederere  Potenzen  von  a  ausdrücken,  als  die 
iite»  und  man  wird  etwa  erhalten: 

F'(x)ip{a:)  =  Äi«»-»  +  Ä,««-*  +   (6) 

Hat  man  diess  gethao,  so  ist  in  (3)  offenbar /la;)edO  und  man  hsl: 

9(0)  +  9(6)  +  g)(c)  +  ......ssAi  •  (7) 

Vermittelst  der  gelehrten  Methoden  wird  man  also  immer  dlesyn- 
metrische  Funktion 

9(0) +9(6) +9(0  +   (4) 

der  Wurtehi  der  Gleichung  F(ß)ssO  ausdriicinn  kOnnei|. 


Gesetzt  nun,  es  handele  sich  um  die  symmetrische  Funktita 
zweier  Buchstaben 
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die  OMo  durch 

£q>(a:,y)  (8) 

darstellen  kann ,  wobei  bemerkt  werden  rouss ,  dass  £  bedeutet, 
X,  y  sollten  alle  Wertlie  anneboieo  ($.  l.},  oder  VerbinduiH 

gen  dieser  VVerthe  zu  zwei. 

Man  dividire  nun  zunächst  F{x)  durch  x — a,  und  sei  Fi{x) 
der  Quotient,  so  dass  h,  Cj....l  die  (n — 1)  Wurzeln  der  Gleichung 
Fi(x)=0  sind.   Aus  §.  1.  folgt  nun,   dass  der  Koelüzient  von 

1^  in  der  Eotwickelaog  toh 
die  fikuBne 

Ist  Stellt  man  nun  diesen  Koeffisienten  durch  i^(o)  dar,  so  ist 

nnd  man  wird  die  verlangte  symmetrische  Funktion  durch  £nt- 
Wickelung  des  Ausdrucks  ^^^^^^  finden. 

$.3. 

Man  hnbe  die  nymmetrische  Funktion  dreier  Buchstaben  . 
so  wird  man  ment  das  Petynom 

bilden.  Sucht  man  nun  den  Koeriizienteo  von  —  in  der  £nt- 
wickeluog  von 



so  ist  derselbe  gleich 

I 
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60  dass  man  die  symmetrische  Fonktioo  ^(^t  *)  sn  bereehMB 
hat,  was  nach  {.  2.  geschieht 

Dass  man  so  forfflihreD  kann,  ist  klar. 

Dass  es  hinreichend  ist,  ganze  Funktionen  zu  betrachten,  ist 
leicht  einzusehen,  da  eine  jede  nicht  ganze  rationale  Funktion 
der  Quotient  zvreier  ganzen  ist,  und  zugleich  auch  jede  rationale 
Funktion  einer  oder  mebreter  Worselo  einer  Gleiphnag  ersetst 
werden  kann  durch  eine  ganze  Funktion  dieser  Wurzeln.  (Sene^ 
Goars  d'Alg^bre  superienre  Sme  l^on  pag.  19.  suW.). 


j.4 

Man  sieht  leicht  ans  dem  VoistelMnden,  dass  jede  symn^ 

trische  ganze  Funktion  der  Wurzeln  einer  Gleickvng  eine  ganze 
Funktion  der  Koeffizienten,  ohne  irgend  einen  numerischeu  Divi- 
sor ist;  60  wie  dass  man  sie  durch  algebraische  Divisionen  er- 
hält, l>ei  denen  der  Koetfizient  des  ersten  Gliedes  in  den  Divi- 
soren Immer  der  JBhifaeit  gleieh  Ist  fiesenders  geht  die 
Behlmptang  klar  ans  der  aweitan  Methode  des  {.  1.  bertor. 

»  6.  6.  - 

Sei 

die  gegebene  Gleichung  (F(x)s80) ,  also  Pi,  p%,   deren  Koef- 
fizienten mit  den  Zeigern  1,  2,..m.  Denken  wir  ans  nun  fapgend  ein 
Produkt  solcher  Keeifizienten,  so  Jhelssen  wir  den  2elger  desseU 

hen  die  Summe  der  einzelnen  Zeiger,  indem  man  Sorge  trägt, 
den  Zei<;er  eines  üuchstabens  so  viel  mal  zu  zhhien,  als  dieser 
Buchstabe  vorkommt.  So  ist  z.B.  der  Zeiger  dosl^toduiU»  pi*p^*p^ 

Besteht  eine  Funktion  aus  mehcern  solcher  Produkte,  so  heisst 
der  hGchste  Zeiger  der.  elnaelnen  Glieder  der  Zdger  der  FankÜs«. 
So  Ist  also  von 

der  Zelgor  38. 

Man  halie  nun  eine  «ymmetrische  Funktion  einer  oder  meh- 
rerer Wurzeln  der  Gleichung  (9),  so  heiset  der  höchste  Grad  der- 
*  selben  die  bOcbste  Summe  der  Exponenten  der  einseinen  Glieder, 
bt  diese  Funktion  nun  durch  die  KoelBzienten  von (9)  ansgedrflckt^ 
so  hat  sie  einen  gewissen  Zeiger  und  man  kann  nun  nachweisen, 
dass  der  Zeiger^'einer  symmetrischen  Funktion  ihrem  Grade  gleich  ist 


* 
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In  Bezug  auf  die  symmetrischen  Funktionen  eines  Buchsta- 
bens genügt  es,  den  Beweis  zu  liefern  iur  die  Funktion  SAaf^, 
iro  A  eine  Zahl  ist  Um  die«e  Fuoktion  so  erhalten,  inass  man 
divicürea  (|.  1.): 


Sei  4er  Quotient 
so  ist 

D»  |ber  gosilm,  also  den  Zeiger  0  bat»  so  hat  allgemein  ^den 

^   **    *  1 

Zeiger  r.  So  demnach  bat  der  KoefB^nt  von       d.  L  ^  des 

Zeiger  n»  was  den  Satz  beweist. 

'  • 

WSre  A  selbst  eine  ganse»  ratbnale  FnoktioD  der  Buchst«- 
ben  p,  so  ^fttte  deoselbeii  Zeiger  wie  dp  aleo  fm  (AZafi^ 
den  Zeiger  n'-i-n. 

In  Bezug  auf  die  Funktionen  zweier  Buchstaben  genügt  es» 
die  Funktion  Ztf^z^'  zu  betrachten.  , 

Heisst  man  die  zweite  Art,  in  §.  I.  aufgeführt,  die  durch 
Reduktion,  so  dass  wir  also  unter  Reduktion  der  FiinktioniP(a;)9)(j:) 
verstehen  die  Operation,  vermöge  der  alle  Potenzen  vo?»  .r  die 
höher  aU  die  (n— l)te  sind,  durch  niederere  ausgcdrüciU  werden, 
vermittelst  der  Gleichung  F(a')  =  0,  so  erhält  man  (§•  2.)» 

wenn  man  snerst  die  Reduktion  der  Funktion  tFaf^Jt  ^x)  vermlt«' 
telst  der  Gleichung  Fi(;r)=0  vornimmt  Da  aber 


9 


m  lat  Uar»  dass  man  hierdurch  eine  Funktion  «^(a)  erhalten  wird, 
so  dass  in  jedem  Ihrer  Glieder  der  Giad  von  a  mit  dem  Zeiger 
<ies  Buchstabens  p  die  Summe  n+w'  beträgt,  so  dass  die  Reduk- 
tion, die  darauf  iolcjt,  nämlich  der  Grösse  '^{^)t^{ß)t  Termittelst 
F(dr)=0»  eine  Funktion  vom  Zeiger  n  4*»'  giebt. 

So  kann  man  leicht  fortfahrdi. 

Wenn  man  eine  allgemeine  Gleichung  vom  mten  Grade  mit 

2)vei  Unbekannten  x  und  y  hat,  so  geben  die  Zeii»cr  der  Koofli- 
zienten  von  x  zugleich  den  Grad  derselben  in  y  an.  Der  voraii- 
gegani;cne  Lehrsatz  lehrt  somit  den  Grad  in  y  einer  jeden  sym- 
motriscben  Funktion  der  Wurzeln  ■ITj  ,  X^  ,  ••••  Xn 

kennen. 


•  ♦ 
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Ebflo  so  dient  dieiier  Satt  «Mb  m  AbkfinangeA  iti  la 
mte^  Pacagraphen  angegebenen  Recbnnagen.* 


Sei  Ji  der  Grad  der  symmetrischen  Funktion»  m  der  ronft^). 
Wenn  n<m,  so  kann  man  in  F{x),  F,(jr),  f\(a:)  u.  s.  f.,  rf»« 
80  in  /^(j:),  ^aC-^^)      s.  u-.  alle  KoeffizienteD  weglas««, 

deren  Zeiger  höber  als  n  ist,  was  unmittelbar  aus  dem  forigci 
Lehrsätze  folgt 

Ganz  eben  so  wie  in  f.  1.  kann  man  leiebt  folgende  Skm 
beweisen: 

Die  Summe  der  Wertbe,  welche  die  ganze  Funktion  af.bi 
erbalt,  wenn  man  darin  o  und  6  durch  alle  Wurzeln  der  Gletcbiu| 
Fix)^0  ersetzt,  sn  je  zwei  auf  alle  möglichen  Arten  Teihorio^ 
ist  gleich  dem  mit  vericehrtem  Zeichen  genommenen  zweiten  GübIi 

des  Resten  in  der  Division  — Dessgleichen  ist  £ab(p{c 

gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  dritten  Gliede; 
2abc(p((i)  gleich  dem  eben  so  i^rnommeneo  vierten  Gliede 
was  aus  (3)  unmittelbar  hervorgebt. 


j.  7. 

Man  verlange  die  Bestimmung  von  X(a6*). 

Nach^.  6.  ist  hier  bloss  ehie  Division  notbwendig.  Sei  Hs)=i 
die  Gleichung:  ^ 

so  wird  man  nur  auf  die  vier  ersten  Glieder  achten  müssen. 
erster  Satz.).  Es  genflgt  also,  den  Koeffizienten  von  ^   ^  ^ 

Entwicklung  von 

_  [mj?— *  4-  (m~  l)pix^-^  (m— 2)/?ax'"-^  ^  ifn-^)p^je^]s^ 
 ma*  -f  (m— -f  (m'-2)p2x'^  4-  (m— 3);i|x 

zu  bestimme  II 
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Domnach  ist  das  tweite  Glied  des  Restes  ^Sjpk +|'i|>a*  <^ 


+  (m-l)Pi*H(m-2)p2 


Velber  dieSdiwinnriing^dauer  des  ein< 
racben  und  de»  zusammeiigesetsKten 

Pendels. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

am  dsr  pol/tedwiacben  Schale  sa  Caritrulie. 


Schwingt  ein  einfaches  I'(3n(lel  (Taf.  IX.  Fii;.7.)  von  dcrl^nn^e 
l=:CA,  i»t  CB  eine  Vertikale,  CAiWa  anfängliche Laec,  von  der  aus 
das  Peodel  ohne  ADfangsgescbwindigkeit  gebt ,  CM  die  t<age  am 
Ende  der  Zeit  t,  MCB^^»  ACB^u,  so  findet  man  t  nacb  der 
Formd : 


w  20*/    V^cos®— cos«' 


yf C0S9 — cos«' 

(man  sehe  z.  B.  Pois«on  Mechanik  182.). 

ftetit  man  hier  ces^sl— ;r,  cosct^l— /I,  also 

cqp    1  

so  ergiebt  sich: 
Thcil  X%I.  33 
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2^  H        ;^-:.)(l-f)  - 


On  hlenm  die  Zeit  7  m  SadeD,  wel^  der  KSiper  bnacht, 
■m  nacii  Btn  boMMn,  hat  aan  Mose  9=0  n  MtMX  Demaeh 


Man  setze  io  dieser  Fonnet  xssßy,  so  giebt  sie: 


und  trifft  somit  zusammeD  mit  der  im  Arcliir.  Theil  XIQ.  &  & 
§.  16.  L  eoigesteUteii  Fonnel»  wenn  dort 


ß     1— Cosa   4/"i-cesg      .  « 

ist.  Da 


(9 


SO  folgt  aus  jener  Formel^  dass 

(«l'V|y=l,  «.(7V^f)=+l; 

also 

rV^f=».  r«ji^ (4) 

wenn  M  der  an  m=siD^  gehörige  ModidaniiiadimDt  ist 
Tbeil  XI.  S.  400.  §.3.  (5)).   Für  a  =  0  oder  m=0  Ut  itfs:^» 
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was  die  bekaante  ForoMl  für  die  ^Schwingungen  de«  eiufachfin 

Ein  sanammengesetaten  Pendel  nchw iogi  MuuMitlkli 
genau  wie  ein  dnfiM^M  von  der  LSage  ^ »  wenn  K  daa  Mg* 

heHsmoment  des  KOrpers,  S  dessen  Blasse  und  iS  die  Entfeinnng 
des  Schwerpunkte  Ton  der  Anfliingaie  Ist  Die  Schwingongs- 
daaer  T  U/t  eise 


Hier  lata  der  anfKogliche  Winkel ,  den  die  Linie  Amit  der  Ver- 
tikalen machte.  Es  durfte  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein, 
dieseo  letztern  Satz  auf  elementare  Weise  abzoleiteo. 

Es  stelle  PQ  (Taf.  IX.  Fig.  8.)  ein  zasammengesetztes  Pendel  vor, 
das  sich  um  eine  horizontale  AxeJ/f  dreht.  G  sei  sein  Schwerpunkt, 
P  sein  Gewicht.  Die  Senkrechte  (JC  auf  AB  hcisse  R.  Man 
wird  sich  nun  das  Gcsamiutgewicht  des  Körpers  in  G  vereinigt 
denken  können,  so  dasa  io  G  die  vertikale  Kraft  P  anpeiß. 
Diese  zerlege  man  in  zwei,  eine  nach  GC,  die  andere  senkrecht 
auf  GC  gerichtet.  Die  erstere  trögt  zur  Umdrehung  des  Pendels 
Nichts  bei;  die  letztere  ist  Psinqp,  wenn  (p  der  Winkel  ist,  den 
R  mit  der  Vertikalen  macht.  Die  Umdrehung  um  die  Axe  AB 
geschieht  t'ol^licb  durch  ein  wirksames  Kräftepaar,  dessen  Moment 

Ist 

Sei  nun  a  irgend  ein  £lement  (Atom,  Punkt)  des  Körpers, 
dessen  Gewicht  p  ist;  sei  ferner.  In  der  wirfclicb  stattfindenden 
Lage,  /  die  Winfcelgeschwindigkeit  des  Pendels  um  AB\  i/''ihre 
Beschleunigung,  so  sind  ry,  np  die  Geschwindigkeit  und  ihre  Be- 
Kchleunigung  (ur  den  Punkt  n ,  wenn  dessen  (senkrechte)  Entfer- 
nung von  der  Axe  AB  gleicn  r  ist.  Hat  aber  p  die  BeschleuQi- 
gung  n/; ,  so  wirkt  aaf  dieses  Element,  in  der  Richtung  der  Be- 
wegung, also  seokrecbt  auf  r,  die  Kraft  ^*  ^' 
hendea  Paar,  deesen  Bleiiieat 

* 

9  9 


*)  Die««  Formel  ist  immer  leicht  abzuleiten.  Deun  wirki  auf  da» 
Gewicht  i"dia  iMsliMÜge  Kraft  tf,  m  ist  die  BeMUminigaas  ^=^> 
nach  der  Formel  Pi0:=Ql9.  Hier  Ist  /'sp,  JTssiy,  also 

r^-p>Q  jl^.. 
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i8t.  Da  alle  Ponkt«,  llbtr  oder  unter  der  Aze,  io  gleicher  Rich- 
tung drehen,  so  kann  man  alle  diese  Paare,  die  in  parallelen, 
auf  AB  senkrechten  Ebeoen  wirkeo»  id  ein  eiosiges  zusammeD- 
setzen»  dessen  Moment 


9  /  y 

wenn  5(/?r^)  bedeutet,  dass  dieCMiesen  pr*,  auf  alle  Punkt«  des 
Körpers  bezogen,  addirt  werden  soHen,  und  welches  Paar  in 
einer  auf  AB  senkreebten  Ebene  #irkt.  Dieses  letzte  Paar  muss 
vorhanden  sein,  wenn  die  Beschleunl^uni;  t/^  statt  haben  soll. 
Wirklich  vorhanden  ist  das  Paar  (6),  das  in  einer  auf  AB  senk- 
rechten Ebene  wirkt.  Daraus  folgt,  dass  tit  so  beschaffen  sein 
muss,  dass 

'^5(;/r«)=PÄsln9, 
9 

« 

PRtkup 

Denken  wir  uns  nun ,  der  Körper  PQ  stelle  ein  einfaches  Pendel 
von  der  Länge  /  und  dem  Gewichte  Q  dar,  so  ist  offenbar  in  (8); 

zu  setzen,  und  die  entsprechende  Beschleunigung  i^f'  findet  sicJi. 

Sollen  nun  das  einfache  und  das  zusammengesetzte  Pendel  in 
dieser  (9  entsprecfaeodeo)  Lage  gleiche  Bewegung  haben,  so 
nmss  ^=V>  «•  ti.  ^ 


sein.  Da  hier  9  nicht  mehr  Forkommt,  so  gilt  es  unabhSngi«: 
ip,  d.  h.  das  einfache  Pendel  von  der  Län^e  hat  genau  die- 

selbe Bewegung,  wie  das  zusammengesetzte.  Bekanntlich  heiset 
^  die  Masse  des  KOrpers;  ist  sie  so  ist  P^sSg,  und  wenn 
Sr  das  TrSgheitsmoment,  so  ist  S(pr^)=gK,  also 

Heisst  K'  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  in  Bezug  auf  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gebende,  mit  AB  parallele  Aze,  so  ist, 
wie  leicht  abzuleiten: 


Digitized  by  Google 


also 


481 


Nadi  Htm  Vorsang  von  Corlolis  (ÖerecliniiDC  des  Ef* 
fekts  der  Maschinen)  wäre  es  zweckmässiger,   die  Somiie 
geradem  all  TrigbeUmnemeiit  K  so  beaelclinen »  ae  data 


danu 


mid 


(U) 


K' 


Weitere  Entuickeiungen  hiervon  zu  gehen,  liegt  jetzt  nicht  in 
meiner  Absiebt;  oboebiu  ist  es  nicht  schwer,  die  Theorie  des 
Reveraionspend^ls  ans  der  letiten  Gleichung  absnIeiteD,  wal 
ganz  elementar  geschehen  kann,  wie  ich  diese  auch  Immer  beim 
Unterricht  thoe.  Die  Formel  (5)  ist  aemit»  unter  der  leUten 
Annahme: 


'^^"V    PJRg        V  Pifg 


^9 


(6) 


worin  also  T  die  Zeit  bedeutet,  die  verfliesst,  während  die  Linie 
G(XR)  von  ihrer  äussersten  Lage,  wo  sie  den  Winkel  «  mit  der 
Vertikalen  machte,  zur  vertikalen  Lage  geht  Was  den  Werth 
von  M  betrilK,  eo  ist  fttr: 


0=0,  M=^f 

jr=1,58639. 

«»2«  ilf=l,570QL 

iir=l^i9. 

ilf =1,59135. 

«=e^  j|fs5W187. 

iir=  1,59466. 

Jlf=t.5727L 

«=300. 

üf=l,59814. 

«=320, 

üf=  1,60197. 

a  =  r2o,  M=zl,575U, 

«=340, 

iV==l, (50608. 

«=140,  ilf=  1,57067. 

ft=30". 

il/=l,61045. 

«=16^  41=1,67848. 

«=380, 

ifBl,61609. 

«as40<*« 

Jir=i;»284 
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i 

Vebanffsaufvaben  für  Schttler. 

Aufgaben  ▼oa  den  Herrn  ProfcMor  Dr.  J.  Dienger  ao  der  pol^techni- 

•cliea  Sdiale  m  CatUtali«. 

l. 

Sei  O  (Taf.  iX.  Fig.  d.)  die  Spitze  einer  Parabel,  OC  deree 
Axe  und  ihre  Gleichung:' 

Mm  maelie  OC=:0D=^  ,  ziehe  an  irgend  eiiieu  VunLi  C  der  Pa- 
fnbei  die  Lioieo  VE,  CE,  «o  iet 

Wäre  ailgemeiuer  OCssODszze,  so  hätte  man: 

t 

2. 

Sei  in  Taf.  IX.  Fig.  la  OÄs^Oßzse,  man  «aohe  OD=z§e 
hverin  e  willkührlicli,  gm  «»der  selmichen),  ziehe  um  I)  mit  den 
(beliebigen)  Halbmesser  r  oinenlCrcis;  an  einen  Punkt  F  Iti  des- 
860  JÜmuMig  ziehe  man  die  Lioien  AF  und  JiF,  so  ist: 

oder  weno  man  lieber  will: 

(1 4-  i)AF* + a-«)  i>F»=9(f« + e«(l  . 
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Fflr  f  =7p  iBt  D  in  O.  nnd  dann 


welclier  Satz  besonders  leicht  aasgesprochen  frerden  kann. 

Für  {  =  1  ist      in  A,  und  dann: 


wie  natürlich. 


'Hlsieelleii* 


BeMicfam  a»  6»  e  die  drei  Selten  eloee  sphiriaeheD  Drei- 
ecks und  0  deeeen  sphbriechen  Ezoess»  so  ist  immer 


=ä  C08(a  +  6  +  c)  +  cos(a  +  6— c)  +  co8(a  +  c — 6)  +  cos(6  +  c— o). 

Diesen  Satz  hat  Herr  Armand  Hue»  Professenr  d*Hv« 

drographie  k  Bayonne«  in  den  Nouvelles  Anoales  de 
Math^matiques.    Tome  X.  1851.  p.  26.  auf  lolgende  Art 

bewiesen. 

Belcanntlich  ist,  nenn  A,  B,  C  wie  gewuhnüch  die  Winkel 
des  sphärischen  DreieclLs  bezeichnen. 


also 


r 


Entwickelt  man 


cos^(J-f^i  C) 


mittelst  der.  bekannten  Formeln 


cos^C 
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I  sin  ^  C      '  j 

co»2  iA+B)  =  — Y —  c<>«    a  +  6) ; 


80  kommt 


810^«=   1  JCOSgCo— 6)— C082(«+^)j 

Cosa  c 


•In  }«C08^  csaAu  ^am^MnC, 

folglich 

siD  I  c*  cps^      sin  ^0*8*10 

Drflcfct  man  nun  sinC*  fn  den  Selten  <tee  Dreiecke  ans/so  eriiik 
man 

*                               ^     «     (cosr  —  cosacosfi)* 
8ioC»=l-cQaC«=  1  aSÄSÄS 

(l--eo0a«)(l.— coeA*)— eeaci*— 'CoxAioaft*.-!-  Scoeaeeaftcasc 

8ln<Aiin6* 

1  -j-  2cos  acosücosc — -cosa^— cosA* — cos<^ 
8ino*8in6* 

icosa  co86cosc — cos2a — co826 — cos2c--l 
32  ain  ^  aVui  ^        ^  a^oa  ^  6* 

Fahrt  man  dieaen  Aoadntck  Ton  atnC  In  die  CHelclinng 

ain^  e*^oa  ^      aip  ^a%in  ^  6^sinC* 

ein«  ao  erlillt  man  nach  gehSiiger  Rednetion: 

1  -f  coa9a    cosSft  -f  coa2e  -f  SScoa  ^a^os  ^  fj^cos  ^  c*  sin  ^  e* 

=  4co8aco86cosc  =:2cos(a4-6)cusc  -f- 2cos(a— 6)cosc 

s  coa(a-|-6-f^)  -|-  coa(a-|-6— «)  -f-  ooa(a4-e— 6)  -1-  coa(6-fe~ai)  , 

welchea  der  an  beweiteode  Satz  war. 
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liiterariisclicr  Bcrlelit. 


Cteainetrie. 

Der  Jahre»bericht  für  die  Mitglieder  der  Hambat- 
glsc Ii en mathematischen  Cescllscli a it  für  1850 entliältana- 

ser  den  Notizen  über  die  Scliiclisaieder  (JoscIUchalt  einen  reciit  interes- 
aanten  Aufsatz  von  Herrn  Confereuzrutli  iSchuinaeher  in  Altona: 
„Ueher  die  geometrische  Trinection  de»  \ViDkeifi*% 
näberungs weise  durch  fortgeaetstes  Halbireii.  Selbst  för  den  Ge- 
brauch als  Uebong  bei  dem  geonetrischeo ,  und,  ^vcil  unendliche 
Heihen  dabei  in  An\vendung  kommen,  auch  bei  dem  arithmetischen 
Unterrichte  auf  Schulen,  möchten  »vir  diesen  Aufsatz  Lehrern  der 
Mathematik  zur  Berück^ichtiguDg  anempfehlen.  Die  beigegebeoe 
sehr  saubere  Zeichoung  istTon  der  bekaonten  b^Fcbst  kuiietgeflbten 
Band  Herrn  August  Repsold's  verlsrtigt 


lsl;ronamfe. 

Aus  C.  L.  von  Littrow's  Kalender  für  alle  Stände. 
1851.,  der  bekanntlich  immer  viel  Lehrreiches  enthält,  und  zur 
weiteren  Verbreitung  nutzlicher  Kenntni.'<se  sich  sehr  geeignet  er- 
weiset, ist  ein  kleines  sehr  hübsches  Kärtchen  über  die  ErHchei» 
nungen  der  am  "JSsten  Juli  1831.  eintretenden  grossen  Sonnenfin- 
»terniss,  welche  in  Europa«  Asien  und  Amerika  sichtbar  sein  wird, 
uebst  einer  zweekniässigen  ErlSoternng  seines  Clebraachs,  beson- 
ders abgedruckt  erschienen.  ^Vir  machen  alle  Liehhaber  der  A.str<i- 
niie  auf  dieses  Kartchen  aufmerksam,  da  jeder  Heobachter  der  in  Rede 
»•tehenden  merkwürdiuen  Lrscheinuni; ,  der  nicht  uerade  ijenane 
liechnungen  selbst  anzustellen  Willens  ist,  von  diesem  Kartchen 
nebst  sefner  Erläntemng  gewiss  vortbeühaflen  Gebrauch  machea 
wird.  Die  Linie  der  centralen  Verfin8terun|c  gebt,  um  nur  ein 
Paar  grossere  Städte  zu  erwähnen,  nach  diesem  Kartchen  über 
Ostrolenka,  zwischen  Kl  hing  in  Westpreussen  und  Brauns- 
berg in  Ostpreussen  hindurch,  auch  nicht  weit  von  Dan  zig  und 
Gotuenburg  in  Schweden  ▼orbel.  KSnigsberg  liegt  noch  in 
der  Zone  der  totalen  Verfinsterung,  nicht  weit  von  deren  nördlicher 
Gränze,  so  wie  auch  Warschau  noch  innerhalb  der  Zone  der 
totalen  Vcrünsterung  nicht  weit  von  deren  südlicher  Gränze  liegt 
Gerade  auf  der  arirdJiebes  Griniie  4m  tstalen  Verfnalerung  liegt 
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s.  B.  Goldapp  in  Ostpretusen.  Dagegen  g^rad«  auf  d«r  «Mi- 
ellen Gränze  aer  totalen  Verfinsterung  liegen  z.  B.  Tarnopol, 
Lublln,  Plock,  Heisingborg.  Znar  schon  ausserhalb  der 
Zone  der  totalen  Verünsterung,  aber  doch  nicht  weit  tod  deren 
sfldlicber  Gränze,  liefen  Thora  in  WestpieoMen,  Broroberg 
im  Grossherzogthum  Posen,  Coeslin  in  Hioterpmunern,  Ystadt 
und  Malmoe  in  ^Scbwe(^en,  Kopenbai^en;  etwas  weiter  von 
dieser  Gränze  Odessa  und  Lemberg.  Für  Greifswald  wird 
noch  ein  sichelförmiges  Stuck  der  Sonne,  dessen  grüMte  Breite 
etwa  %«  des  Dorebmessers  der  Sonne  beträgt,  erleuchtet  blettieiy 
o<ler  uic  >'erlinst<'rung  wird  hier  etwa  11^/3  =  11,7  Zoll  betragen. 
Der  Anfan«;  der  Finsternis«  wird  hier  in  Greifswald  etwa  um 
3^'.  4"'  mittlerer  Zeit  eintreten;  für  Wien  ist  die  Dauer  der  Finster- 
nw«  2  Stunde»  3  Minuten,  and  nimnt  man  non  den  L&ngenanter- 
sdiied  zwischen  Greifswald  und  Wien  nach  der  Connai^- 
sance  <les  temps.  1850.  'i'/^  Grad  ai»,  so  ist,  da  Grcifswald 
westlich  von  Wien  liegt,  för  ersteren  Ort  die  Dauer  der  Finsfer- 
niss  2  Stunden  ^  Minuten  plus  ^y«.  Minuten =2  Stunden  3  Mi- 
nuten -f  IVa  Min.  =2  8t.  4^  Min.,  eo  dess  also  da«  Ende  der 
Finsterniss  in  Greifs  watd  ^wa  um  5\  8«,  5  mittlerer  Zeit  statt* 
Gndcn  wird.  Man  sieht  aus  diesem  Beispiele,  wie  leicht  man 
mittelst  diebcs  Kärtchens  die  Hanptamstnnde  der  Finsterniss  för 
seinen  Wohnort  im  Voraus  bestimmen  kann,  wenigstens  mit  einer 
Genanigiceit ,  die  zur  gehörigen  Vorliereitnng  auf  die  BeobachtuB' 
gen  hinreichend  ist.  Herr  von  Littrow  verdient  daher  für  die 
Veroffentlic;huTi«;  dieses  liiihschen  Kärtchens,  auf  das  wir  nochmals 
alle  ijieiibaher  der  Astronomie  aufmerksam  machen,  den  wärmstea 
Dank,  und  wird  dnreii  dasselbe  der  am  28^  Juli  nlehste«  Jabics 
SU  erwartenden  merkwürdigen  Erscheinung  gewiss  viele  Bcobacb« 
ter,  die  wenigstens  mit  einer  guten  Taseneiiulir  versehen  scis 
müssen«  gewinnen. 


Physik. 

Lehrgang  der  medkanlsclien  Na  tcrrlebre  für  h«Mre 
Gn  terricntsanstalt  en  von  Dr.  G.  Karsten,  Professor  der 
Phvsik  an  der  Universität  und  an  der  Marineschule 
zu  kiel.  F rste  A  bthe  il  uni;.  Allgemeine  Phys iic.  Mit 
6  kuufertafeln.    Kiel.  1851.8. 

Wenn  auch  dieses  Lehrbueh  ffir  bubere  Dwtettiehtsanstaltia 
Oberhaupt  bestimmt  ist,  so  ist  »ein  nXdMter  Zweck  doch  der,  auf 
der  neugegründeten  Seekadettenschule  in  Kiel  dem  physikalischeo 
Unterrichte  als  Grundlage  zu  dienen.  Deshalb  hat  der  Herr  Vf. 
mit  vollem  Hechte  in  Bezug  auf  Statik,  Mechanik  und  Maschinen« 
lehre  den  Kreis  dieses  Werkes  bedeutend  weiter  gezogen,  alt 
dies  sonst  in  physikalischen  Lehrbtiehern  zu  gesenchen  pflej^t 
Denn  es  enthält  dieses  Buch  nicht  bloss  die  Lehre  von  den  so- 

ßenanntea  einfachen  Maschinen  oder  mechanischen  Potenzen  ziem- 
ch  voHständin,  sondern  es  sind  aoeh  alle  übrigen  Maschinen, 
ffidche  auf  Schiffen  und  bci'm  Schiffbau  Anwendung  finden  rouch> 
ten,  mit  einer  ffir  den  vorliegenden  Zweck  ausreichenden  Voll- 
ständigkeit betrachtet  worden,  ohne  mehr  mathematische  Kennt- 
nisse, als  die  gewöhnlichsten  Elementarlebren  der  reinen  Mathe- 
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raatik  vorauszusetzen.    Wenn  wir  aber  nuch    in  der  Mechanik 
fester  Körper  das  Buch  für  hinreichend  volKständi|i;  halten,  so 
scheint  uns  in  der  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  zu  wenig  gege- 
ben zu  sdn.  I>emi  was  in     130.  Aber  die  Lehre  toid  Metacentrum« 
welche  ja  (Tir  den  Schiffiian  ruckaicbtlich  der  Bestimmung  der  8tabi* 
lititt  oder  Steife  der  Scbiffe  so  unendlich  wichtig  ist,  gesagt  wor- 
den ist,  halten  wir  in  Bezug  auf  den  Hauptzweck  des  Buchs  doch 
io  der  That  für  zu  wenii;  iin<l  zu  ungenügend;    und  eben  das- 
selbe gilt  von  §.  147.,    wo  der  Herr  Vf.  von  dem  Widerstande 
flaeeiger  KOrper  gegen  iaibneo  bewegte  feste  Körper  handelt,  von  der 
ja  auch  ebie  Menge  der  wichtigsten  oaelieeben  ÜaaptiehreB»  a*  B. 
die  Lehre  von  der  Abdrifft.   die  Lehre  von  der  vortbeilhaftesteu 
Stellung  der  Seegei  ,^  die  Lehre  vom  Seegelpunkte  u.  s.  w.  u.  s.  w. 
lediglich  abhängen.  Geben  wir  auch  gern  zu,  dass  sich  rücksichtlich 
des  Widerstandes^  der  Herr  Vf.  in  einiger  Verlegenheit  befunden 
haben  mag,  da  diese  Lehre  allerdings  noch  aul  selir  unsicheren 
GroMUagen  benihet.  so  dorlte  er  doch  diejenigen  Sitae  nicht  «»* 
erwähnt  lassen,  die  von  den  renommirteateo  Lehrern  der  Schiffe 
baukunst,  z.  B.  von  Chapman,   Duhamel  de  Monceau, 
8.  w.    allgemein    recipirt,     und    in    der    That    keine  anderen 
sind,    als    die,    von    denen    schon    Johann    Bernoulli  in 
der  sehr  schönen  Schrift:   „Essai  dune  oouvelle  theorie 
de  In  manoeavre  des  vaisseaux.  (Opera  omnia.  Tom.  iL 
6ag.  10.)  ausging,  und  die  auch  später  Leonhard  Euler  sowohl 
m  der  Scientia  navalis,    als  auch  in  der  Thderie  dein 
construction   et  de  la   manoeuvre  des  vaisseauz  zur 
Grundlage  seiner  Untersuchungen  machte.    Auch  biitte  wohl  hier- 
bei des  in  der  Geschichte  des  Schiffbaues  merkwürdigen  Streits 
awischen  Renau  und  Huygens  f zugleich  mit  Beaiehuog  auf 
dan  ältesten  gründlicheren Scbriiltsteller  Ober  Schiffbau,  denPaler 
Paul  Hoste,  Prof.  de  Math,  k  Toulon,  dessen  Theorie  de 
la  construction  des  vaisseaux  (697  in  Fol.  erschien),  in 
welchem  Johann  Bemon  Iii  /.um Schiedsrichter  angerufen  wurde, 
mit  einigen  Worten  gedacht  werden  können.    Die  für  die  Lehre 
von  der  Steife  der  £:hiffe  so  wichtige  Lehre  vom  Metacentrum 
beruht  dagegen  auf  gana  sicheren  theoretischeo  Grundlagen ,  und 
bedurfte  ihrer  grossen  Bedeutung  wegen  auch  selbst  in  einem 
physikalischen  Lehrbucbe,   das  für  Schifffahrtsschulen  bestimmt 
ist,  jedenfalls  einer  etwas  weiteren  Ausfuhrung,  als  ihr  hier  ge- 
geben worden  ist.    Selbst  rücksichtlich  der  Bestiminiin«;  des  De- 
placements enthält  die  Hydrostatik  zu  wenig,  und  über  ^ie  Sjcbiffs- 
Alchuug  (Jaugca^e)  vermissen  wir  auch  Genflgeodss.   Al>er  ab{^e- 
sehen  bienron,  ist  bei   der  jetzigen  Sachlage   immer  schon  viel 
i^ewonnen,  wenn  ein  Buch,  wie  das  vorliegende,  dem  physikali- 
.sehen   Unterrichte    auf  einer    deutschen  Schifffahrtsschule  zum 
Grunde  gelegt  wird,   weshalb  \^ir  dasselbe  herzlich  willkommen 
beissen,  und  dem  Herrn  Verf.  iür  seine  Herausgabe  zu  Dank  ver- 
pflichtet sind.  Vietlefebt  wird,  waa  wir  nicht  wissen»  auf  der 
Marineschule  in  Kiel  noch  besonderer  Unterricht  in  der  Mechanik 
fester  und  flü.ssiaor  Korper  ertheilt,  wodurch  die  oben  gerügte 
nur   ganz  obornäclillche  Berührung  mehrerer    filr  den  Schiffbau 
buchst  wichtiger  Lehren  in  diesem  der  l^bysik  im  Allgemeinen 
gewidmeten  Lehrbuche  vollständig  gerechtfertigt  erscheinen  würde. 
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Anleitung  zum  Scblffbau  von  G.  L.  Uggla,  kSnigli' 
cbem  Constructeur.  Ans  dem  Schwedischen  übersetzt 
und  vermehrt  mit  einem  Anhange,  mehreren  Tabelleo 
und  vier  Tafeln  Zeichnungen  von  Julius  Prunimel, 
Scfciffii* Architecten  (zu  Hamburg).   Hamburg.  18501 

2  Tbir. 

Der  Inhalt  «üesM  Buchs  ist,  sagt  der  Harr  Vf.,  in  der  Haiqit'' 

MM:he  ein  Ausxug  aus  dem  Tractat  Ober  den  Schiffbau,  mit 
Erläuterungen  zur  Arrh  itectura  navalis  niercatoria  von 
F.  H.  Ton  Cbapraan.  ^»tockholni.  1775.*j  Üa  daa  Werk  foa 
Cbapman  aebr  deutlieh.  ebne  groaaen  AafWaad  nmtbematiacbgr 
Kemmiiaae  verfasst,  una  aua  langjähriger  vielseitiger  Praxis  ber- 
forj^egangen  ist  (Chapman  gilt  in  Schweden  inmier  nach  für 
den  gröbsten  Constructeur ,  and  Schweden  hat  sich  hcUanntlich 
immer  durch  den  bau  seiner  Schiffe  ausgezeichnet),  so  haben  sich 
aawebl  der  Herr  Verfaaaer  dnrcb  die  Herausgabe,  ala  aneb  der 
Herr  Cehersetzer  durch  die  üebertra£*ung  dieses  Werkes  auf 
deutschen  Hnden,  irm  Jeden ,  der  sich  fiTir  <len  praktischen  Schif- 
bau  interessirt,  jedenfalls  ein  Verdienst  erworben.  Uer  Inhalt  ist 
folgender:  Erklärung  der  verschiedenen  Kisse  zu  einem  iSchtffo 
(Seiten  Ki.<<8.  Plinten-Kiss.  Spanten-Rlaa  a.  r.  w.).  —  Groadaitie 
Oes  Schifflmuet*.  —  Teber  die  Lage  des  <iira\  Itiits-rentninis  des 
Schiffes,  desson  hiifgierigkeit  un<J  Steife  nel)st  liererhnung  de« 
Deplacements,  des  Ciravitats-Centrums  und  des  Metacentrums. — 
Uebef  daa  8egel-Areal,  den  Wirkun^spunkt  dea  fitegelayateBii 
und  die  Verbftltnisso  des  Uundholzes.  —  IJeber  die  Stouunp  \mi 
Belastung.  —  IJeher  das  Areal  des  Ruders  und  dessen  Breite.  — 
'  Techiiiscne  Benennuniren  der  verschiedenen  Hniiptstilcke,  woraus 
ein  Schiff  zusammengesetzt  ist,  und  ihre  Verbindung  unter  eis« 
ander  ( In  aweckmfiaia^  Kflrs»  «ebr  belebrend ,  aacb  Air  Lalea^ 
—  Ueher  «las  Ruadholz*  —  Der  von  dem  Herrn  IJebersetzcr  b«» 
gegebene  Anhang  i?st  vorzuglich  durch  die  vielen  voilständic  aus- 
aefuhrten  numerischen  Beispiele  sehr  instructiv.  .^Itiue  dieses 
aur  nllgemeinen  Verbreitung  richtiger  theoretischer  oad 
pralctiaeber  Grundsätze  über  den  jScbiffbaa  nntet  den  dentacbta 
Scbiffbuumeiatefu  kräftiget  beitragen  1 

(Vergl.  aacb  vorher  Pbyaik«) 


*)  Wir  iifinerkfn,  dii<i«  x»n  der  frunziuitfchen  Uebercetsong  die«et 
Werk«:  Trait<^  de  In  e«»ii«tructio  n  de«  Tsiasentiii  etn.  par  F* 
H.  4o  Chnpniaii.  Tradiiit  du  Sa^deia  pnr  IM  \  iul  dn  Clair» 
boi«  im  Jalire  lH3i)  c\hp  mit  tänem  neuen  Titel  irraclienc  neue  Ana- 
gabe vemnHUltet  wurden  int«  üic«e  fransnsiache  Uolientetsung  acheiai 
UM  vorsfiglich  empfehlcnswerth.  ■  Eine  deuleche  Uebersetauag  i«t,  m 
viel  wir  WiiMin,  nicht  erschicneB* 
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Oeseliiclite  der  Jnalliematik. 

Die  Vorstelluiigoii  der  alten  Griechen  und  Römer 
über  die  Erde  als  H inimelskurper.  Von  Dr.  Ludw. 
Oettiügcr,  Grossh.  Bad.  Hofratbe  ond  Prof.  der  Mathe- 
matik SU  Freibarg  i.  B.  Freiburg.    1850.  4. 

Diese  116  Seiten  starke  Abhandlung  enthält  eine  sehr  inter- 
essante ZosaromensteUang  der  Vorstelbngen  der  Alten  -fiber 

Erde  als  HmunelskOrper,  die  wir  den  l^esern  des  Archivs  zur 
Bcarhtune:  recht  sehr  empfehlen.  Die  Geschichte  von  der  Gestalt 
der  Erde  ist  bis  in  die  neueste  Zeit  fortL'cfiihrt.  Dem  Altcrthum 
gebührt  das  Verdienst,  die  Lehre  von  der  Kugelgestalt  lestge- 
stellt  zu  haben.  Als  eine  Ei^entbAroKchlteit  ist  zu  bemerken,  dass 
-  von  den  spiteren  Schriftstellern  (Cleomedes  und  Pt o le- 
rn üus  an  (Ten  Orten,  u-o  sie  die  Kuj^elgestalt  behandeln)  nicht 
mehr  die  runde  Gestalt  des  r.rdschattens  bei  jMondlinstcriiissen, 
welche  Aristoteles  auflührte,  erwähnt  wird.  —  Ort  und  Bewe- 
gung der  Erde  sind  im  Altertum  zwei  zusaroinengehOrige  Be- 

f nfn,  Nor  wenige»  weiter  sehende  Minner  wussten  sie  zu  son- 
orn.  Aus  den  pe^ebenen  Mittheilurigen  geht  aber  j^anz  unzwei- 
deutig hervor,  dai<s  im  Alterthura  die  Grundzüge  des  copernica- 
nischen  Systems  ausgesprochen  waren.  —  Auch  die  schiefe 
Stellung  der  Erdaze  gegen  die  Sphlre  hatte  man  im  AlteNhnm 
erkannt»  aber  nieht«gegen  die  Erdtiahn ,  also  nicht  in  der  Weise 
wie  sie  gegenwSrtig  erkannt  ist.  —  Die  Gradmessunsen  des  Alfertbums 
sind  zwar  nur  als  Versuche  für  die  Grössenbestiinnuing  der  Krdo 
zn  betrachten,  haben  aber  eine  geschichtliche  Bedeutung,  denn 
die  im  Alterthum  aufgefundenen^  Methoden  bilden  noch  jetzt  die 

Baod  \\L  (i2 
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Gnudlagen  fOr  die  GrOmenbeetimmung  der  Erde  dorcb  ^rad- 
memngen.  —  Darcb  die  in  dieser  Abhandlung  gegebenen  Nacb* 
Weisungen  dürfte  nun  die  Behauptung '  gerechtfertigt  sein ,  das« 
dIoj«Mi'n;cn  Unrecht  thun,  welche  die  Verdienste  der  Alten  in  Be- 

ßriiudung  der  Astronomie  als  Wissenschaft  zu  entvtertheo  stdi 
emfibea.  —  PtolomSos  scbloss  die  Reihe  der  bedevtendma 
AMroDomcn  des  Alterthunis.  Er  scheint  mehr  mit  beobadteiH 
dem,  als  mit  schöpferischem  Talente  begabt  gewesen  zu  sein,  nixl 
es  soll  sofort  seinem  Verdienste  nicht  zu  nahe  getreten  w  erden. 
Der  Gedanke  aber  liegt  sehr  nahe,  dass  er  Copernicus  Steile 
hStte  einnehmen  kOnnen,  vrenn  er  mit  schöpferischem  Geiste  aOe 
die  Mittel  erfasst  hätte,  welche  ihm,  wie  wir  aus  seinen  Werken 
sehen,  seine  Vorgänger  als  Vernrärhtniss  hinterliessen,  und  wenn 
er  sich  von  den  Sinneneindrucken  hiitte  losreissen  können  ,  von 
denen  sicii  dieselben  schon  losgerissen  iiatten.  Denn  gerade  er  i 
war  es,  welcher  (Alm.  Lib.  1.)  die  Wahrheit  der  Sinneneindrilcka 
den  richtigero  Aosichten  anderer  gegenfilier  za  begrfinden  suchte^ —  i 

Dies  sind  etwa  die  von  dem  Herrn  Vf.  selbst  in  der  Vorrede 
namhall  gemachten  Hauptpunkte,  welche  in  dieser  interessantea 
und  lehrreichen  .Schrift  weiter  ausgetiibrt  werden. 


Geometrie 

Geometrische  Analysis.  Eine  systematische  Ao- 
lettnng  cur  Auflösung  von  Aufgaben  aus  der  ebenen 
Geometrie  auf  rein  seometrischem   Wege,    fflr  die 

höhern  Klassen  der  dymnasien  und  Ivealschulen  ves 
Dr.  Christian  Heinrich  iNagei,  Kector  der  Realanetatt 

zu  Ulm.    Ulm.    lööü.  8. 

Wir  hegrussen  diese  Anleitung  zur  geometrischen  Anahfsis 
mit  grosser  IVeude,  in  welcher  der  Herr  Vf.  den  Anfangern  auf 
dem  von  ^  den  griechischen  Geometern  uns  vorgezeicbneten 
treulichen  Wege,  —  der  denn  doch  nun  einmal  der  eioxig 
richtige  und  wahre  Weg  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  hioibt, 
—  eine  sehr  gute  methodische  Anleitung  zur  Auflösung  geometri» 
scher  Aufiraben  siebt.  Alle  pädagogischen  Kunststficlce,  die  man 
jetzt  hin  und  wieder  namentlich  bei  dem  geometrischen  Elementar- 
unterrichte machen  sieht,  taugen,  —  insofern  sie  nicht  bloss  eine 
anz  oberflächliche  geometrische  Bildung  bezwecken,  die  aller* 
ings  auch  für  manche  Individuen  ihren  Nutzen  haben  Icann,  — 
nach  unserer  innigsten  üeberzeugung  gar  nichts,  und  man  wird 
durch  dieselben  nie  einen  Knaben  zum  Geonieter  machen,  ja  sie 
werden  aucV  nicht  ehimal  an  irgend  einem  praktischen  Beruf,  der 
hauptaichlicb  in  einer  mathematischen  Grundlage  wanelt,  lOcMif 
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heran  bilden.  Nur  wenn  man  bei  dem  geometrischen  Unterrichte 
zur  strengen  Methode  der  Alten  zurückkehrt,  wobei  sieh  jedoch, 
was  schon  öfter  von  uns  bemerkt  norden  ist,   immer  noch  eio 

{gewisser  MitCelwc4(  inne  halten  llimt*),  wird  man  wahrhaft  glück- 
icbe  Erfolge  erreichen.  Am  allernieisten  gilt  dies  aber  von  der 
Auflösung  geometrischer  Aufiiahen,  ^vo  jede  nicht  nach  der  stren- 
gen Methode  der  Alten  versuchte  Auilüsun^  zu  blossem  Herura- 
toppen  und  Herumsuchen  fShrt,  ohne  alle  eigentliche  Methode; 
nna  wird  dann  zufällig  eine  Auflösung  gefunden,  so  ist  dies  met* 
etens  nur  die  Frucht  eines  elücklichen  Zufalls ,  der  ßir  das  geo- 
metrische Talent  dessen,  der  diesen  glücklichen  Fund  zufällig 
that,  eigentlich  gar  nichts  beweiset.  Wir  treuen  uns  daher  noch- 
mals sehr  über  das  Erscheinen  der  vorliegenden  Anleitung,  die 
einem  wahren  Bedfirtnisse  abhillt,  und  beiaaen  dieselbe 
im  Interesse  des  wahrhaft  Frucht  tragenden  geometrischen 
Elementarunterrichts  herzlich  willkommen.  Mit  dem  v(»llsten  Rechte 
hat  der  Herr  XL  sich  ganz  an  die  strenge  Methode  der  Alten 

gehalten,  rnid  flb^raU  Analysis^  Synthesis,  Determinaüon  end 
lewcis  von  einander  streng  anteracbiedcn ,  und  darüber  fiberall 
sehr  fassliche  Erläuterungen  gegeben  :  sein  Uuch  ist  keineswegs 
ein  gelehrtes,  aber  dacegen  ein  recht  praktisches  Buch  zu  nen- 
nen, was  vorgerückteren  i^chülern  und  Lehrern,,  die  in  diesen 
Dinwtn  ncMcb  so  fernen  haben  und  lernen  wollen ,  ein  frefliichea 
HQiramIttel  darbieten  kann  und  wird,  und  die  Anzahl  der  zur  Er: 
läuterung  gebrauchten  Beispiele,  bei  denen  der  Herr  Verf.  mit 
Recht  weit  wenii;er  auf  iNeues  als  auf  Zweckmässiges  ausgegan-  • 

fen  ist,  ist  für  den  Zweck,  welchen  der  Herr  Vf.  zu  erreichen 
eabsiebtigte,  gross  genug.  Schon  ein  blosser  Blick  in  dieses  Buch 
thut  einem  in  der  strengen  Schule  der  Alten  erzogenen  Lehrer  der 
Geometrie  wahrhaft  wohl,  gegenüber  dem  meistens  sehr  seichten 
and  nichts  8agen<len  Geschwätz,  was  man  jetzt  namentlich  inpädago- 
gischen  Zeitscbrifteu  hauiig  über  den  niatHematiscben  Unterricht  an- 
trifft.  Wir  haben  in  diesem  Buche  In  dem  Herrn  Vf.  frendiest  den 
,,\Vfirtemberger "  erkannt:  denn  wer  die  Geschichte  aer  Ma- 
thematik und  des  mathematischen  Unterrichts  kennt,  weiss  sehr 
wohl  und  erinnert  sich  mit  dem  warmstenI)anke,da8s\Vürteniherg  lange 
Zeit  die  eigentliche  Pflanzstättcder  strengen  Geometrie  in  Üeutscbiund 
war.  Was  er  über  Pflelderer  auf S.  V.  der  Vorrede  sagt»  unterschrei- 
ben wir  Tollkoiumen;  er  hätte  aber  neben  demselben  auch  noch  viele 
andere  seiner  Landsleute  mit  eben  demselben  Rechte  nennen  kön- 
nen,  und  wir  werden  ihn  nicht  erst  an  Johann  Friedrich  und 
Wilhelm  Pfaff,  an  Uauber  (den  Commentator  des  Euklid  es 
nnd  Herausgeber  archimedischer  Schriften),  an  Schwab  (den 
Herausgeber  der  Data  des  Euklldes  nach  Robert  Simson), 
an  Camerer  (den  treftlichen  Herausgeber  der  Schriften  des  Apol- 
lonius),  an  Bohnenbergcr  (dessen  Astronomie  ein  wahres  Mu- 
ster geometrischer  iStrenge  im  Geiste  der  Alten  ist)  und  noch 


•)    M.      z.  R.  im  Litrrar.  Hrr  Nr.  LIT.  S.  751.  die  Anzeige  von' 
Schlömilch'a  aiinge^cirfinfter  («enmetrie  des  Maaises .  die,  wenn  auch 
sieht  nach  der  Methode  des  Kuklidec,  aber  doch  in  demselben  stren- 
M  Geist« >  welcher  lumptsiichlidi  die  GeosMtrio  dar  Alisa  ebatakls- 
Hdfi,  abgefewt  i«t. 
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viele  atidore  WOrtembergOT  su  erimero  brauchen;  ja  Mich  ittr 

treffliclu'  I/Hiiilicr,  der  so  vieles  Auscezeichnete  auch  anf  dem 
Gebiete  der  reinen  Geometrie  geleistet  hat,  und  sich  lange  bei 
Pfleiderer  in  Tubingen  aufhieit  (er  sagt  in  der  Vorrede  Mi 
«einer  Prlneipiorum  calenli  diff«reiitialis  et  inte^ralis 
exf^ositio  elementaris.  Tubingae.  1795.  f>.  II.:  „Amicnfl 
roeus,  ün.  Pfleidorer,  Pbys.  et  Math.  Prof.  in  üniversitate  Tnbin- 
geiisi»  refugiiim  mihi  secuni  ohtuiil :  ubi  studiis  ad  levandos  doio- 
TW  intentus,  quae  ad  novam  LHssertationis  nieae  editionem,  dudiun 
iiec#88ariam  vinm,  sparsim  praeiiaraveram.  In  ordineiD  redegi,  et 
cum  amico  conmmnieavi,  ipsmaqae  obsenrationes  cnnsului;  qua 


Sit  nee  ejusatt(Mitio?ieindiiiiiiinr*)  kann  mit  hierher  gerechnet  w  erdeo. 
Aber  solche  IVamen  kennen  freilioii  unsere  Pädagogen  jetzt  nidit 
ittehr;  nie  könnte  da«  aber  aitch'andcfrs  sein,  da  sie  den  Eukll* 
des  nicht  raehr  lesen ,  dessen  eifirigeif  Stadimn  ibpen  jedttck  fee- 
wisa  sehr  anzuratheo  wäre! 

ElDzeloes  auK  dem  Buche  des  Herrn  Reeter  Nagel  «nznßih- 
ren,  verbietet  uns  leider  der  Raum;  um  aber  zu  zeigen,  wie  sebr, 
hei  .tller  praktischen  Brauehbarkeit  dessellien,  ohne  allen  ge- 
lehrten Hittcrstaat ,  der  hier  sehr  leicht  anzubringen  gewesen 
wäre,  und  leichten  Verständlichkeit  seines  Inhalts,  darin  der  Geist 
der  Alten  vreht»  künnen  wir  uns  nicbt  versagen,  snn  Scblnss  in 
det  Kilrse  neeb  seinen  Inbalt  ansugeben : 

Erstes  Buch,  üeber  die  Natur  und  über  die  Theile 
einer  Aufgabe.*  Die  Natur- der  Aufgabe.  Von  den  Haupt- 
bestandth eilen  einer  Aufgabe.  Von  der  Aufgabe  im  engern  ^iinne. 
Von  der.  Construction  Von  dem  Beweise.  Von  der  Deterininap 
tion.  — •  Zweites  Buch.  Ueber  die  geometrische  Ana- 
lyst s.  Wesen  der  geometrischen  Analysis.  Aullüsung  einiger 
gaiemetrlseben  Aufgaben  durch  •  Anwendung  der  geonetriscMn 
Analysis.  Der  Zusammenhang  der  geometrischen  Analysis  mit 
der  Construction  und  dem  Beweise.  —  Drittes  Buch.  Die 
verschiedenen  Hauptwege,  um  zur  Auflösung  geomo« 
trisc her  Au t gaben  zu  gelangen.  Allgemeine  Bemerkungen 
Aber  diese  Wege.  IMe  AulSsung  der  Aufjp^en  durch  Analogie. 
Die  Auflösung  der  Aufgaben  durch  Reduction.  Die  Auflüsuoa;  der 
Aufgaben  durch  Lehrsätze.  Die  .Auflösung  der  Aufgalien  uurcb 
Data  (möchte  nian  doch  die  „Dcd  omena"  oder  ,,l)ata*'  des 
Euklidos,  dieses  kiistlicbe  Üeberbleibsel  aus  d^m  griechischen 
Alterthnme-».  wieder  eifrigst  sAndlrent).  Die  AnOSsoiig  der  Aufga- 
ben durch  geometrische  Oerter  —  Viertes  Buch*  Lehre  von 
den  geometrascben  Oertem.   Anhaug*  Sammlung  ?sn  Ail%aben. 


Storia  Celeste  <lel  \\.  Osservatoria  di  Palermo  dal 
1702  aM.S|:j.  Parte  seconda  1803—1813.  Tomonono 
1811—1813.  \  ionna.  1849.  4.  Auch  unter  dem  Titel: 
Ann-nlen  der  k.  k.  Sternxrarte  in  Wien.  Nneb  dem  Be* 
fehle  SSeine.r  k.  k.  Majestät  auf  uffentliclie  Kosten  her« 


A^^tronomie. 


Digitized  by  Google 


8X7 

a  uKgegeben  von  C.  L.  von  Littrow.  Director  der  Stern- 
warte  und  o.  5.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k. 
Uniyersitftt  zu  Wien  u.  s.  if/  und  F.  Scbaub,  Adjunct 
de#  SC»rawart«.  32.  Theil.  Never  Folge  l^rBand.  Ent- 
haltend PiazzTs  Beo buchtungen  in  deft  Jaliren  1611 
bis  18ia.  Wien.  1849.4.  (M.  vergl  Literar.  Ber.Nr.LVUL 
^  790-). 

Mit  diesem  Bande  iat  die  hocbst  verdienstlicbe  Herausgabe 
Amw  RiazzKacben  Beobachtungen  nun  vollendet,  wotu  wb  den 
flerren  Heranagebern  von  Hjsrzen  GlQck  wunseben.  Die  eifrige 
Denutzung  diesea  auagezeicboeten  und  scbwierigen  Werkes  wird 
«ler  Astronomie  gewiss  noch  weit  mehr  schöne  Früchte  tragen, 
alÄ  dies  bereits  geschehen  ist,  wie  z.  B.  in  der  Abhandlunt^  von 
C  A.  F.  Peters:  Uehcr  die  eigene  Bewegung  des  Sirius,  in 
der  neuesten  Nummer  der  astronomischeo  Nacbricbten.  (Nr.  745.) 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wtssenschalten  zu  Wien.  (JS.  Lite^-.Ber.  JNr.  LVl.  77d.) 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  rMärz.)-  8^233.  Pobh 

Auszug  aus  seiner  Abhandlung  „Ucber  die  Siedepunkte  mehrerer 
alkobolbaltiger  Flüssigkeiten  und  die  daräof  gegründeten  Verfah- 
ren  den  Alkohulgebalt  derselben  zu  chemisch-technischen  Zwe- 
cken zu  bestimmen'^  —  Ausserdem  beünden  sich  in  diesem  Hefte 
eine    grossere  Anzahl  höchst  interessanter  Verhandlungen  über 
eii^e  Reise  um  die  Erde,  weiche  von  der  k.  k.  Marine  unternom- 
neo  werden  soll,  und  die  Betbeiligung  der  k.  k.  Akademie  der 
Wiesenscbaften  bei  dieser  Reise.  Der  k.  k.  Viceadmiral  v.  Dahl* 
I  fnp  hat  diese  Reise  zur  Uebung  der  Alannschaft  der  k.  k.  Ma- 
rine  und  zur   Fönleninif   conimcrcieller  Zwecke  bei  dem  k.  k. 
Kriegsministerium  beantragt,  und  der  Antrag  hat  im  Ministerrathe 
allen  deu  Anklang  gefunden ,  den  er  verdient.   Die  Reise  soll  mit 
einem  k.  k.  Kriegsschiffe  Inda»  atlantlscbe  nnd  das  atUle  Meer  unter- 
nommen werden,  nnd  das  Schiff  soll»  statt  vom  stillen  Mepre  auf  dem 
Wege  über  das  Cap  Boro  wieder  zurückzukehren,  ^ine  Fahrt 
nach  Westen  fortsetzen  und  China,  Siam,   Singapure,  Ceylon, 
Bombay,   das  Cap  und  die   Westküste  Afrikas  berühren.  Der 
Minister  für  Handel,  Gewerbe  und  öflfentliche  Bauten.  Herr  v. Bruck, 
lordert  die  Akademie  auf,  diese  Heise  um  die  Erde  zur  Förderung 
ihrer  Zwecke  zu  benutzen,  nnd  dass  die  Akademie  diese  Aoffor* 
demng  eifrigst  ergreifen  wurde,  liess  sich  bei  dem  allgemein  be- 
kannten groasen  Eifer  nad  Erfolg,  womit  die  k.  k.  Akademie  sich 
der  Förderung  der  Wissenschaften  nach  allen  Ilichtunwen  hin  %vid- 
met ,  nicht  anders  erwarten .  und  u  ir<l  durch  die  in  diesem  Hefte 
mitgetheilten  interessanten  Verhandlungen .  welche  in  der  Akade- 
mie  über  diesen  ^ci^enstand  Statt  gefunden  haben,  genugsam 
bestätigt. 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  April.  BlafliemafSsche  und 
physikalische  Ahhandiunaen,  im  eigentlichen  Sinne,  enthält  die- 

Res  Hell  zwar  nicht;  dagf^gon  aber  viele  interessante  Aufsätze  aus 
anderen  Gebieten  der  r^aturnisseoschafieu,  z.  b.  der  Geologie 
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und  Krystallographie.  Wir  erwShnen  davon  nur  die  folgenden: 
S.  3^9.  V.  Morlot:  "Heber  die  Niveaus  des  älteren  Diluviums  und 
der  Miocen-Formation.  —  S.  398.  Wedl  und  Müller:  Beiträge 
zur  Anatomie  des  zweibuckli&:en  Kameles  (Camelus  bactrianus). 
—  S.  425.  Boue:  Ueber  die  Palfio-,  Hydro-  und  Orographie  der 
Erdoberfläche  oder  den  wahrscheinlichen  Platz  des  assers  und 
des  Landes,  so  wie  über  die  wahrscheinliche  Tiefe  der  Meere 
und  die  absolute  Höhe  der  Länder  und  ihrer  Gebirge  während 
der  verschiedenen  geologischen  Perioden. 

Jahrgang  1850.  Erste  x\bthi  (Mai.)  S.  504.  Anleitung 
zur  Ausfiihninsr  von  Beobachtungen  über  die  an  eine  jährliche 
Periode  gebundenen  Erscheinungen  im  Pflanzenreiche.  iNach  den 
Ideen  von  Quetelet,  Spring,  theil weise  nach  den  Ansichten 
und  Erfahrungen  von  Fritsch.  (Diese  ausführliche  Abhandlung 
-empfehlen  wir  allen  denen,  die  sich  mit  solchen  Beobachtungen 
wie  die  in  Rede  stehenden  beschäftigen  wollen.).  —  S.  542.  lo 
mehrfacher  Beziehung  interessant  ist  auch  eine  Abhandlung  von 
Simon y  in  diesem  Hefte:  Ccber  die  Seen  des  Saizkammcrgutej». 

Jahrganc  1850.  Zweite  Abth.  (Juni).  S.  LL  Wilhelm 
Wertheim:  Haui)tresultate  seiner  neuesten  Untersuchungen  über 
idie  allgemeinen  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 
der  flüssigen  Körper.  —  S,  IlL  V.Ettingshausen:  Zur  Nach- 
weisung der  Existenz  der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen. 
Betriflft  eine  neue  Einkleidung  des  dritten  Gauss'schen  Beweises 
des  bekannten  algebraischen  Hauptsatzes,  den  wir  der  Beachtung; 
unserer  Leser  empfebleu.  —  S.  dtL  Derselbe:  Beitrag  zur  Inte- 
gration irrationaler  Diflferential-Formeln.  Betriflft  eine  der  Berück- 
sichtigung sehr  werthe  Vereinfachung  der  in  den  Lehrbüchern 
gewöhnlichen  Behandlung  der  Integrale  von  der  Form 


/ 


j:»»(a-f6a:")'9a:. 


—  S.  37.  (ILreil:  Vortrag  über  das  Inductions-Inclinatorium  an 
der  Prager  Sternwarte  und  ein  selbstregistrirendes  Metallthermo- 
meter. —  S  4ß.  Pierre:  Ueber  eine  Methode  die  Spannkraft  der 
Dämpfe  in  der  Luft  direct  zu  messen.  —  S.  ^  v.  Ettingshau- 
sen: Bericht  über  Spitz er's  Abhandlangen  über  die  höheren 
Zahlengleichungen. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juli.)  S.  US.  A.  v.  Et- 
tingshausen: Ueber  einige  Eigenschaften  der  Flächen,  welch« 
zur  Construction  der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen  dienen. 

—  S.  150.  Koller:  Bericht  über  Böhm's  Abhandlung:  „Beobach- 
tungen von  Sonnenflecken  und  Bestimmung  der  liotations-Elemente 
der  Sonne.  Wir  führen  die  Hauptresultate  dieser  Abhandlung 
kurz  an: 

• 

Neigung  des  Sonnenäquators  gegen  die  Ekliptik  ...  6^  5^  6 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  Sonnenäquators  76°  46!  9. 
Tropische  Unidrebungszeit  der  Sonne  25.821  Tage. 
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Die  von  Lalaode  und  Uelambre  gemcMwi Rawtiimntoge» 
gtbeD  im  Mittel  respectlTe: 

70  19';  78«         2ß,021  Tage. 

Kern  einziger  der  beol)achteten  Sonnenllecfcen  berechtigte  zur 
Annahme  einet  eigenen  Bewegung  der  Sonnenflecken.  Ausserdem 
iieferteii  die  BeotmcbtungeD  unzWeifelbaft  die  Bestfitigung: 

a)  dass  die  Sonnenflecken  in  beiden  Uemiepbftren  der  Sonne 
gletcb. zahlreich  erscheinen,  und 

b)  dasa  sie  in  der  Nähe  des  Sonnenäqoators  ond  in  einer 
belfecentriacben  Breite  Ober  35^  hinaus  nur  selten,  dagegen  in 
der  swiscbenliegenden  Zone  am  blufigaten  Torkonnien.  — 

S.  154.  Doppler:  Einige  Mittheilungen  und  Benierkutigen, 
seine  Theorie  des  farbigen  Lichts  der  Doppelsterne  betreffend. 
Herr  Doppler  legt  io  diener  Abhandlang  der  k,  k.  Akademie  die 
oeueren  von  verschiedenen  Physikern  und  Astronomen  angesteil« 
ten  Forschungen  vor,  welche  cur  Bestätigung  der  Richtigkeit  sei- 
ner Theorie  gedient  haben ,  und  macht  dabei  hauptsächlich  auf 
zwei  Memoiren  des  Herrn  Sest  in i.  Astronomen  am  Coiiegio  Ro- 
mano zu  Rom  aufmerksam,  welche  folgende  'J'itel  haben; 

1)  Memoria  sopra  i  colori  delle  stelle  del  catalogo  di  Baily, 
oBservati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma  1845. 

2)  Memoria  seconda  intorno  di  colori  delle  stelle  del  cata*  • 
kigo  di  Baily,  osservati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma.  1847. 

Wir  halten  allerdings  die  Resultate,  zu  denen  Herr  Sedtini 
tbrch  seine  Beobachtungen  gelangt  ist,  ffir  so  bemerkensvrertb, 
dass  wir  dieselben  nach  den  von  Herrn  Doppler  genaehten  An- 
fiOhnuigen  uiiseren  Lesern  hier  roittheilen  wollen: 

1.  Die  Farbe  des  Lichtes  der  Fixsterne,  welche  keine  Dop- 
el-  oder  mehrfache  Sterne  sind,  ist  ganz  gegen  die  bisherige 
leinung  der  Astronomen,  die  gemeinhin  nur  den  letzteren  farbi- 
ges Licht  zuerkannten,  nicht  bei  allen  die  weisse  und  eben  so 
weoig  die  gelbe,  sondern  es  finden  sich  unter  diesen  Sterne  in 
Rar  nicht  unbetrfichtlicber  Menge  von  oranger,  rotber*,  grOner, 
niauet  und  vieletter  Farbe  mit  allen  möglichen  Nuancirungen  vor. 
Die  Sterne  von  gelblichem  laichte  mit  theilweise  schwacher  far- 
iiiger  ISuancirung machen  beiläufig  die  Hälfte  von  allen  aus;  solche 
Van  weissem  Lichte  betragen  ungefähr  Vs  "nd  jene  von  oranger 
Farbe  etwas  über  '/^  —  so  also,  dass  für  die  übrigen  Farben  nur 
•bra  ein  schwaches  Vio  von  allen  übrig  bleibt 

2.  Gans  gegen  alles  Vermuthen  finden  sieb  ferner  diese  far* 
bigen  Sterne  anrchaos  nicht  über  das  sanze  sichtbare  Himmels* 
^ewulbe  gleichförmig  und  not  Ii  viel  weniger  bezfiglicb  der  einzel* 
Den  Farben  in  gleichem  Verhältnisse  vertheilt  vor,  sondern  es 
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hat  in  dieser  Beziehung  ein  auffallender  hOcbst  beachtenswertber 
Unterschied  statt.  Eine  genaue  von  Herrn  Sestini  selber  auge- 
stdlte  Vergleiehiing  leigt  ninilich: 

rt)    dass  die  weissen  Sterne  am  hSufigsten  in  der  nürdlicheii 
I    llimineUbäifte  und  zwar  beiläuüg  zwischen  60  —  90^  nördlicher 
Breite  eftdi  vorfindeD,  die  «idlieheo  Cregenden  dagegen  darao  sehr 
arm  sind; 

6)  dass  die  bei  weitem  meisten  Sterne  mit  farbigem  Liebte 
innerhalb  einer  Zone  liegen,  weiche  beiläuüg  von  30"  nördlicher 
bin  sa  30*»  sfidlicher  Bräte  reicht 

Hier  muss  berichtie^end  hinzu gefiiiit  werden,  daas  man  sich 
durch  eine  Einsicht  in  den  beieelügten  Catalog  leicht  da?on  über- 
sengt»  dass  dieser  Gürtel  nIeSts  wen^r  als  mit  dem  Bimmele* 
Aequator  pamltel  Hüft. 

.  c)  dass  l'erner  auf  der  nördlichen  Hälfte  dieser  Zone  verh.Hlt- 
oiasni&ssig  die  meisten  blauen  und  violetten,  in  der  südlichen  hingegen 
die  meisten  orangen  nnd  rotben  Sterne  sieb  vorfinden. 

(l)  dass  es  weiter  von  allen  Partion  des  gestirnten  Himmels 
keine  gibt,  an  welcher  im  Vergleiche  zu  den  daselbst  beüudlichen 
anderen  Sternen  so  viele  blaue  und  violette  Sterne  vorlcommeii, 
als  jene,  wo  sich  das  Sternbild  des  Herlcules  befindet.  Nun  aber 
ist  es  bekannt,  dass  nach  Berschels  und  Argelanders  Vn- 
tersuchungen  unser  Planetensystem  mit  der  Sonne  als  seint  ni 
Centralkurper  aus  der  südlichen  gegen  die  nördliche  Hemisphäre 
und  xwar  nngefiihr  in  der  Richtung  vom  Flusse  ßridanus  gegen 
das  Sternbild  des  Herkules  hin  sich  bewegt;  es  erscheint  dem- 
nach nur  als  eine  nothivendiire  Consequenz  meiner^)  aulgestellten 
Theorie,  dass  die  südliche  Himmelshallte  verhältnissniässig  mehr 
orange  und  rothe,  die  nördliche  dagegen  mehr  blaue  und  violette 
Sterne  zfihlen  misse,  so  wie  insbesondere  in  der  Gegend  wo  sieb 
beilftnfig  flerlniles  befindet,  von  allen  die  meisten  blauen  und  vio- 
letten vorkommen  müssen.  Aus  gleichem  Cninde  muss  auch  die 
südliche  Hlmmelshalfte  bedeutend  hriner  an  vSternen  geringerer 
Grösse  sich  zeigen  als  die  nördliche.  Ich  habe  in  meinen  frühe 
fen  Abbandlungen  des  letzteren  Umstandes  ausdrficklicb,  des  vor- 
hergehenden wenigstens  andeutungsweise  erwähnt,  und  die  Be- 
obachtung  hat  meine,  wie  es  mir  schon  damals  schien,  gegrün- 
dete Vermutbung  nicht  zu  Schanden  werden  lassen. 

3.  Das  farbige  Licht  der  einfachen  oder  der  als  solche  sei- 
tenden Fixsterne  ist  gleich  jenem  der  Doppel-  .und  mehrfachen 
Sterne  höchst  wahrscheinlich  einer  Aenderuncr  unterworfen,  die 
jedoch  von  viel  längerer  Dauer  ist  als  jene  Ix'i  den  meisten  Dop- 

Selsternen.  Für  diese  Ansicht  spreciien,  wenn  auch  nur  wenige, 
och  gut  osostatirte  Beobachtungen. 


*)    (d,  Ii.  Herrn  l)o|>|iler'M) 
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'  Mellftt  der  bereite  beirannten  aiiffailcnden  FarbTvrSndeninp^des 
Sirius  fltiirt  Herr  Sestini  neuerlichst  noch  den  Stern  6  in  den 
Zwillingeo  an,  «relclier  Stero  im  Aimaffest  als  rotll  bratidiMt 
wird,  wilbrend  ilin  doch  baut  tu  Ti^  JedennanB  aa  den  ent- 
achieden  weiaseo  recboet 

4.  EndHch  bat  Herr  Sestini  -ihireh  seiiie  Beobaehtnogeo 

verbunden  mit  einer  sorgfältigen  Vergleichung  früherer  darauf  be^ 
Efiglichen  Angaben,  die  Anzahl  der  bereits  h<?l<annteii  an  Farbe 
veränderlichen  Doppelsterne  noch  um  mehrere  vermehrt,  wie  diess 
aus  seinem  Memoire  von  1845,  pag.  iL,  und  aus  jeuem  von  1847, 
pag.  10.  sa  erseben  Ist 


Temtoelite  BelirlfileB. 

Bulletin«  de  l'Academie  lioyale  des  scienoes,  des 
lettres  et  des  beaiiz*arts  de  Belcleae.  Tene  XVL 
Urne  Partie.  1849.  Tome  XVIL  Ire  Partie.  185a  (VeigL 
Literar.  Her.  Nr.  LL  &  714.). 

Tome  XVL  llme  Partie«  1849.  p.  17.  Des  proportions 
du  Corps  bumain;  par  M.  A.  Quetelet*  Troisi4me  artiele  (Voir 
le  deuxieme  artiele.  T.  XV.  Urne  Partie,  p.  16.).    Preportiens  de 

rhomme  d'apres  les  artistes  ifaliens  de  la  renaissance.  —  p.  '28. 
Sur  fclectricite  et  sur  les  anonialie«  que  cet  eienient  meteorolo- 

f;ii|ue  u  preseutees  daqs  ces  deroiers  temps,  uar  M.  A.  Quete- 
et  —  p.  30l  Troisi^ne  note  sur  de  uouvelles  application»  ca- 
rieuses  de  la  persistance  des  Impressions  de  la  r4Üne;  par  M.  J. 
Plateau.  —  p.  3*J.  Note  .sur  la  polarisation  des  elcrtrodes  du 
voltanietre;  par  M  P.  Loy  et  —   p.  251.    Methode  particuliere 

Sour  deterroiner  la  collimation  d*Dne  lunette  ro^ridieniie,  ä  i  aide 
es  oliservatioDS  astronomiques ;  par  M.  le  capitaine  Liagre.  — 
p.  254.  Quatriime  oote  sur  de  nouvelles  applications  curieuses 
de  la  persistance  des  impressions  de  la  retine;  par  J.  Plateau. 
—  p.  282.  Sur  IVlectricite  de  Tair  pendant  les  neuf  preroiers  mois 
de  lannee  1849;  par  M.  Quetelet  —  p.  343.  Notice  sur  une 

Krojection  g^ograpbiqae  noavelle:  par  M.  M*  Donny.  —  p.  346. 
leraoire  sur  les  points  brillants  des  courbes  et  des  surfaces ;  par 
M.  De  Boer.  —  p.  347.  Notice  sur  la  dt'comnositioii  electro-chimi- 
que  par  des  voltanietres  differents;  par  M.  Maa»>.  —  p.  391. 
Notice  sur  une  proiection  geographique  nouvelle,  par  MM.  P.C.  L. 
Donny  et  F.  M.  L.  Donny  (5.  vorber.).—  p-  413.  Sur  la  d4- 
composition  electro-chimique  par  des  vnltametre.««  differents;  par 
M.  Maas  (S.  vorher);  —  p.  54.1.  Memoire  sur  la  th^orie  des 
r^sidus  quadratiques  par  AI.  Schaar.   Uapport  de  M.  Timm  er* 
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mans.  —  p.  546.  Sur  un  pb^notnÄne  iiiM4oralogi4|iM;  parM.  fida. 

de  «Selys-Longchamps.  — 

Tome  XVII.  Ire  Partie.  1850.  p.  3.  Sur  l'dectricitö  atmo- 
suh^rique;  par  M.  A.  Quetelat  —  p.  13.  Sur  le  oam  Jean 
HaDneina,  dit  ramiral  Trorop;  par  M.  A  Qaetelet.  —   p.  134. 

Sur  les  points  focaux  de  l'ellipse ;  par  IM.  le  capitaine  Liacre. 
In  diesem  Aufsatze  discutirt  aer  Herr  Vf.  den  folgenden  von  ihm 
aufgestellten  Satz: 

„II  existe  sur  le  grand  axe  de  Tellipsc  un  nombre  infini  de 
points,  situes  deux  a  deux  a  egale  distance  du  centre,   et  tels, 

3ue  les  rayons  vecteurs  menes  de  chaque  couple  a  un  möme  point 
e  la  coarbe^  sent  Il^eobre  eux  par  unerelaliea  Ind^peodants 
de  la  Position  de  ce  poiot"  • 

„Les   abscisses  de   ces   points  focaux  sont  de  la  lorm« 

-  ^2/1 -ä^*  le  nombre  n  pouvant  recevoir  tontes  les  valeon 

^ntiere^  et  positives  >  depnis  z^ro  jusqu'a  l'inGni"  wo  unter  a  uai 
b  die  beiden  HaUbazen  der  Ellipse  ▼erstanden  werden.  Es  scbeiil 

dieser  Gegenstand  nicbt  nninteressant  zu  sein ,  und  wobl  eine  nofk 
weitere  Untersuchung  zu  verdienen  als  die  von  dem  geehrten 
Herrn  Verf.  hier  mitgetheilte  im  Ganzen  nur  kurze  BetrachtuDg 

Siebt  —  p.  216.  Note  sur  les  tremblements  de  terre,  resseutisen 
849,  par  M.  Alexis  Perrey.  P'  2:26.  Supplement  anx  note$ 
sur  les  tremblements  de  terre  resseotis  en  184/  et  1848.  —  p.  328. 
Sur  les  variations  de  pression  atmosph^rique  et  de  temperature, 
k  la  ün  de  janvier  et  au  commencement  de  fevrier  1<S50.  Lettre 
de  M.  A.  Perrey.  —  p.  344.  Sur  un  nain  beige.  Note  comman- 
quee  par  M.  Qaetelet.  —  Notice  sur  uoe  formale  ponr  calcaler 
1  elasticltö  de  la  vapeur  d'eau,  par  M.  Henri  Bruckner,  d'A'^* 
la  Chapelle.  Die  auf  diese  AVeise  überschriebene  Abhandlung 
enthält  aber  auch  noch  vers(!hiedene  arithmetische  Bemerkungen 
über  die  Verwandlung  der  Wurzeln  in  Kettenbrüche«  die  Loga* 
ritbmen  vnd  die  Reiben.  Wenn  man 
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(im-l)(2in4^1)2q  _  />(-2m-H) 

(m — i)(2iii—  l)  (3ifi— 1)  —  3m-l 
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U.    8.  W. 

«etit»  so  liiC  nach  dem  Herrn  Verf.: 

I  1 


/>  -f  etc. 

p.  434.  Sur  les  variatioDs  annuellM  da  maenötiame  terreatra  ä 
»nixellea;  par  M.  Quetelet.  -7-  p.  Sur  lea  tll^raphaa 
4lactriqnea;  par  M.  Qaetelet  — 

Ausserdem  enthalten  diese  beiden  ßände  noch  viele  andere 
intereaaante  Mittheiluogen ,  uanientUcb  iueteorologi«cben  Inhalts. 


Subscriptions  -  Anzeige. 

Bei  A.  C.  Krön  berger,  Buchhändler  in  Prag,  ufid  J.  F. 
Gress,  ßuchhäodler  in  Wien,  wird  auf  folgendes  Werk  Sub- 
scriptioo  angenomnicn! 

Tafel  siebenstelliger  Logarithmen  der  Sinus  und 
Tangenten  für  jede  Secunde  des  Quadranten.  Heraus- 
gegeben von  Jakob  Phil.  Kulik,  ordentlichem  Profes- 
sor der  hübern  Mathematik  zu  Prag.  Erste  auf  dem 
CaDtinente  von  Earopa  veranataltete  Ausgabe. 

Welchem  Mathematiker  ist  es  unbekannt,  wie  lästiir .  zeitrau- 
bend und  ungenau  die  Interpolationen  werden,  wenn  mittelst  der 
{gewöhnlichen  Tafeln,  welche  nach  Minuten  fortlaufen,  die  einem 
gegebenen  Winkel  zugehörige  trigonometrische  Function,"  oder 
umgekehrt,  an  dicaer-der  correapoodirende  Winkel,  oder  endlldi, 
wean  beim  üebergange  von  einer  trigonometrischen  FaDCtion  aar 
andern ,  diese  mit  der  erforderlichen  Schärfe  bestimmt  werden  soll. 

anderer  Nacbtheil  der  gewObnlkben  Tafein  ist  nocb,  daaa 
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die  natürlichea  Logartthmeo  der  Functionen,  weldbe  aus  dem  l<^. 
CORO?  hergeleitet  werden,  sieh  mittelst  derselben  auf  keine  be- 

friedigende  Weise  berechnen  lassen.  Allen  diesen  Unzukömm- 
lichkeiten wird  aber  durch  dieses  Werk,  welches  sowohl  für  jede 
8ecuTide  des  Quadranten  die  Loi;arithn»en  der  Sinus  und  Tan- 
genten, als  auch  in  den  ersten  18  Graden  die  Cosinus  in  mehr 
als  7  Oedmalstellen  liefert,  abgeholfen. 

BedingoDgen  der  Herausgabe. 
Dieses  ans  00  Druckbogen  bestehende  Werk  erscheint  nur,  vreM 
sich  eine  rege  Theilnahme  unter  den  deutschen  Mathematikern 
dafür  ausspriciit.  Das  Ganze  wird  aus  6  Lieferungen  bestehen,  und 
der  Ladenpreis  jeder  einzelnen  Lieferune  bei  den  jetzigen  bobeo 
Preisen  des  Papieres,  Satzes  und  Druckes  nur  auf  1  Thaler  ire- 
stellt  werden;  hiedurch  erhhit  der  Aboehrner  das  Werk  um  6  Tha- 
ler in  die  Hünde,  während  die  Shortrede'schen  Tafeln«in  Kdio- 
bürg  hier  liber  30  Thaler  kosten,  und  dabei  mit  so  kleinen  Typen 
gedruckt  bind,  dass  sie  unausbleiblich  auch  die  besten  Augen  jui 
Smsde  richten  müssen. 

Sobald  der  erforderliche  Aufwand  zur  Herausgabe  des  Werkes 
durch  ^nbscription  gedeckt  sein  vrird,  nimmt  der  Draek  seines 
Anfang,  und  wird  ohne  Unterbrechung  dnrdi  2  Jahre  fortgeatlil 

und  beendigt.  Für  durchaus  reinen  correcten  Dnick  mit  neuen 
Lettern  auf  j^uteni  festen  Papier  wird  nesor(»t.  Beim  ErscheincB 
der  ersten  Lieferuns;  wird  auch  die  letzte  berechnet,  und  es  wer- 
den ausser  den  bestellten  foemplaren  nnr  so  viele  abgesosen ,  ab 
SUr  Deckung  der  allenfalls  sich  ergebenden  Defecte  erforoert  frer* 
den.  Jede  Buchhandlunc  Deutschlands  nimmt  Subscrintion  an. 
Die  Namen  der  p.  t.  Herren  Subscribenten ,  welche  dieselben  deut- 
lich geschrieben  mittbeilen  wollen,  werden  dem  Werke  vorgedruckt  . 


Nachschrift  des  H  erausij  o  bers. 

Ich  mache  auf  diese  Tafeln  alle  Mathematiker  aufmerksam, 
und  die  grosse  Wichtigkeit  einer  durch  die  einzelnen  Secuuden 
de«  Quadranten  fortsdireitenden  Tafel  leuchtet  vrohl  von  selbst 
dn,.da  das  Inferpoliren  doch  immer  eine  sehr  ISstigc  Arbeit  ist 
und  die  Rechnungen  erschwert.  Ich  wünsche  daher  sehr,  dass 
dfeses  Unternehmen  des  geehrten,  durch  andere  ahnliche  Unter- 
nehmungen schon  hinreichend  bekannten  Herrn  Vfs.,  recht  rege 
Theilnanroe  unter  den  Mathematlkem  finden  möge.  6. 
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liiterarisclier  Sericlit« 

Oeodäsie. 

-Cours  ilei  Urographie  et  de  Geo  d  äsic  Tai  t  a  Tecole 
d'application  du  corps  d'tf  tat  roaj  or.  Par  J.  F.  5aiii  euve, 
Chei  d'escadrnn  d*etat  major.  Seooode  Edition.  Pa- 
ri«. 185a  a  Thlr.  10  Sgr.  8. 

Sind  wir  auch  nicht  gerade  der  Meinung,  das«  dickes  Werk 
ht^sonderp  Vorzflsfc  vor  iiiisern  bekannten  dfnits<  hcn  Werken  der- 
selben (iattnni^  hat,  so  i^lauhen  wir  doch  die  Leser  des  Arch'ns 
auf  .dasselbe  aufmerksam  machen  zu  müsseu,  weil  es  in  Frank- 
reich sehr  beliebt  in  sein  echelnt,  und  allerdinge  eine  ziemlich 
Tollständige  Darstelhing  der  niedern  und  bSbem  Geod&ne  liefert. 
Ausserdem  findet  man  in  demselben  auch  manche  in  Deutschland 
noch  unbekannte  Instrumente  beschrieben,  z.  B.  cinii^e  J)istanz- 
messer,  die  vvuhi  eiuige  Beachtung  verdienen  dürften,  und  grüss- 
tentheile  ven  einem  gefichickten  nShem  piemontemecben  Olil^er» 
Herrn  Porro,  angegeoen  worden  sind,  von  dem  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede  sagt:  „qui,  a  une  profunde  insf ructinn ,  Joint  une  sa< 
gacite  merveilleuse  dans  Tapplication  des  principcs  d'optique. 
au'il  uossede  si  bicn.  On  lira  surtout  avec  interet,  Je  pense,  la 
description  de  ea  In  nette  anallatlque,  de  sa  fongne-Tae* 
cornet,  et,  surtou^  de  l'appareÜ  propre  a  mrsdrer  ics  bases" 
über  welchen  letzteren  eine  Commissioh  der  Akademie  der  Wis- 
scnscliaften  in  Paris,  bestehend  aus  »len  HeiriMj  Binet,  F'aye 
und  Lurgetcau,  einen  sehr  günstii^en  Bericht  erstattet  hat.  Oer 
Inhalt  der  einzelnen  Kapitel  äieses'  allerdings  in  mancher  Bezie- 
hung zu  empfehlenden  Buchs  im  Allgemeinen  ist  folgender. 

Livre  I.  und  Livre  II.  Diese  sMrei  ersten  Bfleh#r  enthal- 
ten eine  ziemlich  vollstfindige  Darstellung  der  ebenen  und  sphä- 
rischen Trigonometrie,  selbst  auch  den  Binonnschen  Lehrsatz, 
und  hätten  ganz  wegbleiben  sollen.  —  Livrv  III.  Topogra- 
phie. Chap.  I.  NotioBS g<$oerale8.  Chap.  11.  Canevastopo^raphi- 
^«e.  Chap.  III.  DifiSrens  modes  de  lever.  lastnmicnts  propres 
ä  mesurer  'les  angles.  Chap.  IV.  Instromeiits  employ^  a  la 
mesure  des  distances.  ('  h  a  p.  V.  Lev^es  an  goniom^tre  et  a  la 
chaine.  Chap.  V' 1.  Levees  ä  la  Chaine,  alignements.  transver- 
sales.   Chap.  VII.   Instrument«  &  röflexion.   Chap.  VIII.  tiii- 
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•emUe  d^r  «finl&tm»  A'nne  lev^  rviatives  k  la  planiiatftiie,  tm 

conbinant  tous  les  proc^des  d^crits  leM^ent.  Chap.  IX.  Nivel- 
lement. Chap.  X.  Nivellement  topo^rrapliique  et  Ggur^  du  ter- 
rain.  Chap.  Xl.  Du  dessin  des  cartes  topographiques.  Chap. 
Xil.  Lev^es  militaircs.  Chap.  Xlll.  Plans  cotes.  Chap.  XIV. 
Copie  et  r^doetion  des  carte«  et  j^ann.  Chap.  XV.  Conipas  de 
Proportion.  Chap.  XVI.'  Emploi  de  la  bonssole  et  de  Tedi- 
metri*  a  la  perspective.  ■—  Licre  W.  Optique.  Dieses  Buch 
enthält  eine  für  dt'n  Zweck  des  Werks  sehr  vollständige  Abhaud- 
lunK  über  Optik  ,  uoriii  sich  manches  liemerkenswertbe 
tinoet,  B.  B.  die  hinette  anallatiaue  deM.  Perre.  —  Livrw  V. 
Geodäsie.  Cha'p.  I.  Enaeiilbie  des  Operations  gdoddelffiioa. 
Chap.  II.  Mesures  dtis  bases  (p.  ;?50.  Aj>pareil  nouveau  pour 
niesurer  les  bases  geodesiques  par  M.  Porro.  Chap.  III.  Me- 
sures  des  angles  et  description  des  iastruments  qui  y  sont  con- 
aaerds.  Chap.  IV.  Calenia  relattfa  k  k  rdcolatioB  dea  trianglea. 
Chap.  V.  CalcuU  des  coordonnees  dea  pelnta.  Chap.  VL  Me- 
tion« de  Geonietrie  anaivtiqiie ,  indispensables  ä  rinteliigence  des 
formules  de  latitude.  (Aiitte  aui  Ii  wegbleiben  können.)  Chan. 
VII.  Expression  analytique  de  quelques  ligoes  remarauabies  da 
sphöroide  ferrestre.  Chap.  VIII.  Fermules  de  latttmle«  lesgi- 
tnde  et  azimiit.  Chap.  IX.  NIvellemeot  gäod^iaue  et  biearf 
triqae.  Chap.  X.  Projections.  —  Lirrr  VI.  übservationa 
et  caiculs  astrononii  ques.  Chap.  l.  INotions  prelinünatres. 
Chap.  II.  Pr^cession,  uutation,  aberration,  parallaxe,  rörraction. 
Chap.  III.  Marehe  d'aae  pendole,  latitude  et  hnwitiide  d*aB 
•  point;  azimut  d'un  cotrf.  —  Suite  de  iableaux  i9,  a  Vin- 
scription  des  angles  observes  et  des  el^roents  de  re- 
ductiori,  ainsi  qu'aux  differents  calciils  göodea  i<|uaa; 
2^  aux  caiculs  astronojn iques. 


Aslronomie. 

•   

Schumachers  Tod. 

Es  ist  dem  Herr.en  des  Herausgebara  dea  Arehiva  Bedflrfnisa, 

seinen  Lesern  das  Hinscheiden  eities  J^Iannes  anzuzeigen,  welchen 
er,  so  lange  er  das  GIflck  hatte,  mit  ihm  in  tvissenschartlichem 
Verkehr  zu  stehen,  die  höchste  Achtung  gezollt  bat,  eine  Achtun<r, 
die  nie  dnrch  etwas  getrübt  worden  ist,  and  auch  aber  das  Grab 
hinüber  dauern  wird,  ao  lange  das  Herz  des  Herausgebers  des 
Archivs  noch  schlagen  wird.  Heinrich  Christian  Sekuma- 
eher  ist  nicht  mehr!  Seine  Verdienste  um  die  Wissenschaft 
zu  würdigen ,  kann  hier  nicht  der  Ort  sein.  Sie  sind  der  Welt 
bekanat  Aber  eine  kurze  Skizie  aeloer  KiiaaeTeii  Lebensumstände 
wird  und  rauss  bei  so  hohem  Verdienst  den  Lesern  dea  ArcUffs 
lehrreich  und  interessant  sein.  Ich  stehe  daher  nicht  an.  eiaea 
solchen  kurzen  Abriss  dieses  thätigen  und  erfolgreichen  Lebens 
aus  der  neuesten  INummer  von  Jahn'»  Unterhaltungen  für 
*    Oilattanten  uad  Fra«ode  dar  Aatraaaniie,  Geographie 
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9nd  Mtl»orolo|^ie.  1851«  Nr.  11.,  die  mir  vorliegt,  m  entneh« 

inen,  deren  hiHtorische  Richtigkeit  keinen  Zweifel  lässt,  du  sie 
von  einem  Manne,  Herrn  Doctor  Petersen  in  Altona,  herrührt, 
der  dem  Dahingeschiedenen  sehr  nahe  stand.  Herr  Doctor  Jahn  . 
bat  <lbri|^«D«  moo  in  P^.  3.  4.  S.  1851.  *  «einer  genannten  Zeit- 
ncbrift  eine  ausführlichere  Darstellung  von  Schumachers  Lelien 
'  geliefert,  die  zugleich  auch  die  wissenschaftlichen  Verdienste  des 
'  Verstorbenen  genauer  m  s  Auge  fasst,  und  sof  die  ich  dabor  in 
dieser  Beaiebung  die  Leser  verweise* 

G« 

Heinrich  €hri8tiaii  Uchiiraacher*) 

ist  in  dem  Flecken  Bramstedt  in  Holstein  den  3.  Septbr.  1780 
geboren.  Sein  Vater,  der  köuigl.  dänische  Conferensratn  Andreas 
Sobumacher,  dessen  VoriUtern  im  10.  Jabrbnndert  nns  Wsstphft- 

len  nach  Dänemark  gekommen  waren,  und  von  welchen  der  he- 
rühmte  Griffenfeldt  abstammte,  war  in  Jüngern  Jahren  bei  der  dä- 
nischen Gesandtschaft  in  St.  Petersburg  angestellt,  erhielt  später 
eine  Austeilung  unter  König  Christian  Vil.  in  Kopenhagen,  wurde 
blermif  Kircbspielvogt  in  .  Bramstedt,  wo  H.  C.  Scbnmaäer  gebo- 
ren wurde,  und  zuletzt  Amtmann  in  Segeberg,  wo  ihm  ein  sweiter 
Sohn,  AiidreasAntun  FriedrichSchnmacheriraJahre.ITB^geborenward. 
Er  starb  hier,  den  2.  Januar  17'JO,  innigst  betrauert  wegen  seines 
vortrefUicheu  Charakters  und  seines  seltenen  Verstandes,  von  Alien, 
die  ibn  kannten.  Die  Mntter  anseres  Sebumaeiiers  war  Sopbie 
Hedwig  geb.  Weddy,  verwittivete  Hofräthin  Bflsching,  Schwäge- 
rin des  berühmten  Geographen  Büsching.  Sie  starb  am  30.  Oc- 
tober  ]82'2  in  Altona,  wo, auf  dem  Kirchhofe  zum  heiligen  Geist 
jetzt  der  Sohn  neben  ihr  in  Frieden  ruht. 

U.  C.  Schumacher  und  sein  Bruder,  die  'einzigen  Kinder 
dieser  Ehe,  wurden,  so  lange  der  Tater  lebte,  unter  seiner  Lei- 
tung von  einem  Hauslehrer  unterrichtet.  Da  aber  die  schwfichli- 
cbe  Gesundheit  des  Vaters  diesen  nicht  hoffen  liess,  seine  hoff- 
nungsvollen Söhne  erwachsen  zu  sehen,  so  empfahl  er  sie  der 
Huld  des  damaligen  Kronprinzen,  spätem  Küoigs  FriedrichVI.,  der  ihn 
liebte  und  schätzte,  hoffend,  sie  würden  einst  dem  Vaterlande 
Ebre  machen.  Wie  beide  diese  Hoffnuns  erfiillt  haben,  ist  bin- 
länglich  bekannt,  auch  blieb  der  gütige  Monsrcb  ibnen  ^ts  nicbt 
nur  Beschützer,  sondern  auch  Freund. 

Als  der  Vater  starb,  war  der  nachherige  Pastor  in  Preetz, 
Dorfer,  riihmlichst  bekannt  durch  seine  Topographie  von  Schles- 
wig and  Holstein,  der  Lehrer  der  beiden  Söbne,  mit  welchen 
biUl  daranf  die  Matter  imeb  Altona  sog.  Hier  besnehten  Beld« 
das  Gymnasium  und  genossen  zugleich  Durfer's  UnleiTlclilf  4er 
inzwischen  Prediger  bei  der  heil.  Geist- Kirche  geworden  war, 
und  dessen  Andenken  Ibnen  stets  in  dankbarer  Erlpoefmig  blieb. 

•)  ¥os  Bim  Dr.  Petersen  In  Aftsst  an  nss  nrft'isr  im»  um 
Aafbabne  siageiesdet  Msstai  gsdirten  Herrn  iafür  ergeben«!  dssiMBi» 
bemerlfpn  wir,  da««  wir  an«  diecen  «ehr  schätzbaren  Mittheilungen,  nni 
Wiederhol uiwea  so  Teno^idea,  aar  da«  weggekuweo  habea,  wa«  bereila 
S.  17  ff.  Ysrfsnt.  Me  Rsl.  (dar  wlrssepi.  Uataffbaltongen.) 
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8elKNi  als  Kaabe  zeigte  Sdbvmaeher  eine  ba— ulare  V«r- 

liebe  Mathematik;  er  verfertigte  sieb  bolzerne  Chren  und 
Instrunit'iito,  mit  denen  er  Beobachtungen  anstellte.  Ua  er  aU 
Knabe  schwächlich  war  und  der  Arzt  es  für  höchst  nothig  hielt, 
dass  er  einige  Zeit  seinen  Schuifleiss  einstelle  und  die  Landloft 

Seniesse,  so  brachte  seine  Mutter  Ihn  nach  einem  ihr  befreoa* 
eten  Prediger  auf  dem  Lande,  wo  er  sehr  ^ern  war.  Nachdem 
er  hier  einige  Wochen  froh  verlebt  iiatte,  erhielt  er  «lie  Nachriebt 
von  seiner  Mutter,  dass  sie  das  so  sehr  gewünschte  Buch,  Wolf« 
Matbeuiatilc ,  für  ihn  sekauft  habe,  una  nun  Hess  er  ihr  Iceine 
*  Robe  mehr,  bis  sie  ihm  erlaubte»  zurfick  sa  .  seinen  Studien  xo 
kehren.  Durch  Hilfe  dieses  Buohes  hruchte  er  es  nun  bald  sehr 
freit  in  der  Mathematik,  so  wie  er  überhaupt  soinen  urosseo 
Reicbthum  au  Kenntnissen ,  auch  namentlich  sowohl  in  den  aiteo, 
als  in  vielen  der  neuem  iSprachcn,  seinem  angestrengten  Fleiüf 
und  dem  Selbststudlam  verdlinkte. 

Er  siudirte  in  Kiel  und  GOttinffen  Jurisproienz,  besciiäßi^ 
sich  aber  nebenher  fleissig  mit  Mathematik.    Von  der  CnlverMnl 

brachte  er  die  musterhaftesten  Zeugnisse  der  l'rofessoren  mit. 
die  seinen  Fleiss,  .sciiic  Kenntnisse  tind  seinen  reinen  Lebenr 
Mandel  rühmlichst  hervorhoben.  Im  Jahr  JbOü  promovirte  er  ia 
GSttln^n  zum  Doctor  der  Rechte.  Hieranf  verlebte  er  einiee 
Jahre  in  Liefland  als  Hauslehrer.  Von  dort  zurückgekehrt,  hatte 
er  d.is  (jllü'ck  dem  Ctirator  «1er  Cniversität  in  Kiel,  (»rafen  v.  Ke- 
ventlow,  bekannt  zu  uerdcn,  durch  dessen  l'influss  es  ihm  ni'"; 
lieb  wurde,  sich  nun  ganz  der  Mathematik  und  Astronomie  zv 
widmen,  und  einige  Jahre  bei  dem  berflimiten  Gauss  in  Gotting» 
zuzubringen,  der  bald  in  ihm  den  Geistesverwandten  erkannte,  uV' 
ihm  Freund  ward»  welches  Bündniss  nur  der  Tod  filr  die« 
Welt  löste. 

Im  Jahre  1810  oder  ISll  wurde  er  zum  ausserordentliche" 
Professor  »ler  Astronomie  in  Ko|)enba<j;en  ernannt,  als  noch  der 
Coufercnzrath  Bugge  daselbst  Director  der  Sternwarte  war,  füllte 
aber  1812  mit  £rUubniss  seines  KOnigs  und  unter  der  Bediugim^. 
nach  dem  etwaigen  Ableben  liugge's  nacii  K()|ienhagcn  zaruck 
TU  kehren,  einem  sehr  vortheilballen  Rufe  als  Director  der  Maim- 
heimer  Sternwarle,  wo/u  ihn  sowohl  der  Wunsch,  allein  eiow 
Sternwarte  vorzustehen,  bestimmte,  als  auch  der  Rath  ciues  hoch- 

festeilten  Beschfltzers  und  Freundes»  mit'  dem  er  bis  sn  detM* 
'ode  stets  In  freundschaftlichem  Briefweehsel  stand. 

So  trat  er  im  Herbste  1813  die  Stelle  als  Director  der  6tert- 
wiart»  in  Mannheim  an,  verheirathete  sich  aber  vorher  nit  seiser 
jelst  um  Ihn  trauernden  Wittwe,  Christine  Magdalene  geb.  v 
Schoon,  mit  welcher  er  in  einer  höchst  glucklichen  Ehe  lebte  urni 
mit  7  Kindern.  4  Sühnen  und  3  Töchtern,  gesegnet  wurde, 
welchen  ihm  der  jüngste  und  älteste  Sohn  bereits  in  die  E^^ir' 
keit  Tbrangegangen  waren.  Sehen  1^  Jahr  hierauf  starb  BoffK'' 
und  Bachdem  er  im  Februar  1819  In  Wien  bei  dem  Könige  yon 
Dänemark,  der  damals  des  ('ongresses  wegen  sich  dort  aufhielt 
(Schumacher  traf  dort  auch  seinen  peliebten  Bruder,  der  Adjutant 
des  Königs  warj,  gewesen,  um  ihm  wegen  seiuer  zuküultigen  ^1^* 
lunf  in  Kopenhagen  einen  Vortrag  zo  roacbeu,  trat  er  seine 
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is  ordedflMer  Prof.  der  Astronomie  oad  Dircctor  der  Stern* 
Mvte  dort  am.  fir  hielt  seine  Vorleemigeii  in  lateinlecbor  Sptaehe. 

Er  war  mit  allen  bedeuteiuleu  Gelehrten  befreundet  und  mit 
|en  meisten  auch  pecsOnlich   bekannt«  welebe  BekaontscbufleB 

iT  tbeils  zu  Hause  fiel  sich,  tfieils  iiuf*  seinen  wissenscballlicheD 
l\eit>en  gemacht  hatte;  so  z.  Ii.  auf  <ler  Reise  nach  Frankreich 
lud  England  im  Jahre  1819.  Fernere  Heiscn  unternahm  er  1826 
lacb  München,  1834  nach  Berlin,  um  Bessel  und  Encke  zu  be- 
Mieben   Autwerdem  machte  er  jährlich  eine  Reise  nach  Ko- 
penhagen und,  so  lange  Olbers  Iclite,  auch  nach  Bremen.  Unter 
seiner  Anleitung  haben  sich  für  die  Astronomie  und  Mathematik 
sanz  fjebildct:  die  Herrn  Gunlaa,  Lehrer  auf  Island,  Nissen, 
Üeichgraf  in  Tondern,  Hofrath  Hansen,  Director  der  Sternwarte 
iu  Gotha,  Hofrath  Claussen,  Observator  der  Sternwarte  in  Dorpat, 
Dr.  Peters,  Prof.  der  Astronomie  in  Königsberg  und  Dr.  Peter- 
sen seit  1827  sein  Gehilfe  bei  der  Sternwarte  in  Altona.  Ausser* 
deoi  haben  ^ich  kürzere  Zeit  in  Altona  aufgehalten,  um  sich  un- 
ter seiner  Aufsicht  im  Beobachten  zu  üben,  die  Herren  Professo* 
len  und  jetzt  Oirectoren  von  Sternn.irten:  Olufsen  in  Kopenha- 
";eii,  Seiander  in  Stockholm,  Svaiiberi;  in  Upsala,  v.  Fuss  in  • 
\Viiua,  Aguardb  in  Lund,  Dr.  Gould  zu  Cambridge  in  Mord- 
amerika,  und  In  den  letsten  Jahren  »ein.  Sohn  Richard  iScbumacher, 
Dr.Olde,  A.  Sonntag  und  A.  Quirling. 

Welche  Fähigkeiten  er  hierdurch  der  Astronomie  zugeführt 
hat,  ist  so  bekannt,  ab  dass  es  hier  näher  ans  einander  ff^sotst 
itt  werden  brauchte;  eben  so  was  er  selbst  für  seine  Wissen- 
schaft ffethan  Andere  bedeutende  Arbeiten,  welche  noch 

aicht  oder  nicht  vollständig  publicirt  sind,  jetzt  alier  hoffentlich 
^ahl  der  Oeffentlichkeit  werden  übergeben  werden,  sind:  Die 
Arbeiten  an  der  dänischen  Gradmessung,  die  Bestimmung  der 
Länge  des  einfachen  Pendels  durch  Beobachtungen  auf  Gülden- 
slein  1829  und  1890,  seine  Gewichtsbestlmmuneen,  die  von  ihm 
veranstalteten  Chronometer -Kelsen  ^frischen  Altona  und  Lübeck. 
Atisserdera  Hegen  viele  Reiben  von  astconomischen  Beobachtung 
gen  von  ihm  vor. 

So  hoch  er  als  Helehrter  stand ,  sr>  hoch  stand  er  auch  als 
Mt-nst  b.  Er  war  der  liebenswürdigste  und  nadisichtsvollste  Gatte 
untl  \  atcr.  In  Gesellschaften  war  er  stets  heiter  und  munter,  ■ 
und  wo  er  nur  Jemandem  helfen  konnte,  scheute  er  keine  Mühe 
und  selbst  kein  Opfer  von  seiner  Seite,  vorzüglich,  wenn  er  sich 
davon  Erfolg  für  den,  dem  er  bellen  wollle»  versprach.  Er  konnte 
ndt  der  grussten  Cleduld  und  ohne  Miene  des  MIssmuths  dabei 
<Ku  zeigen,  selbst  wenn  er  mit  Arbeiten  ilberbfiuft  war»  die  uid)e- 
«leutendstrn  und  langweiligsten  FrörU'rungen  anhören,  und  fand 
iniiiier  nachher  Zeit,  das  \  ersäunite  nachzuholen.  Fr  wurde  von 
Allen,  die  ihn  näher  kannten,  verehrt  und  geliebt»  und  sein  Au- 
denken  wird  ihnen  stets  unverges^slich  bleiben. 

Ueber  die  näheren  Umstände  seines  Todes  giebt  uns  die  mit 
einem  schwarzen  Rande  umgebene  iNr.  744.  der  astronomischen 
Nachrichten  die  folgende  Nachricht: 

Am  28sten  December  im,  Voniiiittags  IIV2  Uhr»  entschlief 
aanftund  ruhig»  unter  den  Erseheinungen  einer  LuogeDlIhmnng» 
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Bpimrieh  Cktiiiiam  Sekmmaük^r,  hi  mkmmmwm  9^ 
St^tfir.  angefangenen  7Uten  Lebenijakre«   Schon  ein  halbes  Jthr 

vor  seinem  Ende  glaubte  er  eine  merkliche  Abnahme  seiner 
Krfifte  zu  verspüren,  und  wiederholt  sagte  er  seinen  Tod  mit  dem 
Ausj^ange  des  Jahres  voraus.  Leberbescbfverden  bildeten  die  ob- 
lectiven  MavtfMtetknicii  seiner  knakeii  Geflible.  Sie  wiren  ohm 
Zweifel,  naefa  der  Ansicht  «eines  yleljilirigen  befreiindeten  Arztsa^ 
Folgen  seines  Stubenlebens,  aber  auch  nicht  ausser  BeziehoDg 
zu  den  Zeitverbältnissen.  In  den  letzten  Tagen  dos  Novembers 
nahmen  sie  einen  acuten  Verlauf,  konnten  dieses  Mal  nichtj^ 
wie-  es  in  den  letxten  Jaliren  giflcklicber  Weise  mebrbcii  der 
Fall  gewesen  war,  durch  einen,  leider  zu  kurzen  und  unvollstiUi- 
digen  Podugraanfall  hinlänglich  abgeleitet  werden,  und  führten 
nach  vielen  Schmerzen  und  Beschwerden ,  welche  der  Leidende 
mit  unübertroffener  Geduld  und  Fassung  ruhig  und  gelassen  er- 
trug, den  traurigen  Ausgang  herl>eK 

Er  wurde  während  seiner  schweren  Krankheit  mit  der  seltensten 
Liebe  und  Sorgfalt  von  seiner  nun  traucniden  Fraa  und  ältesten 
Tochter,  Sophie»  gepflegt  Sein  Creist  blieb  bis  zum  letzten  Au- 
genblicke rege  and  un geschwächt ,  und  noch  am  Abende  vor  sei- 
nem Sterbetage,  da  ich  wie  gewöhnlich  ihm  die  Zeitung  vorlas, 
machte  er  durch  Zeichen  bemerkbar,  welche  Artikel  ihn  vorzüg- 
lich ansprachen,  denn  leider  wurde  ihm,  während  der  letzten 
Hälfte  seines  Scbneraenslagers,  das  Sprechen  sehr  schwer,  und 
iMMslile  jede  direole  Unterbaltiiiig  mit  um  uimOglich. 

Es  wKre  eine  Vermessenhelt,  woHte  Idi  bier  aneii  nur  eh 

Wort  Ober  seine  grossen  Verdienste  um  die  Wissenschaften  hia- 
zufugen;  sein  Verlust  ist  nnersetalicb,  diese  Nacbricbteo  sind 
sprechende  Thaten. 

Altona  185J.  Janaar  5. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  vorzflglich  in 
ihrer  Anwendung  auf  geographische  Ortsbestimmung 
▼on  Dr.  A.  Sawitsch,  Professor  der  Astronomie  an  der 
Icaiserlichen  Universität  zn  St  Petersburg.  Aus  dem 
Russischen  Obersetzt  von  Dr.  W.  C. Götze.  Mit  mehre- 
ren im  Ori gin al w crke  nicht  vorhandenen  vom  Herrn 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erweiterun- 
gen.  Zweiter  Band.   Hamburg.  1831.8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  schon  jetzt  den  aweiten  Band  dieses 
▼ortrefllichen  Werkes,  dessen  ersten  Band  wir  In  Nr.  LIX.  S. 
800.  angezeigt  haben,  den  Lesern  des  Archivs  wiederholt  zur  sor^- 
fsiltigsten  Beachtung  dringend  empfehlen  zu  ki'innen.  Was  wir 
Ober  den  ersten  Band  gesagt  haben,  gilt  auch  ganz  von  dem  vor- 
liegenden zweiten  Bande,  und  Herr  Professor  Sawitsch  hat  sich 
durch  die  Herausgabe  des  nun  in  seiner  Vollendung  Terliegcndeo 
Werkes  iedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erworlien ,  da  uns  kein 
anderes  Werk  beliaont  ist,  in  vrelchem  die  neuesten  Bcobachtungs- 
'  und  liechnungsmethoden  so  vollständig  und  deutlich  entwickelt 
wären  wie  in  dem  vorliegenden,  innerhalb  des  Kreises  nfimlicli, 
den  eich  das  Werk  selbst  geaogen  hat,  indem  es  baopts&cblick 
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die  g«otA»kisehe  OrUbestimmaog  xum  Zweck  hat,  ao  dass  es 
alM  &  0.  ober  dto  BerMimM  der  MmMeii-  md  CoiiMtmlMkaM 
■icbti  enthSit,  was  auch  ieaenfalls  seinen  Um  fang  zu  sehr  ver- 

Sössert  haben  würde.  Eben  so  freadig  wie  i\a^  Verdienst  des 
errn  Verfasser«  erkennen  wir  aber  auch  wiederholt  das  Verdienst 
des  Herrn  Uebersetzers  an,  was  sich  derselbe  nicht  nur  durch 
die  eebr  gate  Oebertregnng  dieeee  Werke  ei»  dem  RnseieelieA 
lD*e  lleeteche  um  unsere  vaterländische  Literatur  inslieeondere, 
sondern  auch  in  allgemein  wissonschaftlichpr  Reziehung  durch 
manche  eigene  Zusätze  zu  diesem  in  so  vielen  Beziehungen  aus« 

Bezeichneten  Werke  erworben  bat.  Wir  können  nicht  umhin,  dem 
lerm  Vetftnecf  tmd  dem  Herrn  fJeberseCter  aefrlchtigst  so  der 
Dunmehrigell  Vollendung  dieses  Werkes  GIflck  zu  wünschen,  und 
wollen  nun  noch  den  Inhalt  dos  zweiten  TheÜe  im  Allgemeinmi 
angeben,  so  weit  es  hier  der  Kaum  gestattet. 

S  L  Fünfter  Abtckniit  Von  den  verschiedenen 
Methoden  der  Länge  nbestimmung;  Dieser  Alisdinitt  ge- 
hört natürlich  zu  den  wichtigsten  des  f^anzen  Werks,  und  ist 
auch  auf  eine  dieser  grossen  Wichtigkeit  ganz  entsprechende 
Weise  behandelt  worden.  L  Längennestimmung  dnrcb  Chrono» 
meCerdbertragungen  (Hier  auch  s.  B.  von  S.  13.  —  IL  !€•  MlJelNSff 
eine  beauenie  Methode  zur  Bestimmung  der  sogenannten  persön- 
lichen Gleichung,  welche  zwischen  verschiedenen  Beobachtern 
stattfinden  Icaun'').  —  II.  Bestimmung  des  Längenuoterschiedes 
dnreb  besondere  momentane  Signale,  und  zwar  entweder  durcb 
Puiversignale,  oder  mittelst  electromagnetisciier  Telegraplien» — 
III.  Allgemeine  astronomische  I^Iethode  zur  Längen bestioimung. 
Istens  Berechnung  der  Länge  au«i  Mondfin^iternissen  und  aus  den 
Vertiosterunsen  der  Jupiterstrabanteiu  2teos.  Berechnung  der 
Linge  me  den  Sonnenfmstemiaaen  nnd  aus  den  Bedeckungen  der 
Sterne  nnd  Planeten  durch  den  Mond.  Man  wird  hier  Alles  linden, 
was  über  diesen  wichtigen  Gegenstnrx)  bis  jetzt  bekannt  und  wirk- 
lich praktisch  anwendbar  ist.  Insbesundere  machen  wir  auch  auf 
die  von  S.  1^.  aogeaebene  Darstellung  der  ^Gaust^iscbeo  Methode» 
den  Verlane  einer  Sonnenfinstemies  anf  der  Erde  dberfaaupt  an 
berecbnen**  aafnierkj»an) ,  welcher  der  Herr  Uebersetzer  zugletcb 
einige  eigne  werthvnlle  Zusätze  (Methode  de»  Uebersetzers  zur 
Berechnung  des  Anfangs  und  des  Endes  der  Finsterniss,  so  wie 
der  grössten  Phase  ,  mit  Hülfe  der  Gaussischen  Methude, 
Beispiel  das«)  l>eigegeben  bat  Aasserdem  bat  derselbe 
nach  dieser  Methode  die  totale  Sonnenlinsterniss  am  28sten 
Juli  •  I85L  auf  ^.  ]89.  ff.  berechnet,  und  dadurch  die  prak- 
tische Anwendbarkeit  derselben  in  ein  sehr  helles  Licht  ge- 
setzt Auf  iS.  133.  wird  gesagt,  dass  diese  Gaussische 
.  Metbode  zoerst  in  der  Dissertatfon  des  Herrn  6.  F.  Ursin:  De 
eclipsl  sülari  die  7.  Septenibris  18*20.  apparitura.  Uaf- 
niae  1820.  näher  erläutert  worden  sei.  Die  Methode  kann  mit 
dem  Namen  einer  Projectionsmethode  belegt  werden,  und  als 
Proiectionsebene  wird  (S.  133.)  die  Ebene  angenommen,  welche 
seDkrecht  anf  der  Linie  zwiseben  dem  MitteTpankte  der  Sonne 
und  der  Erde  steht  und  in  der  Nähe  der  Conjunction  des  Mondes 
mit  der  Sonne  durch  den  Mittelpunkt  des  Mondes  geht.  Vielleicht 
dürfte  es  aogemeasen  aein»  bei  dieaer  Geiegenbeit  an  eine  aeban 


Digitized  by  Google 


ASS 

im  Jahre  1812.  ereehSenene  Dkeertetiea  des  Herrn  ^hileMoni 

Gerlin:;  in  Marburg  zu  erinnern,  welebe  deo  Titel  bat:  Me- 
thndi  p  rojectionis  orthographicae  usum  ad  caiculos 
parallacticos  tacilitandos  explicavit  »iniulque  eclip- 
sin  solarem  die  V  II.  Septbr.  1820.  auparituram  hoc 
medo  traetatam  mappaque  geographica  illaetrataNi 
tanauam  exeinplum  exposuit  Chrietiaoae  Ludovicua 
Gerling.  Gottingae.  181 2.  4.  In  dieser  Dissertation  sagt 
der  Herr  Vf.  über  die  angenommene  Projectionsebene  aiil  p.  ±: 
„Quanquam  vero  ipsa  haec  prtnectionis  methodus  ab  aiiis  aliter 
tractetor»  ot  pestea  videbimni»,  &aieo  inter  onmee  coaveolt  vwm 
idemqae  planum  eligere,  ad  quod  omaia  paocta  in  hac  quaesfioae 
obvia  perpendiculisaemissis  referantur,  planum  puta,  in  lineam  re- 
etam  iixae  occultae  vei  solis  eclipsin  aut  transitum  patientis  cen- 
trum  cum  terrae  centro  jungentem,  perpendiculare.  In  sequeutibus 
vero  patebit,  ez  lonumerla  lie  planis,  quae  halc  ooaditioDi  satis- 
fiicimit,  optliiie  id  eligi,  qood  ipsan  lanae  vel  planetae  solle  dieeooi 
transmigrantis  centrum  transiens,  corporum  norum  orbitas  carvi- 
Uncan  ita  seqiiatur,  ut  Semper  sibi  ipsi  parallelum  moiveatur*'  — 
Die  Methode  der  Längenoestimmung  durch  Mondscuiminationeu 
bat  in  dieser  Nr.  III  des  fllnftea  Abechoitte  auch  elae  Stelle  mt- 
iiinden,  und  man  findet  bier  eine  sehr  deetlicbe  Darstellung  der 
betreffenden  Methoden  von  Nicolai,  Struve,  u.  s.  \v.  —  Sechster 
AI)  schnitt.  Von  der  Berechnung  trlgonome  t  ri  sr  h  er 
Messungen.  Ausser  den  gevvuhulicheren  Methoden  bauptsäch- 
Heb  diaMetbodea  von  Besse!  aod  Ganss,  Reductloii  des  ^bi- 
riselm  Ezcesees,  kürzeste  Entferoung  zweier  Punkte  auf  der  Erde, 
deren  geographisrhe  Lage  gegeben  ist.  u.  s.  w.  —  Erster  An- 
hau  (j.  lies  cb  re  i  bu  n  g  und  G  ebr  au  ch*  des  Spigc  Is  ex  tan- 
ten.  Sehr  ausführlich,  deutlich  und  praktisch.  Hierin  verscliie- 
deae  MetbodeD  der  Breiten*  nadLSasenbestiiBniinig,  bei  denen  der 
Spiegelsextant  bauptsächlich  Anwenoiuig  findet.  Correspondircnde 
Hohen.  Circummeridian- Höhen.  Zwei  ausserhalb  des  Meridians 
gemessene  Höben.  Gaussi  sehe  Methode  die  Polhuhe,  die 
Uhrcorrection  und  den  Fehler  des  Instrumentes  aus  den  Zeiten 
abzttleitea,  wo  drei  verscl^edene  Sterne  eiaerlet^flGbe  erreicbea. 
Knorre*s  allgemeine  Anllusong  dieses  Problems,  sowohl  Rlr  den 
Fall,  dass  nur  drei  Sterne  beobachtet  wurden ,  als  auch  für  jede 
beliebige  Anzahl  von  Sternen  (Herr  Professor  Anger  in  Danzig 
hat  in  den  Schriften  der  dortigen  naturforschenden  GesellschaK 
aacb  eine  AnflOsung  dieses  Problems  gegeben,  wo,  so  viel  ans 
jetzt  erinnerlich  ist,  auch  schon  der  Fall  einer  grösseren  Anzahl 
von  Sternen  ausfiibrllche  Berücksichtigung  gefunden  hat.),  ße- 
stinunung  des  A/.imutbs  terrestrischer  Gegenstände  mittelst  des 
Spiegelsextanten.  Bestimmung  der  geographischen  Länge  durch 
Monddistansen.  Bor  da's,  Bossels  Bletboden  u.  s.  w.  Zweiitr 
Aiihmifj.  Von  der  Interpolation.  Alles  praktiseb  Wichtige 
enthaltend. 

Man  wird  aus  dieser  Inhaltsangabe,  in  welcber  der  Hoscbriinkt- 
heit  des  Raumes  wegen  bei  Weitem  nicht  alles  Wichtige  Platz 
finden  konnte,  gewiss  die  Reichhaltigkeit  dieses  Werks  erkennen, 
und  unser  Crtheil  gerechtfertigt  finden,  dass  dieses  Werk  in  dem 
KTcisc,  welchen  es  sich  selbst  gezuir^n  hat,  die  vollständigste 
Bearbeitung  der  praktischen  Astronomie  Uofert,  welche  wir  bis 
jetzt  besitzen. 
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JLUerariüclier  Berielit. 

n  e  eb  a  n  1 M. 

Der  Attraction  scalcül.  Eine  Monographie  von  Dr. 
Oskar  ^chloxnilch,  Prof.  der  höheren  Mataematik  und 
der  analytlsclieii  Mechanik  an  der  K.  SSche.  tecbn. 
Bildungsanstalt  zu  Dresden.  Mit  einer  Figuren  tafel. 
Halle.  Drück  und  Verlag  von  H.W.  Schmidt  1651.  - 
68.  S.  in  Octav. 

(Angezeigt  vom  Herrn  Profeeeor  Dr.  Mobioe  in  Leipzig.) 

Eine  '  mit  der  an  Ihrem  Verfasser  gewohnten  Klarheit  und 
SchSrfe  geschriebene  Abliaudlung.  Sie  zerlallt  in  zehn  Paragra- 
phen: §.  1.  Allgemeine  Begriflfe  und  Formeln;  $.  2.  Anziehung 
sehr  ueit  von  einander  entfernter  Massen  :  §.  3.  Anziehung  des 
abgestumpiten  Kegels;  4.  Auziehuns  der  Kugel  undKu^elscbaale. 
Der  flbriee  Theil  der  Schrift  behanoelt  das  so  vielseitig  schon 
in  Angriff  genommene  Problem  der  Attraction  eines  Ellipsoids: 
§,  5.  Anziehung  des  homogenen  dreiachsigen  Ellipsoiils ;  5.  0.  For- 
meln für  das  I^otationsellipi^oid ;  §.  7.  Das  Heductlonsthooreni  von 
Ivory.  Der  in  diesen  §6.  vom  Verf.  eingeschlagene  Weg  ist  deroje- 
n^en  Shniich,  «reichen  Poisson  In  seinem  TriUw  de  Mecanique,  2. 
ddit.)  Tome  I.  Seite  185.  und  folg.  genommen,  nur  dass  H.  iSchl. 
den  Gegenstand  auf  eine  für  ^en  Anfänger  fasslichere  Weise 
darzustellen  und  die  Schlüsse  hier  und  da  schärfer  zu  begründen 
sucht. 

In  den  drei  noch  librieren  (S.  9.  10.)  denkt  sich  der  Ver- 
fasser  des  EUipsoid  durch  l^'läclien,  u  eiche  seiner  Oberfläche  ähn- 
lich und  mit  ihr  concentrisch  sin<l ,  in  unendlich  dünne  Schichten 
zerlegt,  und  nimmt  an,  dass  die  Dichtigkeit,  tvelche  im  Vorherge- 
benden ffir  alle  Punkte  des  Ellinsoids  dieselbe  war,  von  einer 
Schicht  zur  anderen  nach  einem  Deliebig  gegebenen  Gesetze  Ter- 
nntlerüch  sei.  Um  nun  auch  die  von  solch  einem  nicht  homoge- 
nen EUipsoid  auf  einen  in  seinem  Innern  oder  ausserhalb  liegen« 
den  Punkt  ausgeübte  Anziehung  zu  bestimmen,  beginnt  der  Ver- 
faaeer  den  Caicul  ganz  von  Neuem,  wobei  er  sieh  des  von  Le- 

Baud  XVI.  '  (»4 
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jeune  Pirichlet  erfundenen  and  von  diesem  (wie  aus  Crelle's  Jour- 
nal für  Math.  XX.  Band»  8eite  276.  zu  ersehen)  beim  bonof^nea 

£Hij).<s(>i(l  in  Anwendung  s:ebr.R'hten  KunstgriflTs  bedient»  \relcher 
dann  besteht,  dass  man,  um  «leii  Worth  «  icies  bestimmten  Integrals 
zu  (iuilen,  dasselbe  mit  einer  discuntinuirlichen,  gleicbfalls  als  be- 
stimmtes Intesral  ausgedrilcleten  Function  multf plicirt ,  welche  in- 
nerhalb der  Grenzen  des  ersteren  Inte(^ral8=  I ,  über  dieeelbeii 
hinaus  aber  =0  ist.  Er  gelaiiiif  auf  sulche  Weise  zu  einer  For- 
mel (iio.  07.),  weiche  die  Anzichiirii;  fies  Punktes  durch  ein  ein- 
faches bestimmtes  integral  ausdrückt,  dessen  Grenzen  durch  die 
Lage  des  Punktes  gegen  das  £IKpsoid  bedingt  werden.  Hieraus 
leitet  er  schlüsstieh  ein  sehr  beroerkenswerthes  Theorem  ab,  wel- 
ches eine  Verallgemeinerung  des  schonen  von  Legendre  zuerst 
nur  für  das  !Jotationselli|»soi(l  und  später  von  Laplace  allgemein 
filr  jedes  homogene  tillipsoid  bewiesenen  Theorems  ist:  dass  die 
Anziebonfnr  eines  Sosseren  Ponktes  Ton  einem  Ellipsold  dieselbe 
Richtung  hat,  uic  die  Anziehnnff  desselben  Punktes  von  einem 
zweiten  mit  <lein  ersferen  cnnfocalen  Ellipsoid ,  dessen  Oberfläche 
durch  diesen  l'unkt  geht,  und  dass  sich  unter  der  Voraussetzung. 
daAs  lieide  Elliusoide  einerlei  Dichtigkeit  haben,  die  Auziebungeu 
selbst  wie  die  Volumina  der  beides  EUipsoide  verhalten.  Dieser 
Satz  gilt  nämlich,  wie  H.  Schi,  seigt»  wCrtlicb  auch  dann»  wesa 
♦  man  statt  die  zwei  Ellipsoide  homogen  unrl  gleich  dicht  vorauszu- 
setzen, anniunnt,  «lass  —  wie  sich  Ref.  ausdrücken  m«ichte  —  bei 
dem  einen,  wie  bei  dem  anderen  b^lliusoid  die  Dichtigkeit  in  jedem 
Punkte  eine  nnd  dieselbe  Function  oes  Verhiltnisses  ist,  is  wsl* 
chem  der  vom  Lremeinschaftlichen  Mittelpunkte  der  Eliipsoide  bis 
an  den  l*unkt  u:czf»G:etie  Radius  zu  dem  über  den  i^unkt  hinaus 
bis  an  die  OIxTllacbt;  des  betrefl"enden  Ellipsoids  \ tTliingerlen 
liadius  steht.  ISur  muss  Ket.  hierbei  noch  bemerken,  dass  auf 
Seite  43  unten,  wo  in  drei  Zeilen  auf  das  in  der  €iesehidite  dieser 
Untersuchungen  Rpochs  machende  Legendresche  Theorem,  als 
eine  einfache  Folgerung  aus  dem  allgemeineren  Theorem,  hinee 
deutet  wird,  der  Name  Legendre's  mit  zu  nennen  gewesen  wäre, 
indem  ohne  solches  es  scheinen  mu«s,  als  ob  U.  Schi,  jenes  Theo* 
rem  als  schon  entdeckt  nicht  gekannt  habe. 

Die  Geschicklichkeit,  welche  H.  Schi,  bei  der  Entwiekelung 
seiner  Formeln  fSr  das  nicht  homogene  Ellipsoid  durch  mannig- 
(aclie  zum  Theil  sehr  kunstreiche  Transformationen  bestimmter 
Integrale  beweist,  verdient  rühmliche  Anerkennung.  Dasjfi  aber 
dadurch  die  Theorie  der  Attraction  des  Ellipsoids  eine  wesentliche 
Bereicherung  erhalten  habe,  wie  doch  der  Leser  naeb  der  der  Schrift 
vorausgeschickten  kurzen  Einleitung  eu  erwarten  berechtigt  ist, 
muss  iieferent  in  Abrede  stellen.  Denn  die  das  I^ndresultat  in 
sich  fassende  Formel  iNo.  97.  ist  nach  Wegiassung  des  Integral* 
Zeichens  vollkommen  einerlei  mit  der  schon'  vor  längerer  Zeit  von 
Poisson  gegebenen  Formel  iur  die  Attraction  einer  unendlich  dün- 
nen von  zwei  concentrischen  und  einander  ähnUcheo  Ellipsoideo« 
Hachen  begriinzten  Schicht  auf  einen  liusseren  Punkt,  wenn  diese 
Formel  noch  mit  der  die  Dichtigkeit  der  Schiebt  ausdrückenden 
Function  moltipiicirt  wird. 

Man  findet  diese  Ptoisses'scbe  Formel  fibeiMs  sfaibeb  herge- 
leitet in  einem  Aufoatse  Plaiia*s  in  GreUs*s  «fourssl,  ZX.  Baod, 
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Seite  217.  und  218.  Sie  erpebt  sich  hiernach,  wenn  man  /.u»T.st 
mit  Hülle  des  ivory 'sehen  Ibeureius  dieFonuei  li'ir  die  Attructioii 
eines  EIDpsoids  auf  einen  Susseren  Punkt  entwickelt  (Legendre 
Trait^  des  fonct.  eHi|»t.,  Tome  I.,  pag.  5S4),  und  sodann  diese 
(das  Jjegendre'sche  Tliporem  in  sich  s<hlicssende)  Formel,  nach- 
dem sie  aul"  passende  Weise  umjjt'bildet  worden ,  nach  don  Di- 
mensionen des  Eiiiusoids  unter  der  Uypothotse  differentiirt,  dass 
letzteres  sich  ähnlich  bleiben  «oll.  —  Mit  Anwendung  dieses 
VerfLihrens  wOrdeo  sieh  die  zur  Schlussformel  Nr.  IC  nöthigen 
'  Entvvickelunjren,  wozu  H.  Schi,  den  Raum  von  Seite  33.  ois 
41.  und  in  hinzugefügten  an  sich  sehr  schützenswertheii  Noten 
voo  Seite  51>  bis  5^.  verwendet,  auf  etwa  vier  Seiten  haben  re- 
dselreD  lass^  Bl 


Ura  nos.  Synchronisch  ge<»rduete  Ephemer!  de 
aller  liinimelserschein  ungen  des  Jahres  1851,  erstes 
Semester.  Vom  Jahre  184d'an  herausgegeben  von  der 
Königlichen  Universitftts-Stern warte  an  Breslau. 
Sechster  Jahrgang.   Breslau.  Jööl. 

Zweck  und  Tendenz  dieser  sehr  eni|»(ehlenswerthen  Epheme* 
ride  sind  aus  un.seren  früheren  Berichten  hinreichend  bekannt. 
Wir  machen  aber  daraul  aufmerksam,  dass  von  jetzt  an  die  gewiss 
sehr  zweckmässige  Einrichtung  getroflfen  worden  ist,  dass  die- 
selbe in  s€fchs  Monate  umfassenden  Heften  erscheint  Diese  Ein- 
richtung wird  der  weiteren  Verbreitung  dieser  Ephemefide  ^etviss 
sehr  förderlich  sein,  da  die  einzeloen  Monate  nun  frfiher  m  die 
IJäiide  der  Beobachter  gelangen. 


P  Ii  y  s  I  k. 

Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  ihren  Aul  lös  un  gen.  * 
Zum  Genrauch  fflr  Lehrer  und  ScbOler  an  höheren  Un- 

terrichtsnnstalten  und  besonders  beim  Selbstunter- 
richt bearbeitet  von  Dr.  C.Fliedner,  Hauptlehrer  an  der 
Realschule  /.u  Hanau.  Mit  91  Holzschnitten.  Braun- 
schwei    I  <s.')  1.8. 

I)i('s<>  Sammlung  von  vorzugsweise  aus  dem  Gebiete  der  ma- 
tbematiscben  Physik  entnommenen  Aufgaben  scheint  uns  ihrem 
Zweeke  recht  wohl  so  entsprechen»  und  verdient  Lehrern  der 
Physik  2nir  Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Die  Auflosungen 
sind  beiLCofu'st.  Die  Aufiraben  bctrcffpn :  Bewegung  der  Körper. 
Maass  der  Kräfte  und  ihrer  Leistungen.  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  Kräfte.  Sehwerpun1(t  und  Trägheitsmoment.  Ein- 
fache AlUschloen.  Centrifugal-  nnd  Centripotalkraft.  Wirkungen 
der  Schwerkraft  bei  Bewegungen  auf  vorgeschriebenem  Wege  (Pen- 
del). Stoss.  Reibung.  Festigkeit,  (iieichuou  irbt  und  Druck 
tropfbarer  Flüssigkeiten  in  GeHisseo.     Gleichgewicht  zwischen 
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tropfbaren  flüssigen  und  festen  Kr»rpern.  »Specitisches  Gewicht.  Be- 
wegung des  Wassers.  Gieicheewicht  uod  Druck  der  Luft.  SchalL 
Ausdehnung  der  Korper  darcn  die  Wfirme.  Wärmecapacität  oad 
AenderuDS  des  Aggregatzustandes.  Dämpfe,  besonders  Wasser« 
dämpfe.  Verbrennung  und  Heizung.  Geradlinis:e  FortpÜanzong 
des  Lichts.  Sehwinkel.  Schatten.  Geschwindigkeit  des  Licht«. 
Photometrie.  Reflexion.  Brechung.  Linsengläser.  Optische  In- 
straroente.  Afagoetiamus.  EleetrIcitSt 

Durch  grössere  Reichhaltigkeit  und  thcihveise  irrössere 
Schwierigkeit  der  Aufgaben  scheint  diese  Suuimtung  \  urzüge 
vor  der  nrQher  eiaehieoeoen  Sammlang  physikalU^er  A«f- 
gaben  vod  F.  Kries.  Jena  1843.  za  haben. 


Termlsclite  üehrlfiteB. 

The  Cambrid  i^e  and  Dublin  ni athema  tical  Journal. 
V  Edited  by  W.Thomson,  M.A.  F.  R.S.  E.  Vergl.  Liter.  Bericht 
Nr.  LVI. 

(Leider  ist  ont  Nr.  WIV.  diese«  aasgezeichnetoB  Joarnals,  U  Ahr- 
acheinlich  dardh  ein  Versehen,  noch  nicht  sagagaagVB»  and  wifd  dwhm 
später  noch  angezeigt  werden.) 

No.  XXV.  On  certain  General  Properties  of  Homo^eneMt 
Functions.  By  J.  J.  Silvester.  —  On  the  f ntersections  of 
Two  Conics.  By  J.  J.  Sylvester.  —  On  certain  „Loci"  con- 
nected witb  the  Geodesic  Lines  of  Snrfacee  of  the  Second  Order. 
By  John  Y.  Ratledge.        Two  Arlthmetical  Theorems.  By 

Benry  Wilbraham  O^ieee  Theoreme  sind  folgende:  L  Lei  m 

l 

be  any  numher  not  divislble  by  2  er  5,  iund  snppose  ^  wben  re- 

duced  to  a  circulating  decimal  to  have  a  recurring  periud  ot  p 
digits;  and  let  N  be  any  other  nonfber,  in  itbich  the  number 
of  digits  is  greater  than  p:  if  iV  be  marked  off  Into  periods  of  p 
digits  each  (beginning  at  the  units),  aud  these  several  periods, 
each  considered  as  a  number  consistiiig  of  p  digits,  be  added 
together,  and  the  suni  be  n;  theu,  if  n  be  divisible  by  m,  ßi  also 
will  be  divleibie  thereby ;  and  if  n  be  not  ao  Aviaible,  the  reniain- 
der,  on  dividing  it  by  m .  will  be  the  same  aa  that  foand  on  di- 
viding  xV  by  m;  or  in  other  words,  »will  be  congruous  to  iV  with 
reepect  to  the  modulus  m.  —   11.  If  m  be  a  priiiae  number»  and 

p  be  an  even  nomber,  N  may  be  divided  Into  perioda  of  ^p  di» 

Sita  each;  and  of  these  periods,  if  the  Ist,  3rd,  5th,  etc.  be  ad- 
ed  together  and  also  th«'2nd,  4tb ,  6th,  etc.  and  the  latter  sooi 

sul)tracted  froin  the  forraer,  and  the  difl^erence  be  calied  n ;  then, 
as  in  the  formcr  theoreni ,  m  uill  yield  the  same  reniainder  as 
on  division  by  i».    If  ii  be  negative  and  not  divisible  by  tu,  the 
proper  remainder  is  the  difference  between  n  and  the  multiple  ef 
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m  iicxt  above  it  numerically.)  —  Application  of  Combinations 
to  the  Cxplanation  of  Arbogasts  Method,    By  Professor  De  Mo r- 

Sau.  —  Notes  00  Lagrange  s  Theorem,  ßy  Artbur  Caviey. — 
In  a  double  Infinite  Serie«.  By  Arthur  Cayiey.  —  Laws  en 
tbe  Elasticity  of  Solid  ßodies.  fiy  W.  J.  Macqiiorn  Rakine. — 
Matbeniatical  Notes:  I.  A  Üemonstratioii  of  Taylor's  Theorem. 
By  Homershani  Cox.  II.  Demonstration  ofthe  knoun  Theorem, 
that  tbe  Aritbmetic  Mean  between  any  number  of  Positive  Quan- 
tities  is  greater  than  tfaeir  Geometrie  nlean.  ßy  A  ThaGkar.— 
Od  Ihe  Construction  of  the  Ninth  Point  of  Intersection  of  Tvro 
Cnrves  of  the  Thlrd  Degreo.  ^vhen  the  other  Eight  Points  are 
i;iveii.  ßy  Thomas  Weddie.  —  On  the  Tbeory  of  Liuear 
Traiisformations.    ßy  G  e  o  r  i,f  c  ß  o  o  l  e. 

(The  Kext  iNumber  will  be  Publisbed  oo  tbe  Ist  of  May.) 


Verba ndlun gen  der  schvveizeris eben  naturforscb en- 
den Gesellschaft  bei  ihrer  VersaninluDg  in  Aaraa 
am  5.  6,  7  Aagast  18S0.  3Öste  Versammlung.   Aarau  8. 

Von  den  grosseren  in  diesem  Hefte  enthaltenen.  Abhandlun- 
gen machen  wir  auf  die  folgenden  aufmerksam: 

Vortrag  des  Herrn  Leopold  von  Bueh:  Ueber  einige 
Rieseothiere  der  Vonvelt 

Prof.  C.  F.  8ehOnbein:  Ueber  den  Einfluss  des  Lichtes 
auf  die  chemische  Thätigkelt  des  Sanerstofls. 

Prof.  Müllinger:  Ueber  einen  Uuiversalzirkel. 

■ 

Prof.  Monsson :  Ueber  die  Whevreirschen  oder  QneteieCschen 
Streifen« 

Ausserdem  findet  man   in  diesen  Verhandlungen  S.  157.  — 

S.  169.  eine  interessante  Lebensbeschreibung  des  zu  ßern  ver- 
storbenen verdienten  Professors  der  iMatbematik  .1  o  han  n  Fri  e- 
dricb  Trech sei  daselbst,  aus  welcher  wir  die  folgenden  kurzen 
Notizen  ausheben. 

Johann  Friedrich  Trechsel  wurde  am  4ten  März  tllii 
in  der  Bemischen  Municipalstadt  ßurgdorf  als  das  jfingste  yob 
zwSlf  Kindern  i^cboren.  Schon  im  13ten  Jahre  bezog  er  die  hö- 
here Lehranstalt  zu  Hern,  mit  dem  Vorsatze,  Theologie  zu  stu- 
dircn.  Später  wandte  er  sich  auf  den  Rath  des  Professors  Ittb 
mehr  dem  Studium  der  Mathematik  zu,  in  welcher  Tralles, 
nachheriges  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Ber« 
lin,  sein  Lehrer  war.  Im  Jahre  1805  erhielt  er  die  Profe^^sur  der 
Mathematik  an  der  am  2ten  iVovomhpr  des  irenannten  .lahres  er- 
richteten (im  Jahre"  1JS34  zu  einer  Universität  erhobenen)  l>erni$chen 
Akademie,  und  im  Jahre  1812  auch  noch  die  der  Physik.  Trech» 
sei  besass  ein  ausgeselchnetes  Lehrtalent,  und  hat  sich  sowohl 
ids  Lehrer,  als  auch  namentlich  durch  die  trigonometrische  Auf- 
nahiiK»  des  Kantons  Bern  um  sein  Vaterland  sehr  verdient  gemacht, 
da  er  auch  stets  den  lebhaftesten  Autheii  an  dessen  politischen 
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SeMekialen  nahm ,  uod  nebeu  seinem  Lehranite  oft  noch  üffentlicbe 
bürgerlicbe  Aemtef  bekleidete.    Sein  Charakter  wird  in  dieseoa 

Nekrolos;  nl«  ein  bScbst  liebensuiirdiuer,  in  jeder  Beziebang 
buchst  ehrenwerlher  i^eschildert.  Die  Treue  in  jeder  Hezit'hiin» 
galt  ihm  für  das  Hö(-h.ste  im  Lieben,  und  er  iiat  sie  geüiit  nie 
Wenige,  sagt  sein  Biugruuh.  i\lit  vielen  der  berübmtesten  Ge> 
lehrten  des  In-  und  Anslandee  stand  er  in  lebhafleni  wissen- 
schaftlich pii  Vorkehr.  !^eiiie  sonst  felsenfeste  Gesundheit  wurde 
spfitorhin  theils  durcli  die  Anstrcnpiiisen  l»ei  seinen  ^eod.-itischen 
Arbeiten,  theils  durch  nuincheriei  erlittene  Kränkungerj  und  ihn 
betroffene  Unglücksialle  geschwächt.  Er  starb  am  20sten  Novem- 
ber 1849  früh  am  7  Uhr  im  74sten  Lebensjahre  nach  kurseai 
Krankenlager.  Der  Rednw  an  seinem  Grabe  scbloss  mit  dem 
mit*  vollem  Rechte  auf  ihn  anwenflharen  Bibelwortc:  ,,Sein  Ischen 
ist  küstliGh  gewesen,  denn  es  ist  lauter  Mühe  und  Arbeit  ge- 
wesen.'* 


J  aliresberichi  der  Fürttlieh  J  ab  lonowski'sdien  6r>- 
selhehaft  Leipzig,  im  Märt  1851.  (Soweit  derselbe  «Se 
Mathematik  hetriii). 

l.  Bericht  über  die  im  JahrevlSSO  eingugaogeneo 
Preisbe%verbaDgsschriften. 

Ueher  die  zuerst  im  Jahre  1849  gestellte,  und  darauf  im  Jaiire 
1850  wiederliolte  Preisauft^abe: 

Unter  den  von  den  Alten  erwähnten  Sonnen-  und  Mondßl^ 
,,sternissen  die  beachtenswertbesten  von  ISeuem  zu  prü* 
„fen»  und  nach  den  Principlen  der  Wahrscheinlichkeitsredh- 
„nung  zu  entscheiden»  oh  und  welchen  Einfluss  eine  angemes- 
,,sene  Beriicksichtiunnj?  derselben  auf  die  Bestimmung  der 
„Mondelemente,  insbesondere  der  Knoten,  haben  würde" 

ist  der  Gesellschaft  nur  eine  einzige  Bewerbungsschrift  anter  dem 

Titel  : 

„Astronomische  Untersuchungen  über  die  Mondfinsternisat 

„des  Almagest*' 

und  mit  dem  Motto 

,,Mullifonni  lifitn  nmbnge  ton^it  iiujcuin  cnuiemplantium  el  prosetwuttk 
.,sidns  iunorari  mnxiine  iiuliommlium.  (I'lin.  II.  >.  II,  9.)'- 

zugesendet  worden.  Der  Verfasser  dieser  Abhandlung  hat  nun 
zwar  die  gestellte  Frage  nur  theiiwcise  beantwortet,  indem  er 
Sonnenfinsternisse  gar  nicht,  und  von  den  Mondfinsternissen  htos 
die  19  im  Alma^Mt  venEeicbnef(Mi  berOcksichtigte.  Da  sich  fedoch 
seine  Schrift  bei  genauerer  Prufuntr  in  ihren  Angaben  als  sehr  zu- 
verlässig erwies,  da  sie  den  fieaenstatid  mit  Gewandtheit  und 
ricbtiseni  Tacte  behandelt  hat,  und  die  darin  enthaltenen,  mittelst 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gefundenen  Correetienen  Jer 
mittleren  Bewegungen  des  Mondes  und  seiner  Knoten  von  nicht 
ttoerheblicheni  Interesse  erscheinen,  so  fand  sich  die  (iesellsrhaft 
bewouen.  dem  Veriasser  zwei  Drittel  des  ausgesetiten  Preises 
als  Acccäsit  7.u£uerkenucn. 
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Bei  Ernffoung  des  verslegeken  Zettels  ergab  sieb  als  der 
Werfasiier  dieser  Abhandluag 

Juli  u  s  Z  r  r  h  , 
Dr.  pbii.  in  Stuttgart. 

II.  Preisfrage  fiir  das  Jabr  1852. 

Aus  der  AstroDomie.  Für  das  Jahr  1852. 

Der  Verfai^^äer  der  von  uiisrer  Gesellschaft  in  diesem 
Jahre  mit  dem  Accessit  ausgezeichneten  AbhandJan«^  „über 
die  MoudUnsternisse  des  Almagest'^  Herr  Dr.  Zech  in  Stutt- 
j[art,  bat  durch  Berechnung  dieser  Finsternisse  mittäst  der 
iJanioiseau*schen  Mondtafeln  als  ziemlich  sichres  Resultat 
•zofunden  ,  dass  in  genannten  Tafeln  die  hundertjährige 
Kiioteidjeweyung  des  Mondes  um  etua  l',7  zu  vermindern,  also 
=  134^  8^15''  zu  setzen,  und  die  hundertjährige  mittlere  Bewegung 
des  Mondes  nm  etwa  0^,5  za  Vermehren,  also  =  307**  W  li* 
anzunehmen  sei.  f)a  mit  Anwendung  dieser  Correctionen^  welche 
den  bekannten  Airy'schen  nahe  kommen,  es  Herrn  Zech  gelungen 
i^t,  die  10  Finsternisse  des  Almagest  im  Ganzen  sefir  hefriediijcnd 
durch  Rechnung;  darzustellen,  so  iindet  sieh  die  GeseUscbaft  ver* 
aolasst,  folgende  neue  Preisaufgabe  vorzulegen : 

„die  unten  verzeichneten»  auf  zuverlässigen  Angaben  von 
Schriftstellern  des  classischen  Alterthums  beruhenden  Finster- 
nisse nach  den  Damoiseau'schen  Mondtafeln,  mit  Hinzufil» 
enng  der  vorbemerkten  zwei  Correctionen  zu  berechnen,  da- 
forn  jedoch  die  Resultate  der  Rechnung  nicht  eine  zureichende 
üehereinstimnuing  mit  den  Ansahen  der  Schriftsteller  zeigen 
sollten,  zu  untersuchen,  ol»  und  welche  mit  der  historischen 
Chronologie  vereinbare  Aiiäuderungen  der  fiir  jene  Finster- 
nisse seither  angenommenen  Jahre  etwa  zu  befriedigeiiderea 
Ergebnissen  iilbren  mochten.^ 


Verzeichttiss  der  zu  berechnenden  Finsternisse. 

1.  ©  F-  zu  Sardes,  im  zeitigen  Friihjahr,  Ol.  74,  4. 

Herod.  7.  37.  (Schol.  Aristid.  \k  222)  450(0  vorChr. 

2.  0  r.  zu  Athen,  nach  Mittag,  im  Sommer 

Oi.87,2.  Tbnk.  %  Sa  3.Aug.431     „  „ 

3u  ©  F.  zu  Athen,  im  Anfange  des  Frühjahrs 

Ol.  88,  4  Thuk.  4,  62.  20.M&rz424  ^ 

4.  3)  F. '/II  Syrakus, im  SpätsommerOI. 91,4.- 

Tliuk.  7,  50.  Plut.  iNik.  -23,  28.  27.Aug.413    „  „ 

5.  })  1''  7Ai  Athen,  Abeods,  OL  U3«  3.  Xen. 

Hell.  1,  6,  1.  l5.A|iril40r)  „  „ 

0.  0  F.  zu  Athen  Ol.  04,1. Xen.  Hell.  ^,3,4.  2.6ept.4(M  „  „ 
7.  0  K.  in  Briotien,  iniSommer  01.bü,Ü.Xen. 

Hell.  4,  3,  10  13.Ang.aM  „  ,. 
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8.  })  F.iaArbela,aml6.BoedrottiaiiOl.ll% 

2.  Plut.  Alex.  31.ArriaiuAiial>.  3,  7,  6 
u.  15,  7.  Vgl.  Ptolem.  Geogr.  i,  4.  Püd. 
bist.  nat.  '2.  70. 
9«  0  F.  zui.scheii  Sicilicii  und  Al'rica  Ol. 
117,  2.  Diüd.  20,  0.  Ju^l.  22,  0. 

10.  F.  in  Makedonien,  am  3.  rOiii.S6ptbr.  586 
n.c  Cic.  d.  rep.  1,  15.  Pliii.  %  l2.Plat 
Aeni.  Paul.  IT.  Liv.44,3T. 

11.  })  K.  in  Paunooien.  Tac.  Aoo.  1,28.  Dio 

Cas.s.  57.  4. 

12.  0  F.  zu  Rom.  Tac.  Ann.  14, 12.Plin.  b.  n. 

2.  70.  Dio  Casa.  6i;  16. 

13.  3)  F.  SU  Rom  .  ,      , .        »  o  n 

14.  0  F.  daselbst  i  ^ 

15.  0  F.  in  SiciUen,  nm  Mittag,  Firmic  Mat. 

a«tr.  1.  2. 

10.  0  F.  inMesopotamien,  bei^ionueDinfgang. 
Ammian.  Marc.  \10,  3. 


2aSept331  vorChr. 
14.  Aug.  310 


21.Jaoil68 

26.Sept  14QacbChr. 


90.  April  89  „ 

4.  Biära  71  „ 

10.  Man  —  „ 
17.  Juli  334 

27.  Aug.  360  „ 


99 
99 

99 
99 


Die  Prei»bewerbungascbriften  sind  in  deutscher,  latei* 

nischer  oder  fransuaiacher  8|)raclie  an  Terfassen.  müssen 
deutlich  i^eschriehen  und  pagin irt,  ferner  mit  einem  Mfitto 
versehen  und  von  einem  versiegelten  Zettel  hegleitet  sein,  der 
aus^'cndi^  dast^elbe  Motto  trägt,  inwendig  den  i\amen  und  \\  uhu- 
ort  des  Verfaaaera  anhebt.  Die  Zeit  der  Einsendang  endet  llc 
daa  Jahr  der  Preisfrage  mit  dem  Monat  November;  <fie 
Adresse  ist  an  den  jedesmaligen  Secrefair  der  (Gesellschaft  (für 
das  J.  1H"J1  an  den  ordenti,  Prof.  der  Mineralogie  und  Geoguosie 
an  der  Universität  zu  Leipzig  C.  F.  Naumann)  zu  richten.  Der 
ausgesetzte  Preis  betrügt  (Ür  die  Aufgabe  ans  der  Astronomie  24 
Ducatou.- 


Druckfehler. 

„  ^In  der  Üeberscbrill  des  Aufsatses  Nr.  XXXVII.  in  Tbl.  XVI. 
Heft  4.  8.  424.  s.  m.  „Seheffler"  statt  ,,Sehefner««. 
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